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摘 要 : 研究粗糙近似算子关于模式
“

二分法
”

的相关性质
,

描述了利用给定模式把模式空间划分成两组的模式

分类的可能性和必然性
,

并设计了有边界区域的模式分类的可能性和必然性的粗糙神经网络算法
.

最后
,

用仿真实验

验证了算法的有效性
.
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1 引言

粗糙集理论是处理不精确数据和发现新知识的一种新的

数据分析工具
,

它在工业过程控制
、

医疗诊断
、

股票分析
、

水文

气象等领域已经受到高度重视并得到了成功的应用
.

H
.

h 坛h 加坛利用神经网络研究了模式的可能性和必然性的分类

算法〔‘1
.

本文基于粗糙集近似算子的性质
,

研究把模式分成两

组的可能性和必然性
.

第一部分基于粗糙近似算子给出了模式二分法的相关性

质
,

第二部分叙述了粗糙近似精度与分类器选择的关系
.

第三

部分研究了有边界区域的模式的可能性和必然性粗糙分类算

法
.

最后
,

用仿真实验验证了算法的有效性
.

2 基于粗糙近似的模式
“
二分法

”
的相关性质

设 K 二 ( U
,

R )为一个信息系统
,

其中 U 二 1“ , ,

u2
,

…
,

、 }

为非空有限集合 (论域 )
,

R 是 U 上的一族等价关系
,

对于任

意一个子集 X c U
,

我们用 U/ R 表示关系 R 的等价类
,

并且

定义 X 关于 R 的下近似和上近似分别为 :

R
,

( X ) = {
x
〔 U l [

x
] : 二 X }

,

R
‘

( X ) 二 {
x
任 U I〔

x
了, 门X 并

引
.

称 bnR ( x ) 二 丑
.

( x ) 一 及
,

( x )为 X 的及边界域
,

娜
, ( X ) ==

R
,

( X )为 X 的R 正域
,

它包含根据 R 知识判定肯定属于 X

的 u 中元素组成的集合 ;称
矛沈g 盆( X ) 二 u 一 R

’

( X )为 X 的 R

负域
,

它包含根据 R 知识判定肯定不属于 X 的U 中元素组成

的集合
.

关于粗糙集近似算子的基本性质可参见文献【2 ]
.

通常的模式分类间题总可以归结为
:
借助给定的模式确

定把模式空间划分为两个不相交决策域的决策规则问题
.

下

面我们用粗糙集的上
、

下近似算子来描述把模式分成两组的

可能性和必然性区域
.

定理 1 设 。 = 际, , 2 2 ,

…
,

、 }是一个模式空间
,

今 二

(今 , ,

…
,

, )是模式 p 的 。 个可测属性值 ( p = 1
,

2
,

…
,

。)
.

如

果存在 。1 ,

。2 二。
,

使得

口, U八2 = 几
,

( l )

口1门口2 二 协

则 v 今‘。
,

今‘。1 或 今〔。: 是惟一确定的
.
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由粗糙集的上下近似算子的性质可得
:

口1’U树
== 口 ( 2 )

口1 .

U口2 . 二 笋

因而满足条件( l) 的分类规则构成了 口上的一个等价关系
,

且 。: ,

场 是该等价关系下的精确集
,

即口 : ,
D : 将 。 的 p 个

模式分为两个不相交的子模式空间
.

定理 2 设 。 二 {翔
,

勿
,

…
,

、 }是一个模式空间
,

、 二

(今1 ,

…
,

乍)是模式 p 的 。 个可侧属性值 ( p 二 1
,

2
,

…
,

. )
.

则

有下列结论成立 :

( I )如果存在 。 1 ,

。2 二。
,

使得

。, U O Z 二 。
,

( 3 )

。: 门。2 尹尹

则V 今〔。
,

(p 二 l
,

2
,

…
,

. )
,

此时模式 、 有可能属于。, ,

也

有可能属于 。2 ,

其模式空间的分类可用 口, 和 。: 的上
、

下近

似来描述
. ,

( n )如果 Q ;
U口

2 = 口
,

且 口, 二 口 一 口 : ,

则有
:

。犷一 。, ,

门。2 ·

由〔11 知
:
当树

= 日 一 O : .

时
,
口广n 树

二 口l’一 口1 . ,

于

是
,

由。2 , 二 口 一 O广有
:

阮 (。 : 门。2 ) g O l’门。犷一 。1 .

门。2 .

二 。厂一 Q , , 一 口一 门日2 .

二 阮( D l ) 一 口: .

门(口 一 口 l’)
二 bn (口 , ) 一 口,

一 (口: .

门口厂) 二 阮 (日1 )
,

同理 : 阮 ( 。l 门几 ) 二 bn (场 )
.

因此 阮 (。l 门几 ) g 阮( 0 一)门

阮(几 )
.

{
口犷= 口 一 口 1 ,

口2 , 二 口 一 O犷
(4 )

根据上下近似算子的性质
:
众

.

‘众二。厂
,

‘二 1
,

2
.

我们有 :

‘

,
产、.声一、�之0了

.、声

哎
.

·

模式分类的可
撇

的描述
:

{
’

模式分类的必然性

~
:

{

习厂U a 犷二 口
,

口犷n 口犷尹 必
。一

,

U O Z .

g 。
,

口1 ,

n 从
, 二 协

由粗糙集的定义容易脸证定理 l 和定理 2 成立
,

这里不作证

明
.

注
:
¹ 由(4) 知 : 。l’n 口2 . 二 n 犷门。

: , 二
护

.

= 0 犷
一 口2 ,

(口,
和

口2
是关于 R 的边界域) ;

º 在 (5 )中
,
口犷门口犷

二 口犷门(口 一 。, 二
) 二 口1’门O 一 口犷门

门 , , 二 口1’一 口 , , ;

» 在 (6)中
,
口一 门日

2 . 二 口, .

门(习
一 口厂) 二 口一,

门习
一 口, .

门口犷= 口, , 一 口 ; . 二 价
.

这里 口 l’
,
口2’分别表示可能属于子空间 口 ; 和子空间 几 的

样本的集合 ;口; . ,
口2 .

分别表示必然属子子空间 口; 和子空

间 O : 的样本的集合
.

定理 3 设 。 二 !
二 : , : 2 ,

…
,

‘ }是一个模式空间
,

、 二

(今1 ,

…
,

乍 )是模式 p 的 n 个可裁属性值 ( p = 1
,
2

,

…
,
。)

.

若

存在 。1 ,

氏 g 。
,

且 场 U。: 二 。
,

则有下列结论成立
:

( i )口2 . == 口 一 口厂幼 (口, 门口2 )
. 二 笋

.

( Ii )当口1门口2笋 必时
,

则 。2 ,

二。 一 口厂
.

( 翻)当口犷== 。 一 口: , , 0 2 , 二 口 一 口广时
,

阮 (口1 门。2 )

g bn ( 口, )门阮( 0 2 )
.

证明( i )由 口2 , 二 口 一 口 l’得
,

(口1 门口2)
. 二 口 1 ,

门口2 .

二 口: ,

门(口 一 几l’) 二 O
,

门口 一 口1 .

门口广二 口,

一 口1 . 二 我

( 11 )若 。I U伐
二 0

,

则当。; 自。2护价时
,

。2 二口 一 。: ,

从而
。2 .

二 (。 一 。; )
, = (。门(瓦 )

. 二 。
.

门。犷二 。 一 。厂
.

( )

( 111 )阮 (。; 门。2 ) 二 ( 。: 门。2 )
’ 一 (。: 门。2 )

,

9 O l’门

3 粗糙维分类方法在模式空间划分中的应用

在对模式空间划分时
,

提取分类规摺的过穆
,

就是选择适

当的判别函数把模式空间分为若干子区域的过程
.

即选一个

函数以今卜 内 + 。;今: 十 … + , 为判别函数
,

实际中多选 ‘

(今 )为线性函数
,

利用超平面 g (称 ) = 0 把模式空间分成两个

决策域
.

但也有选判别函数为非线性函数的[s]
.

本文选一样本空间为〔0
,

1〕斌 【0
,
1 ]

,

其样本点是在样本

空间中随机生成的
.

如图 1所示的随机生成的 100 个样本点
,

选用 f( 劝 二 一 0
.

乃咖( 2。 ; ) + 勺 一 0
.

5 为荆别函数
,

它严格地

将样本点分成两类
.

其中
“ , ”

代表厂劝 之。的样本点
,

它在判

别曲线 f( 劝的上方
, “
△

”

代表 f(
:
) < 0 的样本点

,

它在判别

曲线 f( 劝的下方
.

在实际中这样的判别函数很难准确地选取
,

这里我们可

以用粗糙近似的方法来通近一个恰当的荆别函数
.

图 2 中
,

( a)
,

(的都是模式空间中样本点的可能性和必然性分类结果

示意图
,

在( a) 中
,

两条正弦曲线之外的样本点分别是 f( 劝 二

一 0. 25 咖(2 。1
卜

二: 一 0
.

5取正值和负值的必然区域
,

两条正

弦曲线中间所夹部分区域是 f(
二

) 二 一 0
.

25 咖(2 。 1 ) + : : -

0
.

5取正值和负值的边界区域
,

其边界区域 + 必然区城 二 可

能区域
.

类似的
,

(b) 中两条直线气 二 0. 75
, 二: 二 0

.

乃 之外的区

域分别是八劝
二 一 0

.

乃咖( 2。: ) + x2 一 0
.

5 取正值和负值的
边界区域

,

两直线 : : 二 。
.

乃
,

和
二 : 二 0

.

25 之间所夹部分为边

界区城
,

边界区域 + 必然区域 二 可能区城
.

从图 2 看出
,

分类器的选择对分类结果影响很大
,

( a) 中

的边界区域比( b) 小
,

这说明(的分类精度高于 ( b)
.

由于( b)

中的判别函数与期望 目标函数八
二 ) 二 一 。

.

乃幽( 2 0 1 ) + ‘ : -

0
.

5 的曲线差距较大
,

使得必然区城减小
,

可能区城增大
,

而

(。 )中的情况与此相反
.

由于( o) 中的分类规用更接近期望目

标函数 f( 习 二 一 0. 乃咖( 2。, ) + 叱 一 0
.

5
,

所以边界区峨小
,

其误分率低
,

也就是选择 ( a) 中的粗糙近似成线为分类规则

时
,

其粗撞近似精度高
; 与此相反

,

( b) 中粗辘近似曲线的粗

糙近似精度低
.

4 确定模式分类的必然城和可能雌的算法

从图 2( b) 中我们容易得到两个分类规则
:

( l )如果
二2之 0

.

75
,

则 f( 劝 之。
,

如果 二 2‘ 0
.

乃
,

则 f( : )

5 0 ;

( ij )如果勺 七 0
.

25
,

则f (劝有可能大于。
,

如果介‘
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由粗糙集的上下近似算子的性质可得
:

口1’U树
== 口 ( 2 )

口1 .

U口2 . 二 笋

因而满足条件( l) 的分类规则构成了 口上的一个等价关系
,

且 。: ,

场 是该等价关系下的精确集
,

即口 : ,
D : 将 。 的 p 个

模式分为两个不相交的子模式空间
.

定理 2 设 。 二 {翔
,

勿
,

…
,

、 }是一个模式空间
,

、 二

(今1 ,

…
,

乍)是模式 p 的 。 个可侧属性值 ( p 二 1
,

2
,

…
,

. )
.

则

有下列结论成立 :

( I )如果存在 。 1 ,

。2 二。
,

使得

。, U O Z 二 。
,

( 3 )

。: 门。2 尹尹

则V 今〔。
,

(p 二 l
,

2
,

…
,

. )
,

此时模式 、 有可能属于。, ,

也

有可能属于 。2 ,

其模式空间的分类可用 口, 和 。: 的上
、

下近

似来描述
. ,

( n )如果 Q ;
U口

2 = 口
,

且 口, 二 口 一 口 : ,

则有
:

。犷一 。, ,

门。2 ·

由〔11 知
:
当树

= 日 一 O : .

时
,
口广n 树

二 口l’一 口1 . ,

于

是
,

由。2 , 二 口 一 O广有
:

阮 (。 : 门。2 ) g O l’门。犷一 。1 .

门。2 .

二 。厂一 Q , , 一 口一 门日2 .

二 阮( D l ) 一 口: .

门(口 一 口 l’)
二 bn (口 , ) 一 口,

一 (口: .

门口厂) 二 阮 (日1 )
,

同理 : 阮 ( 。l 门几 ) 二 bn (场 )
.

因此 阮 (。l 门几 ) g 阮( 0 一)门

阮(几 )
.

{
口犷= 口 一 口 1 ,

口2 , 二 口 一 O犷
(4 )

根据上下近似算子的性质
:
众

.

‘众二。厂
,

‘二 1
,

2
.

我们有 :

‘

,
产、.声一、�之0了

.、声

哎
.

·

模式分类的可
撇

的描述
:

{
’

模式分类的必然性

~
:

{

习厂U a 犷二 口
,

口犷n 口犷尹 必
。一

,

U O Z .

g 。
,

口1 ,

n 从
, 二 协

由粗糙集的定义容易脸证定理 l 和定理 2 成立
,

这里不作证

明
.

注
:
¹ 由(4) 知 : 。l’n 口2 . 二 n 犷门。

: , 二
护

.

= 0 犷
一 口2 ,

(口,
和

口2
是关于 R 的边界域) ;

º 在 (5 )中
,
口犷门口犷

二 口犷门(口 一 。, 二
) 二 口1’门O 一 口犷门

门 , , 二 口1’一 口 , , ;

» 在 (6)中
,
口一 门日

2 . 二 口, .

门(习
一 口厂) 二 口一,

门习
一 口, .

门口犷= 口, , 一 口 ; . 二 价
.

这里 口 l’
,
口2’分别表示可能属于子空间 口 ; 和子空间 几 的

样本的集合 ;口; . ,
口2 .

分别表示必然属子子空间 口; 和子空

间 O : 的样本的集合
.

定理 3 设 。 二 !
二 : , : 2 ,

…
,

‘ }是一个模式空间
,

、 二

(今1 ,

…
,

乍 )是模式 p 的 n 个可裁属性值 ( p = 1
,
2

,

…
,
。)

.

若

存在 。1 ,

氏 g 。
,

且 场 U。: 二 。
,

则有下列结论成立
:

( i )口2 . == 口 一 口厂幼 (口, 门口2 )
. 二 笋

.

( Ii )当口1门口2笋 必时
,

则 。2 ,

二。 一 口厂
.

( 翻)当口犷== 。 一 口: , , 0 2 , 二 口 一 口广时
,

阮 (口1 门。2 )

g bn ( 口, )门阮( 0 2 )
.

证明( i )由 口2 , 二 口 一 口 l’得
,

(口1 门口2)
. 二 口 1 ,

门口2 .

二 口: ,

门(口 一 几l’) 二 O
,

门口 一 口1 .

门口广二 口,

一 口1 . 二 我

( 11 )若 。I U伐
二 0

,

则当。; 自。2护价时
,

。2 二口 一 。: ,

从而
。2 .

二 (。 一 。; )
, = (。门(瓦 )

. 二 。
.

门。犷二 。 一 。厂
.

( )

( 111 )阮 (。; 门。2 ) 二 ( 。: 门。2 )
’ 一 (。: 门。2 )

,

9 O l’门

3 粗糙维分类方法在模式空间划分中的应用

在对模式空间划分时
,

提取分类规摺的过穆
,

就是选择适

当的判别函数把模式空间分为若干子区域的过程
.

即选一个

函数以今卜 内 + 。;今: 十 … + , 为判别函数
,

实际中多选 ‘

(今 )为线性函数
,

利用超平面 g (称 ) = 0 把模式空间分成两个

决策域
.

但也有选判别函数为非线性函数的[s]
.

本文选一样本空间为〔0
,

1〕斌 【0
,
1 ]

,

其样本点是在样本

空间中随机生成的
.

如图 1所示的随机生成的 100 个样本点
,

选用 f( 劝 二 一 0
.

乃咖( 2。 ; ) + 勺 一 0
.

5 为荆别函数
,

它严格地

将样本点分成两类
.

其中
“ , ”

代表厂劝 之。的样本点
,

它在判

别曲线 f( 劝的上方
, “
△

”

代表 f(
:
) < 0 的样本点

,

它在判别

曲线 f( 劝的下方
.

在实际中这样的判别函数很难准确地选取
,

这里我们可

以用粗糙近似的方法来通近一个恰当的荆别函数
.

图 2 中
,

( a)
,

(的都是模式空间中样本点的可能性和必然性分类结果

示意图
,

在( a) 中
,

两条正弦曲线之外的样本点分别是 f( 劝 二

一 0. 25 咖(2 。1
卜

二: 一 0
.

5取正值和负值的必然区域
,

两条正

弦曲线中间所夹部分区域是 f(
二

) 二 一 0
.

25 咖(2 。 1 ) + : : -

0
.

5取正值和负值的边界区域
,

其边界区域 + 必然区城 二 可

能区域
.

类似的
,

(b) 中两条直线气 二 0. 75
, 二: 二 0

.

乃 之外的区

域分别是八劝
二 一 0

.

乃咖( 2。: ) + x2 一 0
.

5 取正值和负值的
边界区域

,

两直线 : : 二 。
.

乃
,

和
二 : 二 0

.

25 之间所夹部分为边

界区城
,

边界区域 + 必然区域 二 可能区城
.

从图 2 看出
,

分类器的选择对分类结果影响很大
,

( a) 中

的边界区域比( b) 小
,

这说明(的分类精度高于 ( b)
.

由于( b)

中的判别函数与期望 目标函数八
二 ) 二 一 。

.

乃幽( 2 0 1 ) + ‘ : -

0
.

5 的曲线差距较大
,

使得必然区城减小
,

可能区城增大
,

而

(。 )中的情况与此相反
.

由于( o) 中的分类规用更接近期望目

标函数 f( 习 二 一 0. 乃咖( 2。, ) + 叱 一 0
.

5
,

所以边界区峨小
,

其误分率低
,

也就是选择 ( a) 中的粗糙近似成线为分类规则

时
,

其粗撞近似精度高
; 与此相反

,

( b) 中粗辘近似曲线的粗

糙近似精度低
.

4 确定模式分类的必然城和可能雌的算法

从图 2( b) 中我们容易得到两个分类规则
:

( l )如果
二2之 0

.

75
,

则 f( 劝 之。
,

如果 二 2‘ 0
.

乃
,

则 f( : )

5 0 ;

( ij )如果勺 七 0
.

25
,

则f (劝有可能大于。
,

如果介‘
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