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  摘  要:  四阶MCK 电路的主要特点是产生双涡卷超混沌吸引子. 本文提出在该电路中产生 N2涡卷超混沌吸引

子的一种新方法.构造一个具有 2N - 1 个分段线性的奇函数, 其构造方法是使该函数中的每一个平衡点分别位于相

邻两个转折点的正中间,并保持混沌吸引子中涡卷与键带的相互间置,在此基础上利用递推的方法求得该函数中的各

个递推参数,从而可在MCK 电路中产生 N2涡卷超混沌吸引子 .基于李雅普诺夫稳定性理论, 研究了两个 N2涡卷超混

沌吸引子的单向耦合同步问题.最后给出了 N2涡卷超混沌吸引子产生及其同步的计算机数值模拟结果.
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Abstract:  The feature of the MCK circuit is that it can generate double2scroll hyperchaotic attractor.This paper presents a new

approach for generating N2scroll hyperchaotic attractors in the MCK circuit. A 2N212segment piecewise2linear odd function is con2

structed in the presented scheme. The construction method is used to make each equilibrium point located in the center of two adjacent

breakpoints, and keep scrolls and bond orbits alternated with each other .Using the recurrence formula, the recurrence parameters of the

2N212segment piecewise2linear odd function can be determined so as to obtain N2scroll hyperchaotic attractors. Based on Lyapunov

stability theory, the synchronization of N2scroll hyperchaotic attractors is studied. Finally, the results of generation and synchronization

of N2scroll hyperchaotic attractors are given.
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1  引言

  近年来,混沌及其同步问题受到了国内外广泛的重视和

关注,已成为信息科学领域的一个热门课题
[ 1~ 4]

. 有关非线性

电路中混沌机理及其同步问题的研究已取得了一系列进展,

蔡氏电路是其中的成果之一,主要特点是能产生双涡卷混沌

吸引子,其混沌动力学行为已分别被数学分析、数值模拟和硬

件实验所证实,并且在 Shilcnikov 定理的基础上得到了严格的

数学证明,成为了研究混沌动态的一个范例[ 5] . 在此基础上,

人们还进一步研究了在三阶蔡氏电路中产生多涡卷混沌吸引

子的问题,主要方法是利用多个分段线性函数[ 6~ 8]和正弦函

数[9]来产生多涡卷混沌吸引子.而在四阶系统中, 变型蔡氏电

路[ 10]和MCK 电路[ 11] (由 Matsumoto、Chua、Kobayashi三位学者

提出,简称MCK电路)则是产生双涡卷混沌与超混沌吸引子

的两种典型电路.

在文献[ 8, 11]的基础上, 本文进一步研究了四阶系统中

多涡卷超混沌吸引子的产生规律及其单向耦合同步问题, 报

道有关这方面的一些新的研究结果.首先, 我们提出了在四阶

MCK 电路中产生 N2涡卷超混沌吸引子的一种新方法, 利用文

中理论分析所得的一组递推公式和计算所得的各个递推参

数,构造一个具有 2N - 1 个分段线性的奇函数, 从而能在

MCK电路中产生 N2涡卷超混沌吸引子( N= 3, 4, 5, , ) ;其次

分析了有关 N2涡卷超混沌吸引子的单向耦合同步问题;最后

通过计算机数值模拟证实了这一方法的可行性.
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2  递推公式的导出

  根据文献[ 11]所提出的四阶MCK 电路, 其无量纲归一化

状态方程为

dx/ dS= A[ g( y- x) - z]

dy/ dS= B[ - g( y- x) - w]

dz/ dS= x+ z

dw/ dS= Cy

(1)

式中 g (y - x) = m1( y- x) + 015( m0- m1) [ | y- x+ x1| - | y

- x- x1 | ] 为三个分段线性奇函数, A= 2, B= 20, C= 115,

 图 1 双涡卷超混沌吸引子

m0= - 012, m1= 3. 李

氏指数谱为 [ L1, L2,

L3, L4] = [ 0124, 0106,

0100, - 5318] , 可产生

一个双涡卷超混沌吸

引子,如图 1 所示.

在此基础上,构造

一个具有 2N - 1 个分

段线性函数来产生 N2

涡卷超混沌吸引子 ( N

= 3, 4, , )

g ( y - x ) = mN - 1( y - x ) + 015 E
N- 1

i= 1

( mi- 1- mi )

#( | y- x+ xi| - | y - x - xi | ) =

m0 ( y- x) ,

mi( y- x) + E
i

j= 1

( mj- 1- mj ) xj
| y- x|
y- x

,

mN- 1( y - x ) + E
N- 1

j= 1

( mj- 1- mj) xj
| y - x |
y - x

,

| y - x | F x 1

xi F | y - x | F xi+ 1,

i= 1, 2, , , N - 2

| y - x | > xN- 1

(2)

式中 mi( i = 0, 1, 2, , , N - 1)为 g (# )中各个线性区间的斜
率, x i( i = 2, 3, , , N - 1)为 g(#)的各个转折点值.式 (2)代入

式(1) ,经推导, 可得关于变量 x 的平衡点 xeq, i ( i = 1, 2, , , N

- 1)方程为

xeq, 1=
E
1

j= 1

( mj - mj- 1) xj

m1 - 1
, xeq, 2=

E
2

j= 1

( mj - mj - 1 ) x j

m2- 1

   , ,          , ,

xeq, N - 2=
E
N- 2

j= 1
( mj - mj - 1) xj

mN - 2- 1
, xeq, N - 1=

E
N- 1

j= 1
( mj - mj- 1) xj

mN - 1- 1

(3)

为了求得式 (2)中各个转折点 x i ( i = 2, 3, , , N - 1)的值, 需
引入一组新的参数值 ki ( i = 1, 2, , , N- 2)来确定各个平衡
点 xeq, i ( i= 1, 2, , , N- 1)与各个转折点 xi ( i= 2, 3, , , N-

1)之间距离的比值

x2- xeq, 1
xeq, 1- x1

= k1,  
x3 - xeq,2
xeq, 2- x2

= k2 ,

  , ,      , ,

xN - 2- xeq, N - 3

xeq, N - 3 - xN - 3
= kN - 3,  

xN - 1- xeq, N - 2

xeq, N - 2 - xN - 2
= kN- 2

(4)

将式(3)代入式( 4) , 最后得关于转折点 x i ( i = 2, 3, , , N - 1)

的递推公式为

  

x2=
( 1+ k1) E

1

i= 1
( mi - mi- 1) xi

m1- 1
- k1x1,

x3=
( 1+ k2) E

2

i= 1

( mi - mi- 1) xi

m2- 1
- k2x2,

   , ,       , ,

xN- 2=

(1+ kN- 3 ) E
N- 3

i= 1

( mi - mi- 1) x i

mN- 3- 1 - kN - 3xN - 3 ,

xN- 1=

(1+ kN- 2 ) E
N- 2

i= 1

( mi - mi- 1) x i

mN- 2- 1
- kN - 2xN - 2

(5)

3  产生 N2涡卷超混沌吸引子的分段线性函数 g ( y

- x)构造方法

  由图 1 可知,对于双涡卷超混沌吸引子,它由两个涡卷运

动和一个键带运动所组成[ 12] , 其对应的三个分段线性函数

g( u) = m1u+ 015( m0 - m1) [ | u+ x1 | - | u - x1 | ] 如图 2 所

示,图中的负斜率 m0 对应一个键带区域, 正斜率 m1 对应两

个涡卷区域, x1为转折点值, xeq, i ( i = 0, 1)为平衡点值 ,它是

方程 u= g( u)的解.可以看出双涡卷超混沌吸引子在相空间

中的主要特点是涡卷与键带保持相互间置.

图 2  双涡卷超混沌吸引子的   图 3  42涡卷超混沌吸引子的

3个分段线性奇函数 7个分段线性奇函数

基于涡卷与键带保持相互间置的特点, 本文可构造产生

N2涡卷超混沌吸引子的 2N - 1 个分段线性奇函数 g ( u ) =

mN- 1( u)+ 015 E
N- 1

i= 1

( mi- 1- mi )# ( | u + xi | - | u - x i| ) .为不失

一般性, 以产生 42涡卷超混沌吸引子为例, 其 7 个分段线性

奇函数如图 3 所示. 图中的负斜率 m0、m2 对应三个键带区

域, 而正斜率 m1、m3则对应四个涡卷区域, x i( i = 1, 2, 3)为转

折点值, xeq, i ( i= 0, 1, 2, 3)为平衡点值, 它是方程 u= g( u)的

解.根据图3,我们可总结出构造多个分段线性奇函数 g( u)

的几个主要特点如下: (1)在相空间中, N2涡卷超混沌吸引子

的N 个涡卷和N - 1 个键带保持相互间置, 并且在最外面的

两个区域一定是涡卷存在的区域 ; (2)负斜率 mi 对应于键带,

正斜率 mj 对应于涡卷; (3)转折点 x i( i = 1, 2, 3, , )与平衡点

xeq, i( i = 0, 1, 2, 3, , )保持相互间置; (4)产生 N2涡卷超混沌
吸引子需要构造 2N- 1个分段线性奇函数, 其中 N 个正斜率

段对应于N 个涡卷, N- 1 负斜率段对应于 N- 1个键带.
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4  递推参数值的计算
  为了使平衡点 x i( i = 1, 2, 3, , )与转折点 xeq, i ( i = 0, 1,

2, 3, , )能保持相互间置, 它们之间的关系应满足式(4) , 式中

ki ( i= 1, 2, 3, , ) E 1,其大小决定了各个线性区间中的每个平

衡点 xeq, i ( i= 0, 1, 2, 3, , )与两个相邻转折点 x i、x i+ 1( i= 1,

2, 3, , )之间距离的比值( x i+ 1- xeq, i ) / ( xeq, i - xi ) = k i( i= 1,

2, 3, , ) . 需要说明的是, 能产生 N2涡卷超混沌吸引子的各个

ki( i = 1, 2, 3, , )的取值不是惟一的. 特别是当 ki ( i= 1, 2, 3,

, ) = 1时, 能使各个平衡点正好位于相邻两个转折点的正中

间,下面我们将选取各个 ki ( i = 1, 2, 3, , ) = 1 作为一个实例

来计算递推参数.注意到第一个转折点 的选取带有任意性,

我们取归一化参数 x1= 1.计算机数值模拟结果表明, 在满足

负斜率 mi对应于键带,正斜率 mj对应于涡卷的前提下,能产

生N2涡卷超混沌吸引子的各个mk ( k = 0, 1, 2, 3, , N- 1)的

选取结果也不是惟一的.作为一个例子, 我们将选取各个负斜

率 mi的值均为- 018,各个正斜率 mj 的值均为+ 21 8, 而最外

面区域正斜率的值 mN- 1= 118.

上述有关 ki ( i= 1, 2, 3, , ) = 1 以及各个斜率 mk ( k= 0,

1, 2, 3, , , N- 1)的选取可使 N2涡卷超混沌吸引子具有如下

两个特点: (1)由于各个平衡点正好位于相邻两个转折点的正

中间,加之各个负斜率具有相同的取值, 各个正斜率也具有相

同的取值,超混沌吸引子中的各个涡卷大小能基本保持相同;

( 2)取 x1= 1, 2N- 1个分段线性奇函数中各个转折点和平衡

点的值可为整数.基于上述考虑, 我们可确定在MCK电路中

产生 3~ 12涡卷超混沌吸引子的各组参数分别为

( 1)产生 3涡卷超混沌吸引子的递推参数( N= 3)

[ k1 ]= [1]

[ m0, m1, m2] = [218, - 018, 118]

[ x1 , x2 ]= [1, 3]

(6)

( 2)产生 4涡卷超混沌吸引子的递推参数( N= 4)

[ k1 , k2 ]= [1, 1]

[ m0, m1, m2, m3] = [ - 018, 218, - 01 8, 118]

[ x1 , x2 , x3] = [1, 3, 5]

(7)

( 3)产生 5涡卷超混沌吸引子的递推参数( N= 5)

[ k1 , k2 , k3 , ]= [ 1, 1, 1]

[ m0, m1, m2, m3, m4] = [218, - 018, 21 8, - 018, 118]

[ x1 , x2 , x3 , x4] = [1, 3, 5, 7]

(8)

( 4)产生 6涡卷超混沌吸引子的递推参数( N= 6)

[ k1 , k2 , k3 , k4] = [1, 1, 1, 1]

[ m0, m1, m2, m3, m4, m5 ]

 = [ - 018, 218, - 01 8, 218, - 018, 11 8]

[ x1 , x2 , x3 , x4, x5] = [1, 3, 5, 7, 9]

(9)

( 5)产生 7涡卷超混沌吸引子的递推参数( N= 7)

[ k1 , k2 , k3 , k4, k5] = [1, 1, 1, 1, 1]

[ m0, m1, m2, m3, m4, m5 , m6 ]

 = [218, - 018, 21 8, - 018, 218, - 01 8, 118]

[ x1 , x2 , x3 , x4, x5, x6] = [1, 3, 5, 7, 9, 11]

(10)

(6)产生 8 涡卷超混沌吸引子的递推参数( N= 8)

[ k1, k2, k3, k4, k5, k6]= [ 1, 1, 1, 1, 1, 1]

[ m0 , m1 , m2, m3, m4, m5, m6, m7]

 = [ - 018, 21 8, - 018, 218, - 01 8, 218, - 018, 118]

[ x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7]= [1, 3, 5, 7, 9, 11, 13]

(11)

(7)产生 9 涡卷超混沌吸引子的递推参数( N= 9)

[ k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7]= [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

[ m0 , m1 , m2, m3, m4, m5, m6, m7 , m8 ]

 = [ 218, - 01 8, 218, - 018, 21 8, - 018, 218, - 018, 118]

[ x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8 ]= [1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15]

(12)

(8)产生 10 涡卷超混沌吸引子的递推参数( N= 10)

[ k1, k2 , k3, k4 , k5, k6 , k7, k8 ]= [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

[ m0, m1, m2, m3, m4, m5, m6, m7, m8, m9]

 = [ - 018, 218, - 018, 218, - 018, 218, - 018, 218, - 018,118]

[ x1, x2 , x3, x4 , x5, x6 , x7, x8 , x9]= [1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17]

(13)

(9)产生 11 涡卷超混沌吸引子的递推参数( N= 11)

[ k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7, k8 , k9 ]= [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

[ m0 , m1 , m2, m3, m4, m5, m6, m7 , m8 , m9, m10 ]

 = [ 218, - 01 8, 218, - 018, 21 8, - 018, 218,

  - 018, 218, - 018, 11 8]

[ x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8 , x9 , x10]

 = [ 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19]

(14)

(10)产生 12 涡卷超混沌吸引子的递推参数( N= 12)

[ k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7, k8, k9, k10]= [1, 1, 1, 1, 1,1, 1,1, 1,1]

[ m0, m1, m2, m3, m4, m5, m6, m7, m8, m9, m10, m11]

 = [ - 018, 218, - 018, 218, - 018, 218, - 018, 218,

  - 018, 218, - 018, 118]

[ x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11]

 = [1, 3,5, 7, 9, 11,13,15, 17, 19, 21]

(15)

5  3~ 12涡卷超混沌吸引子的计算机模拟结果

  利用式(6)~ (15)各式中所提供的递推参数, 得 3~ 12 涡

卷超混沌吸引子计算机模拟结果如图 4所示.

6  多涡卷超混沌吸引子的单向耦合同步

  基于李雅普诺夫稳定性理论, 我们研究多涡卷超混沌吸

引子的同步问题. 以 6 涡卷MCK 超混沌吸引子为例, 其驱动

系统的状态方程为

dx ( 1) / dS= A[ g ( y (1) - x ( 1) ) - z( 1) ]

dy ( 1) / dS= B[ - g (y ( 1) - x ( 1) ) - w( 1) ]

dz( 1) / dS= x ( 1)+ z( 1)

dw
( 1)
/ dS= Cy

( 1)

(16)

将驱动系统的状态变量[ x ( 1) , y ( 1) , z( 1) , w( 1) ]单向耦合到响应

系统, 设耦合系数为[ Dx ,Dy, Dz, Dw] ,响应系统的状态方程为
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图 4 3~ 12涡卷超混沌吸引子的计算机模拟结果

dx ( 2) / dS= A[ g( y ( 2) - x ( 2) ) - z( 2) ] + Dx ( x
( 1) - x ( 2) )

dy ( 2) / dS= B[ - g ( y (2) - x ( 2) - w ( 2) ) ] + Dy( y
( 1) - y (2) )

dz( 2) / dS= x (2) + z( 2)+ Dz( z
( 1) - z( 2) )

dw (2) / dS= Cy ( 2)+ Dw( w
(1) - w( 2) )

(17)

g( y ( j ) - x ( j) ) ( j = 1, 2)为在两个系统中产生 6 涡卷的 11 个分

段线性奇函数,如式(2)所示( N= 6) , 其各个线性区间的斜率

mi( i = 0, 1, 2, 3, 4, 5)及各个转折点值 x i ( i = 1, 2, 3, 4, 5)如式

( 9)所示.由于式(2)为分段线性奇函数, 我们有[ 13]

  g( y ( 1) - x ( 1) ) - g( y ( 2) - x ( 2) )

  = m[ ( y (1) - x ( 1) ) - ( y (2) - x ( 2) ) ]

  = m[ ( y (1) - y ( 2) ) - ( x (1) - x ( 2) ) ]

  = m[ ey - ex ] (18)

式中 m 为变参数[ 13] , 满足 ma F m F mb , 其中 ma= - 018,

mb= 21 8.式( 16)减去式(17) ,得误差方程为

Ûex= - (Dx+ Am) ex+ Amey- Aez

Ûey= Bmex - ( Dy+ Bm) ey - Bew

Ûez= ex+ (1- Dz) ez

Ûew= Cey- Dwew

(19)

上式中 ex = x (1) - x (2) , ey= y (1) - y (2) , ez= z( 1) - z( 2) , ew =

w ( 1) - w ( 2)为驱动系统式( 16) 与响应系统式( 17)之间的误差

信号.

选取 Lyapunov函数

E=
A
2
e2x+

B
2
e2y+

C
2
e2z+

D
2
e2w (20)

式中 A、B、C、D 为 4 个正的待定常数,对式( 20)求导 ,得

ÛE = AexÛex+ BeyÛey+ CezÛez+ DewÛew (21)

将式(19)代入式( 21) ,经整理后得

ÛE = ( AAm+ BBm) exey - (AA- C) exez

- ( BB- DC) eyew- A( Dx+ Am) e2x

- B( Dy+ Bm) e
2
y+ C(1- Dz) e

2
z- DDwe

2
w (22)

选取 C= AA, DC= BB, A= (2/A) , C= 2, B= (2/ B) , D= ( 2/

C) ,则可找到一个 Lyapunov函数

E = (1/ A) e2x+ ( 1/ B) e2y+ e2z+ (1/ C) e2w (23)

使得

  ÛE = 4mexey -
2
A
(Dx+ Am) e2x -

2
B
( Dy+ Bm) e2y

 + 2( 1- Dz ) e
2
z-

2
y
Dwe

2
w

= - ( 2ex - mey)
2 - (

2
A
Dx+ 2m- 4) e2x

 - (
2
B
Dy+ 2m- m2) e2y+ 2(1- Dz) e

2
z -

2
C
Dwe

2
w (24)

由式(24) , 若下列不等式成立

Dz> A(2- m)

Dy> (B/ 2) ( m
2
- 2m)

Dz> 1

Dw> 0

(25)

则 ÛE 定负, 由 Lyapunov稳定性定理[14] , 可知误差系统式( 19)

稳定, 故[ ex , ey , ez , ew] y 0, 因此驱动系统式( 16)与响应系统

式(17)可实现同步.

另一方面 ,由于变参数 m满足maF mF mb ,其中 ma= -

018, mb= 21 8, 故对于 P m I [ ma , mb] , 式(25)中的 (2- m)和

( m2- m)分别有最大值(2- m)max= ( 2- ma )和( m2- m)max=

( m
2
b- mb ) . 因此,若下述不等式满足

Dx> A( 2- ma )

Dy> ( B/ 2) ( m2
b - 2mb)

Dz> 1

Dw> 0

(26)

则必有式 ( 25) 成立 , 从而使驱动系统式 ( 16) 与响应系统式

(17)实现同步. 基于上述分析,我们提出有关系统式(16)和式

(17)单向耦合同步的定理:
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定理  设 X (1) = {x (1) , y ( 1) , z( 1) , w ( 1) }, X ( 2)= {x (2) , y (2) ,

z( 2) , w ( 2)},初始条件 X ( 1) ( 0)、X (2) ( 0)位于相同的吸引域, 将

式( 16)的状态变量 x ( 1)、y ( 1)、z (1)、w ( 1)单向耦合到式 (17) , 若

耦合系数分别满足 Dx> A(2- ma ) , Dy> ( B/ 2) ( m2
b- 2mb) , Dz

> 1, Dw> 0, 则响应系统式( 17)与驱动系统式 (16)可实现同

步, X ( 2) y X (1) .

最后,作为本定理具体应用的一个典型实例,对于 6 涡卷

超混沌吸引子, 有: ma = - 018, mb = 21 8, A= 2, B= 20, C=

115,经计算可得: (2- ma ) = 516, ( B/ 2) ( m2
b - 2mb ) = 2214, 现

取 Dx= 6, Dy= 25, Dz= 2, Dw= 1, 使得式(25)成立, 驱动系统式

( 17)与响应系统式(16)可实现同步,其仿真结果如图 5所示.

图 5 Dx = 6, Dy= 25, Dz= 2, Dw= 1时 6涡卷超混沌

吸引子同步的数值模拟

7  结论

  提出了一种产生 N2涡卷超混沌吸引子的新方法. 通过构

造一个具有 2N - 1 个分段线性奇函数, 利用导出的递推公

式,可计算出该函数中的各个递推参数, 从而在四阶MCK 电

路中产生 N2涡卷超混沌吸引子. 构造准则是使涡卷与键带之

间以及平衡点与转折点之间均保持相互间置, 正斜率对应于

涡卷而负斜率则对应于键带.文中以各个平衡点正好位于相

邻两个转折点的正中间为典型实例,分析了 N2涡卷超混沌吸

引子的产生问题,并利用递推公式计算了产生 3~ 12 涡卷超

混沌吸引子的各组参数, 在此基础上给出了计算机数值模拟

结果. 基于李雅普诺夫稳定性理论, 本文还研究了 N2涡卷超

混沌吸引子的单向耦合同步问题, 分析了响应系统与驱动系

统实现单向耦合同步时耦合系数[ Dx, Dy, Dz, Dw]所应满足的

条件.有关此类系统的电路实现及其在保密通信中的应用问

题,我们将另文讨论.
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