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  摘  要:  主要利用状态转移方程和定义能量函数的方法对具有时延的离散 Hopfield 神经网络的动力学行为进

行了研究,并且获得了若干稳定性结果. 给出了延迟离散Hopfield 神经网络收敛于周期为 4的极限环的一个充分条件,

获得了延迟网络有稳定状态的条件,并且得到了延迟网络既没有稳定状态也没有周期为 2的极限环的条件. 同时, 这

些结果用两个例子进行了验证.这些结果推广了一些已有的离散Hopfield 神经网络的稳定性结果.
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Abstract:  The dynamic behavior of discrete Hopfield neural networks with delay is mainly studied by the use of the state tran2

sition equation and the energy function, and some results on stability are given. The sufficient conditions for the networks with delay

converging towards a limit cycle of length 4, having a stable state, and neither having a stable state nor a limit cycle of length 2 are

presented. Also, the obtained results are validated by giving two examples. The obtained results here extend some existing results on

stability of discrete Hopfield neural network.
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1  引言

  离散Hopfield神经网络(以下简称 DHNN)是在联想记忆、

模式识别和组合优化等方面有着广泛应用的一类反馈网络,

它对神经网络的第二次兴起起了极大的推动作用. DHNN 的

稳定性不仅本身有重要的理论意义 ,而且也是网络应用的基

础,因而受到许多学者的极大关注. 文献[ 1~ 7]对 DHNN 的稳

定性进行了研究,得到了一系列关于稳定性方面的结果 ,为网

络的应用建立了一定的理论基础. 特别是网络的连接权矩阵

在对称和反对称的情况下,获得了若干非常漂亮的结果 .文献

[ 6, 7]用不同的方法对连接权为反对称的 DHNN 的稳定性进

行了研究,得到:

结论:对于严格的 DHNN N= ( W,H) ,如果连接权矩阵 W

是n2阶反对称矩阵 ( n E 2) , H= 0,则网络 N= ( W, H)的任一

初始状态都并行收敛到一个周期为 4的极限环上去.

延迟离散Hopfield 神经网络是 DHNN 的推广,它不仅考虑

网络的当前状态, 而且记忆网络上一时刻的状态.对于延迟

DHNN的并行稳定性, 在文献[ 8, 9]中进行了研究, 得到了若

干有意义的结果. 从文献[ 8, 9]可以看出, 延迟 DHNN 具有丰

富的动力学行为, 只有对网络的动力学性质进行深入的研究,

才能有益于网络的设计和应用.对于延迟 DHNN, 我们自然要

问:是否也有类似于前面的结果成立? 这正是本文要研究的

主要问题之一.

本文在第 2 节给出了文中若干必要的概念. 在第 3 节研

究了延迟 DHNN收敛于周期长度为 4 的极限环的条件,并给

出了相应的结论. 第 4节讨论了延迟网络有稳定状态的条件,

以及网络既没有稳定状态也没有周期为 2 的极限环的条件.

第 5 节总结了全文.

2  概念和模型

  所谓 n 阶的 DHNN, 其拓扑结构可以由一个 n@n 阶矩阵

W= ( wij ) n@n和一个 n 维列向量H= ( H1 , , , Hn )
T 所惟一确

定, 并记为 N= ( W,H) .若用 x i( t )表示神经元 i在时刻 t 所处

的状态, 并且只有两种:兴奋用 x i( t) = 1表示和抑制用 x i ( t)
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= - 1 表示, t I {0, 1, 2, , }.DHNN的演化方程为:

xi ( t+ 1) = sgn{ E
n

j= 1

wijxj ( t) + Hi }

其中  sgn( u)=
1,

- 1,

若 u E 0

若 u< 0
.

而延迟 DHNN 是 DHNN的一个推广. 具有 n 个神经元的

延迟 DHNN 是由 n 个完全互联的神经元构成的, 它可以由两

n @n 个阶矩阵W0= ( w0ij ) n@n , W
1= (w1

ij) n@n和一个n 维列向

量 H= ( H1 , , , Hn )
T 所惟一确定, 简记为 N= ( W0 © W1, H) .同

样用 x i( t )表示神经元 i 在任意时刻 t 所处的状态,并且只有

两种:兴奋用 xi ( t) = 1 表示和抑制用 xi ( t) = - 1 表示, t I

{0, 1, 2, , },并记 X( t ) = ( x1 ( t ) , , , xn ( t) )
T . 每个神经元 i

在时刻 t 有两种存储状态: x i( t)和 xi ( t - 1) , 其中 x i( t - 1)表

示对历史状态的记忆. 本文中, 我们假设阈值向量 H= 0. 因

此,对于延迟 DHNN,下面简记为 N= ( W0© W1 , 0) .

n 阶延迟 DHNN 的演化方程为:

xi ( t+ 1) = sgn( E
n

j= 1

w0ijxj ( t) + E
n

j= 1

w1ijxj( t- 1) ) , i I I (1)

其中 I= {1, 2, , , n},并且符号函数同前.

若 n 阶延迟DHNNN= ( W0© W1, 0)的一个状态 X* I Bn

满足:

x*i = sgn( E
n

j= 1

w0
ijx

*
j + E

n

j= 1

w1
ijx
*
j ) , i I I (2)

则称状态 X* 为延迟网络的一个稳定状态(或不动点) , 其中

X* = ( x *1 , , , x*n )
T , B= {- 1, 1}, Bn= {( x1, x2, , , xn )

T | x i

= - 1,或 1, 1F i F n}.

式(1)和式(2)的向量形式分别为

X( t+ 1) = sgn( W0X( t) + W1X( t- 1) ) ,

X* = sgn( W0X* + W1X* )

对于延迟 DHNN( 1) , 任给 X(0) , X(1) I Bn 为初值, 每个

神经元都按(1)式同时进行演化,则这种演化为并行演化, 其

演化的状态序列为 X(0) , X(1) , X( 2) , X(3) , , . 如果存在时

间 T1 I {1, 2, , }, 使得对任何的 tE T1, 有

X( t) = X( t+ 1) = X( t+ 2) = , = X( t + T) (3)

则称延迟 DHNN(1)关于初始状态 X( 0) , X( 1)收敛到一个周

期为 T 的极限环, 其中 T E 1 是满足上式的最小的正整数.如

果延迟网络关于任何的初始状态都收敛于周期都为 T 的极

限环, 则称延迟 DHNN(1)并行收敛于周期为 T 的极限环. 如

果周期为 1,则称延迟网络关于初始状态 X(0) , X(1) I Bn 收

敛到稳定点 .若对任何的初始状态 X( 0) , X(1) I Bn, 网络都

并行收敛到稳定状态, 则称网络(1)是并行收敛的(或同步收

敛的) . 延迟网络其它形式的演化定义这里略去.

如果 N= ( W0 © W1, 0)对任何的状态 X0= ( x01 , , , x0n )
T ,

X1= ( x11, , , x1n )
T I Bn 满足:

E
n

j= 1

w0ijx
0
j+ E

n

j= 1

w1ijx
1
j X 0, i I I

则称延迟 DHNN( 1)是严格的. 下面我们分析延迟网络在什么

条件下收敛于周期为 4 的极限环, 在什么条件下延迟网络有

稳定状态以及在什么条件下延迟网络没有稳定状态.

3  收敛于周期为 4的极限环

  定理 1  假设延迟 DHNN( 1)是严格的网络. 如果矩阵 W0

是反对称的, 即( W0) T= - W0 ,并且矩阵 W1 是负的行对角占

优的, 即- w1ii E E
j X i

| w1ij | , P i I I ,则延迟 DHNN( 1)对于任何

的初始状态 X( 0) , X(1)都收敛于周期为 4的极限环.

证明  很显然, 利用符号函数的特征和延迟 DHNN( 1)是

严格的这一特性, 我们容易给出

xi ( t+ 1) ( E
j I I

w0ijx j( t )+ E
j I I

w1ijx j( t - 1) ) > 0, P i I I

定义延迟 DHNN(1)的能量函数为

E( t) = E (X( t) , X( t - 1) ) = - XT( t) W0X( t- 1) (4)

于是沿( 1)的能量函数的增量为

$E = E( t + 1) - E( t )

= E( X( t+ 1) , X( t) ) - E( X( t ) , X( t- 1) )

= - XT ( t+ 1) W0X( t) + XT ( t) W0X( t- 1)

= - (XT( t + 1)+ XT( t- 1) ) W0X( t)

= - (XT( t + 1)+ XT( t- 1) ) ( W0X( t )+ W1X( t - 1) )

 + (XT( t + 1)+ XT( t- 1) ) W1X( t- 1)

= p( t) - q( t) (5)

其中

p ( t) = (XT( t + 1)+ XT( t- 1) ) ( W0X( t )+ W1X( t - 1) )

q( t) = - (XT( t + 1)+ XT( t- 1) ) W1X( t- 1)

首先证明, 如果 x i( t+ 1) + xi ( t- 1) X 0, 则

x i( t+ 1) + xi ( t- 1) = 2x i( t + 1)= 2xi ( t- 1)

更进一步, 还可以证明在式( 5)中有, p ( t) E 0, q( t ) E 0.

为此, 设

I * ( t )= {i I I | xi ( t+ 1) + x i( t - 1) X 0}

于是

p ( t) = (XT( t + 1)+ XT( t- 1) ) ( W0X( t )+ W1X( t - 1) )

= E
i I I

( x i( t + 1)+ xi ( t- 1) ) E
j I I

( w0ijx j( t )+ w1
ijxj ( t- 1) )

= 2 E
i I I

*
( t )

xi ( t + 1) ( E
j I I

w0ijxj( t)+ E
j I I

w1ijxj( t- 1) ) E 0

q( t) = - (XT( t + 1)+ XT( t- 1) ) W1X( t- 1)

= - E
i I I

( x i( t+ 1) + xi ( t- 1) ) E
j I I

w1ijxj( t - 1)

= - 2 E
i I I

*
( t )

x i( t - 1) E
j I I

w1ijxj ( t - 1)

= - 2 E
i I I

*
( t )

(w1
ii+ E

j I I( j Xi )

x i( t - 1)w1
ijxj ( t- 1) )

E - 2 E
i I I

*
( t )

(w1
ii+ E

j I I( j Xi )

| w1ij| ) E 0

所以, 在式(5)中有 $E F 0, 并且 $E= 0当且仅当 p( t) =

0, q( t) = 0. 进一步, p ( t) = 0, q( t ) = 0 当且仅当 I * ( t ) = 5 ,

即 X( t + 1)+ X( t - 1) = 0. 所以, $E= 0 当且仅当 I * ( t ) =

5 .

因此, 对任何的初始状态 X( 0) , X (1) I Bn , 延迟 DHNN

(1)收敛的状态满足 $E = 0,即P X(0) , X(1) I Bn , 存在 T1 I

{1, 2, , }, 使得当 tE T1 时,有
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X( t)= - X( t + 2)= X( t + 4)

分两种情况,如果 X( T1 ) = X( T1+ 1) ,则延迟 DHNN(1)

收敛于一个周期为 4的极限环( X( T1) , X(T1 ) , - X( T1) , - X

( T1) ) . 如果 X( t1) XX( t1+ 1) , 则延迟 DHNN(1)也收敛于一

个周期为 4的极限环( X( T1) , X(T1+ 1) , - X( T1) , - X( T1+

1) ) .所以定理 1 是成立的.

例 1 设延迟 DHNN N= ( W0 © W1 , 0) ,其中

W0=
0 - 1

1 0
, W1=

- 01 6 015

1 - 1
,

很明显,延迟 DHNN(1)是严格的,并且矩阵 W0 是反对称

的,同时矩阵 W1 是负对角占优的, 说明定理 1 的条件是满足

的,由定理 1 知延迟 DHNN(1)收敛于周期为 4 的极限环.事实

上,这个结论可以验证. 如果 x1 (0) = x2(0) , 则延迟 DHNN(1)

收敛于周期为 4的极限环( X(1) , X(2) , - X(1) , - X( 2) ) , 其

中 X( 1) = ( x1( 1) , x2( 1) )
T , X( 2) = ( - x2 (1) , x1( 1) )

T . 如果

x1(0) X x2( 0)且 x1(1)= x2 (1) , 则网络( 1)收敛于周期为 4 的

极限环(X(2) , X(3) , - X( 2) , - X(3) ) ,其中 X( 2) = X( 0) =

( x1( 0) , x2( 0) )
T, X( 3) = ( - x1 ( 0) , x2 ( 0) )

T . 如果 x1 ( 0) X

x2(0)且 x1 (1) X x2(1) , 则网络( 1)收敛于周期为 4 的极限环

( X(2) , X( 3) , - X ( 2) , - X ( 3) ) , 其中 X ( 2) = - X ( 0) =

( - x1( 0) , - x2( 0) )
T, X(3) = - X( 1)= ( - x1( 1) , - x2( 1) )

T.

4  有稳定状态和没有稳定状态的条件

  前面研究了延迟 DHNN 收敛于周期为 4 的极限环的条

件,在定理 1 中要求延迟 DHNN(1) 是严格的, 那么这一条件

是否可以去掉,下面我们先看一个例子.

例 2 假设延迟 DHNN N= ( W0 © W1 , 0) ,其中

W0=

0 1 - 1

- 1 0 1

1 - 1 0

, W1=

0 0 0

0 0 0

0 0 0

很显然 ,矩阵 W0 是反对称,矩阵 W1 是负的行对角占优

的,但是延迟 DHNN不是严格的. 通过计算可以得到该延迟网

络有一个周期为 3 的极限环(X1, X2, X3 ) , 其中 X1= ( - 1, 1,

1) T, X2= ( 1, 1, - 1) T, X3= (1, 1, - 1) T . 而且可以判断该网

络有一个稳定状态 X= (1, 1, 1) T.

由例 2看出, 定理 1 中要求延迟 DHNN 是严格的这个条

件不能少,事实上其它的条件也不能少, 否则结论亦不成立.

例 2中, 延迟网络有一个稳定状态 X= ( 1, 1, 1) T, 这是由

于

w0
i1+ w1i1+ w0

i2+ w1i2+ w0
i2+ w1i3= 0, i= 1, 2, 3

事实上,更一般地, 我们有下面的结论.

定理 2 对于延迟 DHNN(1) ,如果连接权矩阵满足

w0i1+ w1
i1+ w0i2+ w1

i2+ , + w0in+ w1
in= 0, P i I I (6)

则延迟 DHNN(1)有稳定状态 X= ( 1, 1, , , 1) T, 并且初始状态

X( 0)= X(1)= ( - 1, - 1, , , - 1) T 一定收敛到该状态.

证明  由式(6)得: W0( 1, 1, , , 1) T+ W(1, 1 , , 1) T= 0,

W0 ( - 1, - 1, , , - 1) T+ W( - 1, - 1, , , - 1) T= 0

所以, sgn( W0 (1, 1, , , 1) T+ W1(1, 1, , , 1) T) = ( 1, 1, , , 1) T ,

sgn( W0( - 1, - 1, , , - 1) T+ W1( - 1, - 1, , , - 1) T ) = (1, 1,

, , 1) T .

由此得, 状态 X= ( 1, 1, , , 1)
T
是延迟 DHNN(1)的稳定

状态, 并且初始状态 X(0) = X( 1) = ( - 1, - 1, , , - 1) T 一定

吸引到状态X= (1, 1, , , 1) T .

由条件(6)知道延迟 DHNN 不是严格的网络, 当然条件

(6)是延迟网络有稳定点的一个充分条件, 并非必要条件. 下

面我们考虑延迟 DHNN既没有稳定点也没有周期为 2的极限

环的条件.

定理 3  如果矩阵 W
0
是反对称的, 并且矩阵 W

1
在集合

B上是负定的(不需要对称) ,即对任何的一个 n 维列向量X

= ( x1, , , xn )
T, xj I B, j = 1, , , n, 有 XTW1X < 0, 则延迟

DHNN(1)既没有稳定状态也没有周期为 2 的极限环.

证明  反证法. 不失一般性, 我们假设延迟 DHNN(1)有

一个稳定点 X= ( x1, x2, , xn)
T. 于是根据式(2)的向量形式,

有

X= sgn( W0X+ W1X)

因此,

x i E
j I I

( w0ijxj+ w1ijxj ) E 0, P i I I ,

E
i I I

xi E
j I I

(w0
ijxj+ w1ijxj) = XTW0X+ XTW1X= XTW1X E 0

这与矩阵 W1 在集合 B上是负定的相矛盾. 所以, 延迟 DHNN

(1)没有稳定状态.

同样, 如果延迟DHNN(1)有一个周期为 2的极限环, 无妨

假设为( X0 , X1) , 则必有

X1= sgn( W0X0+ W1X1)

X0= sgn( W0X1+ W1X0)

与上面的证明一样, 可以得到

(X1) TW0X0+ ( X1) TW1X1E 0,

(X0) TW0X1+ ( X0) TW1X0E 0.

二式相加, 得

(X1 ) TW0X0 + ( X1 ) TW1X1 + ( X0 ) TW0X1 + ( X0 ) TW1X0 =

( X1) TW1X1+ (X0)
TW1X0E 0

与矩阵W1 在集合 B 上是负定的相矛盾.所以, 延迟DHNN(1)

没有周期为 2 的极限环.定理3 成立.

根据定理 3的证明,我们容易得到:如果延迟DHNN(1)有

稳定点 X, 则必有 XT ( W0+ W1) X E 0. 特别地, 如果矩阵 W0

是反对称的, 则延迟 DHNN( 1)有稳定点的必要条件是存在 X

I Bn , 使 XTW1XE 0.如果矩阵 W0 是反对称的,则延迟 DHNN

(1)有周期为 2 的极限环的必要条件是存在 X0 , X1 I Bn , 使

( X1) TW1X1+ (X0) TW1X0E 0.

推论  如果矩阵 W0是反对称的, 并且矩阵 W1是严格负

行对角占优的, 即- w1
ii> E

j X i

| w1
ij | , P i I I ,或严格负列对角

占优的, 即- w1ii> E
j X i

| w1ji | , P i I I , 则延迟 DHNN( 1)既没有

周期为 1 也没有周期为 2 的极限环.

证明  如果矩阵 W1 是严格负行对角占优的, 或是严格

负列对角占优的, 则矩阵 W1 是负定的, 根据定理 3 知推论是
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成立的.

5  结论

  文中主要研究了延迟 DHNN 在并行演化方式下的稳定

性,并获得了几个结果. 给出了延迟网络收敛于周期为 4 的极

限环的条件,同时得到了延迟网络有稳定状态以及没有稳定

状态和周期为 2的极限环的条件. 文中的定理 1 和定理 3 都

是在假设矩阵 W0是反对称的前提下获得的.由于延迟 DHNN

是 DHNN的一个推广 ,因此,所获结果是一些已有的关于反对

称 DHNN的稳定性结果的进一步推广. 所获结果不但有严格

的理论证明,而且举例验证了结论. 这些结果为延迟 DHNN的

应用提供了一定的理论依据.
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