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  摘  要:  本文介绍应用 PEEC模型提取VLSI电路中 32D互连寄生电感电阻中出现的多右端线性方程组求解问

题.在种子投影多右端方程求解方法 EGCR[5]的基础上, 本文提出一种改进的 EGCR方法MEGCR, 达到有控制地扩大

搜索空间以减少所需正交化时间的目的. 它显著加快了多右端方程组的求解速度, 在可比精度下, 右端数约为 30 时,

综合运用多右端技术及多极加速的本文方法比先进的 FastHenry[ 1]快数十倍.
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Abstract:  We discuss the problems of solving linear systems with multiple right2hand sides while using PEEC model to extract

32D parasitic interconnect inductance and resistance in VLSI circuits. Based on the seed projection method EGCR (Extended General2

ized Conjugate Residual) [ 5] ,we propose a modified method MEGCR to simplify the computation of orthogonal procedure through limit2

edly enlarging the search space of non2seed right2hand sides. It accelerates the speed of solving systems with right2hand sides. Summa2

rizing the technique of solving linear systems with multiple right2hand sides and multipole acceleration, our program runs faster than

FastHenry[ 1] tens. times with comparable accuracy when the number of right2hand sides is about 30.
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1  引言
  VLSI电路已普遍使用 0113 微米特征尺寸及 627 层布线

技术,时钟频率已高达 3GHz以上, 依赖频率的互连寄生电感

电阻与电容一样,对电路时延、功耗、信号失真及可靠性等产

生越来越大的影响.因此, 精确快速的寄生电感电阻提取对高

性能电路设计具有关键意义[ 1] .目前, 依赖频率的三维互连寄

生电感电阻提取主要有:体积元方法[ 1, 2]和边界元方法. 前者

较为成熟, 已广泛应用于实际计算. 七十年代由 IBM公司

Watson 研究中心 Ruehli等人引进互连电感电阻电容提取的

PEEC(Partial Element Equivalent Circuit) [ 2]模型以及著名软件

RAPHAEL与 FastHenry[ 1]使用的都属于体积元方法. 它们精度

高,稳定性好. 近年来,多种快速算法被应用于体积元方法中,

使计算速度得到显著提高. FastHenry 采用基于均匀立方体划

分的多极加速计算技术. 但文 [ 6]指出,在粒子分布严重不均

匀时,非均匀立方体划分往往能比均匀立方体划分更有效的

控制近场计算量.为此, 本文采用一种改进的非均匀立方体划

分多极加速算法[6] .

对一个多端口对三维互连结构,为了得到完整阻抗矩阵,

电感电阻提取成为一个多右端方程组求解问题.目前, 求解多

右端线性系统的方法大致分为三类.第一类是块方法, 第二类

是全局方法. 这两类方法比较适合于具有良好稀疏性的多右

端系统, 对电感提取的满阵多右端系统并不合适. 第三类是基

于种子的投影方法, 它由 Smith [3] 等人较早提出, Chan 和

Wang[ 4]给出了相关的理论分析. 文 [ 4]指出, 与 CG、GCR[ 7]等

一般的迭代法相比, 种子方法具有超收敛性. 而且, 当各右端

相互靠近时, 通常只需很少迭代次数即可解出所有右端. Ligen

基于投影方法的思想提出了一种 EGCR(Extended Generalized

Conjugate Residual) [5] ,其思想是通过扩大方程解的搜索空间

以减少迭代次数. 本文以 EGCR 为基础并作改进, 较大提高了

计算速度. 同时,与未采用多右端求解技术的 FastHenry相比,

对具中等规模端口对数目(比如~ 30)的三维互连结构,综合

运用了多右端求解技术及改进非均匀立方体划分多极加速的

本文方法可有数十倍加速.

  第二和第三节介绍体积元方法和基于种子的投影方法,

第四节介绍 EGCR方法, 第五节介绍MEGCR 方法, 第六节给

出数值结果并作分析. 第七节为结论.

2  体积元方法
  根据磁准静态假设,导体内电流可看作仅沿平行于导体

侧表面的方向流动, 即在导体侧表面无自由电荷聚集. 为了精

确考虑高频下的邻近和趋肤效应, 可将导体离散化成一束矩
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形横截面的电流细丝,并设细丝上电流仅沿长度方向流动.离

散化后细丝的电流与电压有如下关系:

ZIb= Vb ( 1)

Z= R+ jXL (2)

其中, Ib, Vb分别为细丝的电流和电压, Z 为细丝阻抗,X 是频

率, R I R b@b的对角线元素为细丝直流电阻, L I R b@b是

稠密的部分电感对称矩阵.

根据Kirchoff电压定律,离散系统对应电路的节点电压有

MVb= Vs (3)

而网孔中的电流满足 MTIm= I b (4)

其中, M为离散电路的网孔矩阵,上标 T 表示转置, Im I Cm 

为网孔电流向量.

将式(3)与(4)代入式(1) ,得到  MZMTIm= Vs (5)

用迭代法求解方程(5) ,就可以计算出导体阻抗.

3  投影方法

  对于一个含 s( s n n)个端口对的结构, 若要得到各端口

对间依赖频率的阻抗复矩阵 Z( X) , 需逐次在第 i ( i = 1, , ,

s)个端口对设置 1伏电压, 其余端口对设置 0 伏电压, 以得到

Z( X)的第 i列. 也就是说, 问题成为求解如下多右端线性系

统: AX= B (6)

其中, A I C n@n 是稠密的对称复矩阵, B = [ b( 1) , b( 2) , , ,

b ( s) ]为待解右端列向量组成的长方形阵.

GCR(Generalized Conjugate Residual) [ 7]是基于 Krylov 子空

间的一种重要迭代方法, 在大型线性系统求解中得到广泛应

用,其中包括 32D寄生电容提取, 并应用于本文的电感电阻

提取.在电感电阻提取中, 所形成线性方程组的系数矩阵是稠

密的,这使 GCR 迭代过程中每一次矩阵- 向量乘的计算量远

大于正交化及其它所需计算量.因此, 在电感电阻提取的多右

端线性系统求解中,为提高计算速度, 必须有效减少迭代过程

所需矩阵- 向量乘的总次数,而基于种子的投影方法具备这

种优良性质.

在使用迭代法时,一个好的初始解, 往往能有效减少迭代

次数从而提高收敛速度 . 1989 年 , Smith 等人在应用共轭梯度

法CG( Conjugate Gradient)求解多右端线性系统中提出了基于

种子的投影方法.它的主要思想是:从所有右端中选出一个作

为种子( seed) , 并用一般的迭代法求解该种子系统, 然后将余

下右端产生的剩余用Galerkin方法投影到种子系统求解过程

已形成的Krylov 子空间中,可得到非种子右端的近似解. 其算

法描述如下: (1)从所有未解右端中选择一个右端作为种子;

( 2)用 CG求解种子系统, 形成相应搜索空间 {V}; ( 3)计算其

余未解非种子系统的剩余, 并将剩余投影至种子系统形成的

搜索空间{V}; (4)通过投影得到未解非种子右端的近似解,

并用作下次迭代的初始解; (5)重复步骤 1~ 4, 直至所有右端

求解完毕.

投影方法之所以能够加速多右端问题的求解速度, 其原

因在于:对于未解非种子右端系统, 将其剩余投影至种子系统

形成的搜索空间,可使剩余在这个搜索空间内极小化, 进而得

到一个优于投影前的近似解作为该右端下次迭代的初始解.

基于投影的思想, 随后很多人将它应用于其它迭代方法

中, 如 GMRES、QMR 等. 数值结果和理论分析表明, 投影方法

相对一般迭代方法具超收敛性.

4  EGCR方法

  Ligen 基于投影方法的思想, 对 GCR 方法加以扩展, 提出

了 EGCR( Extended Generalized Conjugate Residual) [5]方法加速多

右端问题求解. 对 GCR 而言, EGCR 方法作了以下两点扩展:

(1)基于 Smith 所提出投影方法的思想 ,通过将待解右端的剩

余投影至已解右端形成的搜索空间,得到待解右端的初始解;

(2)在构造待解右端的搜索空间时,将其与已解右端形成的搜

索空间正交化, 从而扩大了待解右端搜索空间并提高了迭代

的收敛速度. 其算法描述如下: (1)从未解右端中选择一个右

端作为种子, 用 GCR方法求解, 形成相应搜索空间{ V}; ( 2)从

其余未解右端中选择下一个待解右端; (3)计算该待解右端的

剩余, 并将剩余投影至搜索空间{ V},得到的近似解作为迭代

求解的初始解; (4)与 { V}正交化形成待解右端的搜索空间

{W}; (5)合并{W}与{V}, 合并后空间记为{ V}= {W}+ {V};

(6)将合并后的空间{ V}作为待解右端搜索空间, 进而求解该

右端; (7)重复步骤 2~ 6 直到所有右端求解完毕.

由以上算法描述看出, 与 Smith 的投影方法不同 , EGCR

方法不仅使用了投影技术得到待解右端的初始解, 同时通过

与已解右端形成的搜索空间正交化, 从而增加了待解右端搜

索空间的维数. 搜索空间的扩大降低了求解待解右端的迭代

次数. 数值实验结果的确表明,待解右端的迭代次数随着已解

右端数的增加而降低.

5  MEGCR方法

  将 EGCR应用于电感提取时, 有以下两个缺点被注意到:

第(1) ,正交化过程中向量内积次数与搜索空间的维度成正

比, 随着搜索空间的扩大,每次迭代中用于正交化的时间也会

逐步增加, 当搜索空间维数增加到一定程度时, 它能带来的好

处将被正交化所需时间的增加所淹没;第(2) , 随着搜索空间

不断扩大, 正交化的次数逐步增多,大量的计算误差会使基的

正交性下降, 影响迭代的收敛速度. 下面我们给出 GCR 和

EGCR两种方法的计算量,通过分析 EGCR方法计算量与右端

数的关系说明上述结论 ,进而提出一种改进的MEGCR方法.

假设( 6)中矩阵 A 的阶数为 n, 右端数为 s.GCR及 EGCR

迭代算法的每一次迭代计算包括三部分:正交化过程形成新

的基向量、矩阵2向量乘和求近似解.其中, 求近似解的计算量

很小, 仅少数几次向量内积,可在下面的讨论中忽略. 正交化

过程的计算量与当前搜索空间的维度成正比. 由于本文采用

多极加速技术, 迭代中每次矩阵2向量乘计算量为O( nlog2n) ,

也就是 knlog2 n,其中 k 为常数. 为了方便,在后面的讨论以及

公式(7)~ ( 9)中令. 假设用 GCR算法求解每个右端所需迭代

次数平均为 m, 而使用 EGCR算法后每个右端的平均迭代次

数减少为 p, p 是与右端数 s相关的一个函数, p= f ( s) . 一般

来说, 它随 s的增加而减少.注意, 应用GCR和 EGCR算法时,

种子求解过程所需的迭代次数一般较非种子的多, 但为讨论
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方便,引入了平均迭代次数的概念, 即将种子求解等同于一般

非种子求解.这样, 用 GCR求解 s个右端的计算量为(以 n 维

的向量内积为单位) :

   TGCR= T矩阵2向量乘+ T正交化
= s[ mklog2n+ (1+ 2+ , + m) ]

= s[ mlog2n+
m( m+ 1)

2
] (令 k= 1) (7)

其中,第一部分为矩阵2向量乘计算量,第二部分为搜索空间

正交化计算量.而用 EGCR算法求解 s个右端的计算量为:

   TEGCR= T矩阵2向量乘+ T正交化

= spklog2n+ (1+ 2+ , + sp)

= sp log2n+
sp ( sp+ 1)

2
(令 k= 1) (8)

由于 EGCR方法采用了投影技术以及增加了搜索空间的

维数,因此 EGCR方法的平均迭代次数小于 GCR 方法的平均

迭代次数,即 p< m. 观察比较公式( 7)和 (8) , 两种方法的计

算量均可分为矩阵2向量乘和搜索空间正交化两部分.先比较

矩阵2向量乘部分, 由于 p < m, 因此 EGCR的矩阵- 向量乘所

需时间小于 GCR, 即 sp log2 n< sm log2 n. 再比较搜索空间正

交化部分, GCR的计算时间随右端数 s的增加线性增加, 而

EGCR的计算时间随右端数 s 的增加呈平方增加. 因此当右

端数增加到一定值时, EGCR 中该部分的计算时间将超过

GCR的计算时间, 进而淹没矩阵 - 向量乘部分计算时间的减

少,使得总计算时间也超过 GCR.以 n= 1024, m= 20, p= 5 为

例,可画出两种方法的计算时间随右端数增加的变化曲线.

由图 1 看出, 当右端数增至 30 时,GCR 与 EGCR的计算

图 1  GCR方法与EGCR方法计算时间

随右端数增加的变化曲线

时间相近, 而当右端

数增至 60 时, EGCR

的计算时间为 GCR的

两倍左右. 其原因在

于搜索空间正交化的

计算量随右端数的增

加而增加. 因此, 为了

提高 EGCR的有效性,

须减少搜索空间正交

化的计算量.

下面介绍所提出改进的 EGCR 算法MEGCR (Modified Ex2

tended Generalized Conjugate Residual) . 选出第一个右端作为种

子,用 GCR求解并得到 Krylov 子空间的一组基, 再将非种子

右端的剩余向已求解右端形成的搜索空间投影得到一个初始

解,但在形成非种子右端的搜索空间时, 仅与种子右端的

Krylov子空间正交化, 而不是与所有已解右端的搜索空间正

交化,从而大大减少正交化所需计算量.改进的 EGCR 算法描

述如下:

(1)选择第一个右端作为种子并选择初始解.

(2)用 GCR 方法求解种子右端, 形成相应的 Krylov 子空

间,记为{V}.

(3)将空间{V}赋值至投影空间{P}= {V}.

(4)For i = 2 to s do

 ( a )将第 i 个右端的剩余投影至投影空间{P }, 得到相

应的一个初始解.

 ( b)与种子右端的搜索空间{ V}正交化, 形成第 i 个右

端的搜索空间{W}.

 ( c)合并{W}与{V}, 将合并后的空间作为第 i 个右端

的搜索空间, 进而求解该右端.

 ( d)将第 i个右端形成的新搜索空间{W}合并至投影

空间{P}= {P }+ {W}.

(5)End for

假设使用MEGCR算法后每个右端的平均迭代次数减少

为 q, q= g ( s) . 一般来说,它也随 s 的增加而减少. 下面给出

改进后算法MEGCR的计算复杂度:

  TMEGCR= T矩阵2向量乘+ T正交化
= sqk log2n+ s(1+ 2+ , + 2q)

= sq( log2 n+ 2q+ 1) (令 k= 1) (9)

MEGCR通过有效限制扩大 Krylov 子空间所需正交化计

算量, 继承了 EGCR方法中通过扩大搜索空间加速迭代收敛

速度的优点, 同时克服了由于其正交化时间随右端数增加而

急剧增加的缺点.

GCR方法的误差分析在文[7]中已经给出了结论和证明:

引理 1  GCR迭代求解第 m步的剩余为

+ rm+ 2 F min
q
m

I P
m

+ qm(A) + 2# + r 0+ 2

其中 Pm为m次多项式.

根据文 [ 7] 对 GCR 方法的误差分析, 我们能够得到

MEGCR方法的误差估计, 如下:

引理 2 假设种子右端形成的搜索空间为{ Vm }, 那么对

于第 i 个非种子右端,MEGCR迭代求解第 l 步的剩余为

+ ril + 2F min
q
m+ l

I P
m+ l

+ qm+ 1 (A) + 2# + ri0 + 2

其中 Pm+ l为种子右端搜索空间与第 i 个非种子右端形成的 l

维搜索空间合并后的新搜索空间中的m+ l次多项式.

根据文[ 7]中引理1 的证明,我们能够推导出引理 2, 其区

别仅在于由于搜索空间维数的不同,多项式的次数也从 m 次

变成了 m+ l 次.

值得指出的是, 在后面的数值结果比较中, 由于三种迭代

方法 GCR、EGCR 和MEGCR 的迭代收敛判据都一样, 因此计

算结果的误差也都一样,这一点通过最后得到的计算结果相

差无几上可以看出.

6  数值结果与分析
  计算程序用 C+ + 语言编写, 名为FIE(Fast Inductance Ex2

traction) ,在 Sun Fire 880工作站运行. 著名电感提取软件 Fas2

tHenry是MIT 的 VLSI小组开发完成的. 该组的主页 ( http: / /

rle2vlsi. mit. edu)提供了一些实际例子, 我们从中选出一些用

作数值比较.

611 GCR、EGCR 和MEGCR 的比较

从 FastHenry提供的例子中可选出几个具有多右端的例

子,分别用 GCR、EGCR 以及 MEGCR 方法进行计算. 频率为

1G. 从表 1 看出, 三种方法得到的计算结果相差无几, 而

MEGCR方法的迭代次数与解方程时间较 GCR法有较大提高.

MEGCR的迭代次数与EGCR方法相当, 但在解方程时间上明显
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表 1  GCR、EGCR和MEGCR三种方法的比较(频率为 1GHz)

右端
数

迭代
次数

计算结果
( pH)

解方程
时间( s)

对 GCR
加速比

对 EGCR
加速比

49pin

GCR 49 533 6105 61128 ) )

EGCR 49 160 6106 61 11005 )

MEGCR 49 238 6106 28142 2116 2115

30pin

GCR 30 285 2143 26195 ) )

EGCR 30 97 2143 21179 1124 )

MEGCR 30 98 2142 10133 2147 2111

Pin2co

nnect

GCR 35 175 8117 10191 ) )

EGCR 35 105 8117 26123 0142 )

MEGCR 35 107 8117 7124 1151 3162

优于 EGCR,其中, 对例子 pin2connect, 加速比达到了 31 62. 图 2

给出了对于算例pin2connect, 三种方法的计算时间随右端数增

 图 2  对 pin2 connect 算例三种方法随右

端数增加计算时间的变化曲线

(频率为 1GHz)

加的变化曲线. 从图

中可以看出, 当右端

数增加时, EGCR 计算

时间较其他两种方法

增加最快, MEGCR 的

增加则是最慢的. 对

于该算例, 当右端数

为 35 时, EGCR 的计

算时间为GCR的 21 41

倍, MEGCR 的 31 62

倍.

612  与 FastHenry 的比较

本节将 FIE 与FastHenry作比较. FastHenry 具有优秀的计

算性能,常被用作速度上的比较标准. FIE 在综合运用了多右

端求解技术及改进非均匀立方体划分多极加速方法之后, 对

FastHenry可有数十倍加速. 我们选出 4 个实例, 其中 pin2con2

图 3  FastHenry提供的算例 pin2 connect

nect的结构如图 3 所示.

导体的电导率为518e7,频

率为1G. 对于多端口对的

三维互连结构, 计算结果

为一个阻抗矩阵, 表 2 中

的误差是指矩阵中与 Fas2

tHenry相比的最大差别.

从表 2 看出, FIE 与 Fas2

tHenry计算结果符合的比

较好,最大误差为 3103% .在速度上, FIE明显优于

表 2  FIE与 FastHenry的比较(频率为 1GHz)

变量

数

右端

数

迭代

次数
时间( s) 误差 加速比

49pin
FastHenry 4900 49 536 1226119

FIE 4900 49 240 68187
2149% 17180

Pin2 con7
FastHenry 1920 7 108 131158

FIE 1920 7 42 3157
0170% 36186

Pin2connect
FastHenry 3270 35 174 481149

FIE 3270 35 107 9167
0156% 49180

30pin
FastHenry 3640 30 280 852169

FIE 3640 30 102 26154
3103% 31113

FastHenry. 对于例子 pin2connect, FIE 仅用 91 67 秒,而 FastHenry

用了 4811 49秒, 加速比达 49180.

7  结论
  本文应用 PEEC模型求解 32D 互连寄生电感电阻中出现

的多右端线性方程组. 在种子投影方法 EGCR的基础上, 提出

了一种改进的MEGCR方法, 它通过有效限制扩大 Krylov 子空

间所需正交化计算量, 继承了 EGCR方法中通过扩大搜索空

间加速迭代收敛速度的优点, 同时克服了由于其正交化时间

随右端数增加而急剧增加的缺点, 显著加快了多右端方程组

的求解速度. 数值结果表明, 在可比精度下, 右端数约为 30

时, 本文方法比优秀的 FastHenry快数十倍.
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