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　　摘　要 :　基于一种全相位 FIR自适应滤波器 ,将重叠滤波思想引入变换域 LMS算法 ,提出了 DFT、DCT和 DST变

换域的带窗重叠自适应滤波算法 (WO2TLMS) .与传统的变换域 LMS( TLMS)算法相比 ,WO2TLMS算法提高了收敛速度

同时具有较低的稳态均方误差.理论分析了算法的收敛性 ,实验中通过和 TLMS算法的比较验证了WO2TLMS算法的优

越性.
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Abstract :　Based on a novel all2phase FIR adaptive filter ,combination of overlapping idea with LMS algorithm in transform do2
main is proposed. Overlapping windowed adaptive filtering algorithms(WO2TLMS) in DFT、DCT and DST transform domain are presen2
ted. Compared with the conventional LMS algorithm in transform domain ,WO2TLMS algorithm owns lower mean square steady error

and more rapid convergence speed. Convergence property of WO2TLMS is theoretically analyzed and the superiority to TLMS is verified

experimentally.
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1　引言

　　最小均方误差 (LMS)算法因其计算量小且实现简单至今

仍被广泛使用.然而 ,它的学习曲线的收敛特性在输入信号的

自相关矩阵的特征值高度分散时变的很差.尽管 Newton2LMS

和递归最小二乘 RLS算法的收敛速度比 LMS算法要快的多 ,

但是由于它们在叠代过程中涉及矩阵求逆而使计算复杂度较

高.为此 ,人们做了大量的研究来改善 LMS算法的收敛性 ,如

各种变步长的 LMS算法等.对输入信号做某种正交变换以期

减小输入信号自相关矩阵特征值的发散程度是另一种有效的

提高 LMS算法收敛速度的措施[1～3 ] .

变换域自适应滤波的概念是由 Dentino等于 1979年首先

提出的[4 ] ,其基本思想是把时域信号通过正交变换转变为变

换域信号 ,在变换域中采用自适应算法.其基本步骤是 [5 ] : (1)

选择正交变换 ,把时域信号变换成变换域信号 ; (2)变换后的

信号能量归一化 ; (3)采用某一自适应算法进行滤波.常用的

正交变换[6 ]有 :离散傅立叶变换、离散余弦变换、离散正弦变

换、离散小波变换以及Walsh2Hadamard等等.

经过正交变换后的输入信号的自相关矩阵基本上具有稀

疏带状结构 ,从而提高了收敛速度.但由于变换是基于信号分

段进行的 ,因此在输出分段拼接处会出现混叠而失真 ,并在随

后的自适应估计中产生较大的误差而影响算法的收敛性

能[7 ] .针对这种情况 ,笔者提出了使用加权重叠滤波的思想以

克服上述缺点 ,改进传统变换域自适应算法的收敛性能.

2　DFT全相位 FIR滤波器

　　传统的 N 阶 FIR滤波器某一时刻的输出由此时刻的输

入以及它以前的 N - 1个输入所决定 .设 n时刻输入为 : xn =

[ x ( n) 　x ( n - 1) 　⋯　x ( n - N + 1) ] T ;系统冲击响应为 : h

= [ h (0) 　h (1) 　⋯　h ( N - 1) ] T ,输出用内积可以表示为 :

y ( n) =〈 xn , h〉=〈 h , xn〉 (1)

图 1　非重叠频域滤波

也即块输入 xn 与响应 h 的循环卷

积中对应于 x ( n)的输出 ,其频域表

示如图 1所示.其中 X 和 H分别是

输入和单位响应的 N 点离散傅立叶

变换.这种非重叠的滤波输入是分

段进行的且 y ( n)只是对应输入 x

( n)当频率为2π( N - 1)
N
的输出 ,因
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此无法求出系统的整体传输特性 ,且输出中段与段拼接处会

出现严重的边界效应.

重叠滤波理论指出 ,信号的输出是所有相关的输入响应

和的平均.一个 N阶的重叠滤波器 , n时刻的输出 y ( n)是 N

个相关输入 xn + i ( i = 0 ,1 , ⋯, N - 1)响应和的平均.设与输入

x ( n)的相关矩阵为 x = [ xn　xn + 1　⋯　xn + N - 1 ] T , y = [ y
(0)

( n) 　y (1) ( n) 　⋯　y ( N - 1) ( n) ]是 x ( n)在遍历角频率ω=

2 kπ
N

, k = 0 ,1 , ⋯, N - 1时 N个输出.这样 ,假设延迟时间单位

和抽样时间相等时的 N阶频域重叠滤波器如下图所示 :

图 2　N阶频域重叠滤波器

由上图可知 , N阶重叠滤波器在 n时刻的输出 y ( n)由 x ( n)

以及它前后面各 N - 1个输入决定 ,可表示如下 :

x ( n) x ( n - 1) ⋯ x ( n - N + 1) → y (0) ( n)

x ( n + 1) x ( n) ⋯ x ( n - N + 2) → y
(1) ( n)

… … … … … …

x ( n + N - 1) x ( n + N - 2) ⋯ x ( n) → y ( N - 1) ( n)

定义抽取算子 : s = [ s0　s1 　⋯　sN - 1 ] T ,其中 si = [0　⋯　

1
第 i个
　⋯　0 ] T .则图 2中重叠滤波器的输出为 :

y ( n) =
1
N2 ∑

N - 1

i =0

[ sT
N - 1 - i·w 3

N·H·WN·xn + i ] (2)

上式中 WN 是 N 阶傅立叶变换矩阵 , W 3
N 是 WN 的共扼.展开

上式并整理得 :

y ( n) =
1
N ∑

N - 1

i =0
∑
N - 1

j =0

[ h ( - i - 1 - j) x ( n + i - N + 1 + j) ]

=
1
N ∑

N- 1

i =0
∑

- i+N- 1

k = - i

[ h( k) x ( n - k) ] ,其中 : k = - i + N - 1 - j.

=
1
N ∑

N - 1

k =0

+ ∑
N - 2

k = - 1

+ ⋯+ ∑
0

k = - N +1

[ h ( k) x ( n - k) ]

=
1
N ∑

N - 1

k = - N +1

{ [ RN ( - k) 3 RN ( k) ][ h ( k) x ( n - k) ]}

= ∑
N - 1

k = - N +1

[ Tri2 N - 1 ( k) h ( k) x ( n - k) ] = h ( n) 3 x′( n) (3)

其中 : Tri2 N - 1 ( k) =
RN ( - k) 3 RN ( k)

N

上式中 RN 是长度为 N的矩形序列 , Tri2 N - 1是 RN 和它自身反

转序列的卷积 ,所以 Tri2 N - 1是对称三角形序列.由上式的结

果可以看出 , N 阶频域重叠滤波器与一个 2 N - 1阶加对称三

角窗的 FIR滤波器等效 ,该 FIR滤波器的单位冲击响应是重

叠滤波器传输特性序列 H的反离散傅立叶变换的两个周期

延伸.等效的 FIR滤波器如下图 3所示 ,它的物理意义是 : X

中 N个和 x ( n)有关的序列 xn + i依次作为冲击响应分别为循

环右移 hi次的 FIR滤波器输入时 N个输出之和.从图 2可以

看出系统的输入是连续的且系统有固定的群延迟 N - 1.

图 3　与 N阶重叠滤波器等效的全相位 FIR滤波器

可以证明 ,图 2系统中若在 DFT前加对称前窗序列 f 以

及在 IDFT后加对称后窗序列 b (均经过归一化处理)时上述

结论仍然成立 ,只是对应 FIR滤波器中的窗是 f 和 b的卷积 ,

对应系统可化简成下图 :

图 4　N阶带双窗全相位 FIR滤波器

上图中 Xn = [ x ( n - N + 1) 　x ( n - N + 2) 　⋯　x ( n) 　⋯

　x ( n + N - 2) 　x ( n + N - 1) ] T .令 w = f 3 b ,显然 w是中

心对称的.并记 : x′= [ x′( n - N + 1) 　⋯　x′( n - 1) 　x′

( n) ] T , h = [ hN - 1　⋯　h1 　h0 ] T ,则由图 4可得 :

x′= O·W·Xn (4)

y ( n) = x′T h (5)

式 (4)中 O和W分别是重叠和窗加权矩阵 ,它们有如下形式 :

o =

1 0 ⋯ 0 1 0 0 ⋯ 0

0 1 ⋯ 0 0 1 0 ⋯ 0

… … … … … … … … …

0 0 ⋯ 1 0 0 0 ⋯ 1

0 0 ⋯ 0 1 0 0 ⋯ 0 N×(2 N - 1)

w = diag( w) = diag( w0 w1⋯ wN - 2 wN - 1 wN - 2⋯ w1 w0)

观察式 (5) ,我们做如下变形 :

　　　y ( n) = x′T h =
1
N

x′Tw 3
N wN h

=
1
N2 ( WN x′) T·( W 3

N W 3
N )·( WN h)

=
1
N

x′T·EN·H (6)

EN =
1
N

W 3
N W 3

N =

1 ⋯ 0 0 0

0 ⋯ 0 0 1

0 ⋯ 0 1 0

… … … … …

0 1 ⋯ 0 0

. X′和H分别是向

量 x′和h离散傅立叶变换 ,且由 h ( n) = h ( N - 1 - n) (0 Φ n Φ

N - 1) ,可知 H ( k) = W - k
N H ( N - k) , (0 Φ k Φ N - 1) .这样式

(6)的结果又可以表示如下 :

y ( n) = X′T·D·H (7)

其中 D = diag(1　W1
N 　⋯　WN - 1

N ) .式 (7)就是图 (4)所示系
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统的频域表达 ,相应的系统如下 :

图 5　N阶 DFT全相位滤波器

3　带窗重叠变换域算法( WO2TLMS)收敛性分析

311　带窗重叠变换域自适应滤波器

以LMS作为准则进行自适应滤波 ,则带窗重叠变换域自

适应滤波器可以用下图表示.图中系统在 n时刻的输入为 x

( n) = [ x ( n + N - 1) ⋯ x ( n + 1) x ( n) x ( n - 1) ⋯ x ( n -

N + 1) ] T , N为滤波器阶数. x′( n)是 x ( n)的加权重叠处理 ,

C是加权重叠矩阵 , Q是 N ×N 阶的正交矩阵 , t ( n) = [ t ( n)

⋯ t ( n - N + 2) t ( n - N + 1) ] T是正交变换的输出.由下图

可以看出 ,自适应过程可以分四步进行 : (1)对输入加窗重叠 ;

(2)正交变换 ; (3)求出输出和误差 ; (4)系数调整.可以表示如

下 :

图 6　带窗重叠变换域自适应滤波器

　　　x′( n) = Cx ( n) (8)

　　　t ( n) = Qx′( n) (9)

　　　yn = tT ( n) wn (10)

　　　εn = dn - yn (11)

　　　wn + 1 = wn + 2 �μεnt ( n) (12)

上式中 �μ= diag (μ0 ⋯μN - 2μN - 1) ,其中任一元素由下式求

出 :

μi =μ/ Pn ( i) , 　i = 0 ,1 , ⋯, N - 1 (13)

μ是调节步长 , Pn ( i)是 n时刻第 i 个频点输入功率的估值 ,

通常 Pn ( i)由下述递推公式求出 :

Pn + 1 ( i) = (1 -α) Pn ( i) +α| Tn ( i) | 2 (14)

Tn是 tn的正交变换 ,α是一常数.由式 (8)～ (12)可以得到 :

　　　yn = wT
n [ Ax ( n) ] (15)

　　　wn + 1 = wn + 2μεn [ Ax ( n) ] (16)

其中 A = QC = QOW.由上面的结果可以看出 ,这种带窗重叠

变换域自适应的滤波器的变换矩阵等于 A.

312　WO2TLMS算法收敛性分析

令 Ax ( n) = z ( n) ,采用同普通 LMS自适应滤波器相类似

的方法可得 WO2TLMS自适应滤波器权矢量的维纳解 wopt和

相应的最小均方误差εWOT
min 分别为 :

　　　wopt = R - 1
zz Rzd (17)

　　　εWOT
min ( n) = Eõd2 ( n)」- RT

zdwopt (18)

上面两式中 :

　　　Rzz = Eõz ( n) zT ( n)」= ARxxA
T (19 a)

　　　Rzd = E[ z ( n) d ( n) ] = ARxd (19 b)

将式 (19)代入到式 (17)和 (18)可得 :

　wopt = ( ARxxA
T) - 1 ARxd = Q ( CRxxCT) - 1 ( CRxd)

= QR - 1
x′x′Rx′d = Qw′opt (20)

　εWOT
min ( n) = Eõd2 ( n)」- RT

xdA
TQw′opt

= Eõd2 ( n)」- RT
x′dw′opt =εWOT

min ( n) (21)

式中 w′opt和ε′WOT
min ( n)分别是输入为 x′( n)时正交变换

LMS自适应滤波器权矢量维纳解与相应最小均方误差.由式

(8)可以得到 :

Rx′x′= CRxxCT (22)

加权重叠处理前后系统的收敛性能分别取决于相关矩阵 Rxx

和 Rx′x′的特征值分布.令 tr ( A)与 det ( A)分别表示 N 阶方阵

A的迹和行列式值 ,则其最大与最小特征值λmax、λmin有如下

关系[8 ] :

　　　λmax Φtr ( A) (23 a)

　　　λmin Ε det ( A) 　N > 2 (23 b)

这样 ,

γ( A) =
tr ( A)
det ( A)

(24)

可以作为矩阵 A特征值分布λmax/λmin的上限.利用上述结果

由式 (22)可知 :

γ( Rx′x′) =
tr ( CRxxCT)

det ( CRxxCT)
(25)

根据矩阵理论的一般知识 [9 ] :

tr ( CRxxCT) Φtr ( CCT) tr ( Rxx) (26)

对于无窗、单窗和双窗全相位 FIR系统 , W2O变换矩阵 C具

有“双对角”形状.文中第 2节已指出对角上的元素可由前后

窗序列卷积得到 .以 N阶无窗系统为例 ,归一化矩阵 C如下 :

C =
1
N

1 0 ⋯ 0 N - 1 ⋯ 0

0 2 ⋯ 0 … ω …
… … ω … 0 ⋯ 1

0 0 ⋯ N 0 ⋯ 0 N×(2 N - 1)

(27 a)

令 C = [ C1 , C2 ] ,其中 :

C1 =
1
N

1 0 ⋯ 0

0 2 ⋯ 0

… … ω …
0 0 ⋯ N

　C2 =
1
N

N - 1 0 ⋯0

0 N - 2 ⋯0

… … ω…

0 0 ⋯1

0 0 ⋯0

(27 b)

设矢量 X( n)的前 N个输入 x1 = [ x ( n + N - 1) 　⋯　x ( n +

1) 　x ( n) ] T和后 N - 1个输入 x2 = [ x ( n - 1) 　x ( n - 2) 　⋯

　x ( n - N + 1) ] T 的自相关和互相关分别为 r11、r22与 r12、

r21 ,则 :
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图 7　输入信号自相关矩阵的分散程度对比曲线

图 8　三种正交变换下无窗、单窗和双窗WO2TLMS算法学习曲线对比

　Rxx =
r11 r12

r21 r22

(28 a)

若 N取的足够大使得 x1 和

x2 的相关性很小 ,可以认

为 r12 = rT
21≈ o.所以 ,

det ( Rxx)≈det ( r11) det ( r22)

(28 b)

由式 (22) 、式 (27)和式 (28)

可得 :

Rx′x′= [ c1 , c2 ]
r11 r12

r21 r22

c1

cT
2

= c1 r11 c1 + c2 r22 cT
2 + c2 r21 c1 + c1 r12 cT

2

≈ c1 r11 c1 + c2 r22 cT
2 (28 c)

又由于 r11、r22均为正定矩阵且 c2为行线性相关 ,因此 :

　　det ( Rx′x′) = det ( c1 r11 c1 + c2 r22 cT
2 )

Ε det ( c1 r11 c1) - det ( c2 r22 cT
2 )

= det ( c1 r11 c1) (29 a)

所以 , det ( Rx′x′) = det ( c1 r11 c1) = det ( r11) det ( c1 c1) (29 b)

由相关的定义和式 (27)可知 ,

det ( c1 c1) > N det ( r22) (29 c)

所以有 : det ( Rx′x′) Ε N det ( Rxx) (29 d)

结合式 (24) 、(25) 、(26) 、(27) 、(28)和 (29)可得 :

γ( Rx′x′) Φ
tr ( ccT) tr ( Rxx)

N det ( Rxx)
=

tr ( ccT)
N
γ( Rxx) (30 a)

又 :
tr ( ccT)

N
=

2 N3 + N
3 N3 (30 b)

由式 (30)可知 ,当 N较大时下式成立 :

γ( Rx′x′) Φ 2
3
γ( Rxx) <γ( Rxx) (31)

上式表明 ,输入信号经过加权重叠处理后相关矩阵的特

征值分散程度减小 ,因此提高了收敛速度 ;另一方面 ,正交变

换使收敛速度得到进一步提高.同时由式 (26)可以看出由于

步长减小 ,所以收敛时的稳态误差也较小于 TLMS算法.上面

对无窗的情况进行了分析 ,对于单窗系统结论仍然成立 ;对于

双窗系统将无法保证式 (31)成立 ,因此收敛速度比 TLMS低但

稳态误差比无窗和单窗系统都低.不同的正交变换对系统的

性能影响也不同 ,在下面的实验中可以看出.

4　实验与结果

　　为了测试 WO2LMS算法的性能 ,以辨识问题作为仿真系

统的模型 ,对无窗、单窗

和双窗算法分别与传统

变换域算法 TLMS加以

比较 ,正交变换采用

DFT、DCT和 DST三种.

实验的模拟条件如下 :

(1)自适应滤波器

阶数 N = 8 ;

( 2 ) 未知系统的

FIR系数为 : h 3 = [0115　012　011　013　0104　0101　011　

011 ] T

(3)参考输入信号 x ( n)是高斯白噪声平稳随机序列 : E

[ x ( n) ] = 0 , Eõx2 ( n)」= 1 ;

(4) v ( n)是与 x ( n)不相关的高斯白噪声序列 : E[ v ( n) ]

= 0 , Eõv2 ( n)」= 0101 ;

为了验证第 3节的结论 ,首先对无窗、单窗和双窗系统在分别

采用 DFT、DCT和 DST三种正交变换情况下对输入信号的自

相关矩阵的分散程度 (即条件数 ,用最大特征值和最小特征值

的比λmax/λmin来表示)进行了比较 ,分别进行了 50次独立的

实验 ,每次实验样本点为 5000点.实验结果如下 (曲线纵坐标

表示 WO2TLMS算法和 TLMS算法中输入信号的条件数的比 ,

横坐标是实验次数 , n、s和 d分别表示无窗、单窗和双窗) :

由上图可以看出 ,三种正交变换下无窗和单窗系统 WO2
TLMS算法中对输入信号的处理都使得分散程度小于传统

TLMS算法. 双窗系统使得收敛速度变慢 ,分散度最大偏离

TLMS算法的 214倍 ;三种正交变换中 , DCT的性能优于 DFT

和 DST,而且它们对收敛性能的改善随滤波器阶数的增加而

增大.

下面给出WO2TLMS算法收敛曲线和 TLMS算法的收敛曲

线对比.进行 50次独立的实验 ,每次实验样本点为 1000 ,然后

求其统计平均得出学习曲线.曲线的横坐标表示叠代次数 ,纵

坐标以系数分贝误差Δ作为算法收敛性指标 ,Δ通过下式求

得 : Δ= 10log10õ‖h - h‖3 / ‖h 3 ‖」 (32)

参数选取步长μ= 01025 ,功率归一化因子α= 018.图中 0、1、2

和 3分别表示 TLMS算法、无窗WO2TLMS算法、对称三角单窗

和双窗WO2TLMS自适应算法的收敛曲线.

由上图组中可以看出 ,三种正交变换下无窗和单窗 WO2
TLMS算法的收敛速度大于 TLMS 而且稳态误差也小于 TLMS

算法 ;双窗WO2TLMS算法的收敛速度低于 TLMS ,但它可以获

得比 TLMS算法低的多的稳态失调 ,而且三种正交变换中双
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窗算法的稳态误差都低于无窗和单窗算法.比较三种正交变

换 ,DST得到的曲线收敛精度较高但收敛速度慢 ,DCT具有较

快的收敛速度但稳态误差明显低于 DFT和 DST.下表是各算

法达到稳态后的权系数估值 (精确到小数点后 4位) .

表 1　三种正交变换下 WO2TLMS算法与 TLMS算法稳态估值

h0 h1 h2 h3 h4 h5 h6 h7

DFT

TLMS 011504 011999 011000 012992 010411 010101 011005 010994

无窗 011502 011999 010999 013001 010401 010099 010999 011000

单窗 011501 012000 011000 013001 010400 010100 011000 011000

双窗 011501 012000 011000 013000 010400 010100 010999 011000

DCT

TLMS 011490 011959 011035 012998 010399 010069 011017 011000

无窗 011500 012003 011006 013000 010396 010106 010992 011010

单窗 011501 012000 011002 013000 010397 010101 010998 011004

双窗 011500 012000 010999 013001 010399 010101 011001 011001

DST

TLMS 011504 011989 011001 012994 010398 010098 010994 011008

无窗 011500 012002 011000 012999 010399 010101 010999 011000

单窗 011500 012001 011000 013000 010399 010100 011000 011000

双窗 011500 012000 011000 013000 010400 010100 011000 011000

5　小结

　　本文依据重叠滤波理论首先给出了一种新的全相位 FIR

滤波器结构 ,经过理论推导画出了与它等效的其他三种框图 ;

结合等效图 5和 LMS算法将加权重叠思想引入自适应滤波

中 ,给出了无窗、单窗和双窗 WO2TLMS算法并理论分析了算

法的收敛性及稳态失调 ;最后 ,通过实验验证了 WO2TLMS算

法比 TLMS算法有较快的收敛速度和较低的稳态失调.
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