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　　摘　要 : 　本文建立了双臂六自由度空间机器人的运动学模型 ,基于此模型 ,推导出描述机械手末端运动速度与

各关节运动速度关系的广义雅可比矩阵 ( GJM) .较现有的其他推导 GJM方法相比 ,导出的 GJM求解公式显式、易求 ,可

直接对 GJM表达式中各参数赋值 ,求出 GJM.本文的建模方法适合采用分解运动速度 (RMRC)控制方法.计算机仿真

中 ,给出了基于 RMRC控制方法 ,利用本文导出的 GJM求解公式实现了对机械臂的运动控制.
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The Deduction of Generalized J acobian Matrix for the Dual2Arm Six
Degree of Freedom Space Robot
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Abstract :　This paper builds a kinematics model of the dual2arm six degree of freedom space robot ,and deducts the generalized

Jacobian matrix which describes the relationship between the motion rate of manipulator end and the rotation rate of joints based on this

model. The deducted generalized Jacobian matrix is more simple in its model and demands less work in computation than those deduct2
ed by other methods. The formula of the generalized Jacobian matrix is explicit and is easy to solve. We can obtain the generalized Ja2
cobian matrix only if we substitute the parameters of the space robot into the deducted formula of the generalized Jacobian matrix. The

method of building the model fits to adopt the resolved motion rate control. This paper gives the simulation to control the dual2arm six

degree of freedom space robot based on the resolved motion rate control method.
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1　引言

　　目前 ,空间机器人的建模主要有以下四种方法 : ( I)日本

的 Y Umetani和 K Yoshida将线动量守恒和角动量守恒方程与

系统特征方程结合起来 ,提出反映 FFSR微分运动学的广义雅

可比矩阵 ( GJM) [1 ] . GJM是一种比较成熟的建模方法 ,它的计

算量比较小. ( II)美国的 Z Vafa和 S Dubowsky提出了虚拟机械

手 (VM)的概念来描述 FFSR几何结构[2 ] .用 VM的方法描述

空间机器人比较简单 ,但它的缺点是基于 VM建模的空间机

器人 ,无法对冗余机器人进行姿态控制. ( III) E Papadopoulos和

S Dubowsky提出的基于拉格朗日方程的动力学模型.这种建

模方法反映了机器人的动力学特性.但由于动力学方程中通

常包括二阶微分方程 ,建模必须做大量的计算. ( IV) S K Saha

提出了一个新的通用建模方法 ,他将动量方程改写为机器人

上任意一点 (此点称为 PB)的速度的函数.这种建模方法具有

如下特点 : (1)能得到以任意点的速度描述的动量方程的通用

表示方法 ; (2)若将 PB点选为系统质心 ,则与 Y Yokokohji等人

的建模方法一致.若将此点选为末端执行器则与 K Tsuchiya

的建模方法相同 ,这种方法的缺点是计算量较大.

本文采用基于第一种方法的建模方法 ,它的优点在于模

型比较简单 ,计算量小 ,在此基础上开发其他的控制算法也比

较简单.但 Y Umetani 只推导了单臂二自由度空间机器人的

GJM ,而本文推导了双臂六自由度空间机器人的 GJM ,它较现

有的其他推导 GJM的方法 [5 ,6 ]相比 ,不同之处在于 ,将线动量

守恒和角动量守恒方程与系统的特征方程结合起来 ,导出了

反映微分运动学的 GJM ,且导出的 GJM求解公式是一个显式

的方程表达式 ,可直接对表达式中各参数赋值求出 GJM ,是一

个值得推广的新的研究成果.而文献[5 ]是把整个系统看成由

一个关节两个连杆组成的系统 ,再将其研究结果用于推导多

臂空间机器人的 GJM ,计算量大 ,且需采用分解运动加速度控

制 (RMAC)方法对机器人进行控制.文献 [6 ]推导出了多个自

由飞行空间机器人 (FFSR)协调操作的 GJM ,尽管能用于单个
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FFSR的 GJM推导 ,但只能推导单臂空间机器人的 GJM.由于

本文的建模方法是采用基于 GJM的建模方法 ,因此适合采用

分解运动速度控制 (RMRC)方法.计算机仿真中 ,本文给出了

基于 RMRC控制方法 ,利用本文导出的 GJM求解公式实现了

对机械臂的运动控制.

2　FFSR的模型及参数定义

　　FFSR包括机器人的本体和本体上搭载的两只机械手.这

两只机械手可有相同数目或不同数目的自由度.本文做如下

假设 : (1)空间机器人左、右臂关节均为转动关节. (2)空间机

器人系统包括 n + m个关节和 n + m + 1个连杆 .其中每个关

节都具有一个转动自由度 ,并且该关节的速度是可控的 ,而机

器人本体的位置和姿态是不受控的. (3)初始时刻 ,机器人位

置和姿态是已知的. (4)假设机械手在运动过程中严格遵守动

量守恒定律、力平衡和动量平衡定律. (5)系统全部由刚体构

成.图中及公式推导中的符号定义如下 :

∑I :惯性坐标系.

∑0 :机器人本体坐标系.

∑
l

i
(∑

r

j
) :左 (右)臂连杆 i ( j)坐标系.其中 i = 1 ,2 , ⋯,

n ( j = 1 ,2⋯, m) ,当 i = n时为左臂末端连杆坐标系 ,当 j = m

时为右臂末端连杆坐标系. ul
i ( ur

j ) ∈R3 :左 (右)臂连杆 i ( j)坐

标系中与 z轴方向一致的单位向量 ,它为左 (右)臂关节 i ( j)

的旋转轴.

ml
i ( mr

j ) :左 (右)臂连杆 i ( j)的质量.

W :系统的总质量.
I rl

i ( I rr
j ) ∈R3 :左 (右)臂连杆 i ( j)的质心在惯性坐标系中

的位置向量.
I Pl

i ( I Pr
j ) ∈R3 :左 (右)臂末端效应器在惯性坐标系中的

位置向量.
i al

i ( j ar
j ) ∈R3 :在左 (右)臂连杆坐标系 i ( j)中 ,从关节 i

( j)指向连杆 i ( j)质心的位置向量.
i bl

i ( j br
j ) ∈R3 :在左 (右)臂连杆坐标系 i ( j)中 ,从连杆 i

( j)质心指向关节 i + 1 ( j + 1)位置向量.
i ll

i ( j lr
j ) ∈R3 :在左 (右)臂连杆坐标系 i ( j)中 ,从关节 i

( j)指向关节 i + 1 ( j + 1)的位置向量.
i Il

i ( j Ir
j ) ∈R3 :在左 (右)臂连杆坐标系 i ( j)中 ,连杆 i ( j)

相对其质心的惯性矩阵.它为一个常数矩阵.
IAl

i ( I Ar
j ) ∈R3×3 :左 (右)臂连杆坐标系 i ( j)到惯性坐标

系的旋转矩阵.

<l
i ( <r

j ) :左 (右)臂关节 i ( j)的旋转角.

α,β,γ:机器人本体的姿态角.

上面定义的 ∑
l

i
(∑

r

j

r

j
)坐标系固定于左 (右)臂关节 i

( j) ,其 z轴与关节 i ( j)的转动轴一致. ∑0固定于机器人本

体质心.

3 运动学方程及广义

雅可比矩阵推导

　　双臂六自由度空间

机器人的模型如图 1所

示 ,该机器人包括机器

人本体和对称的左臂和

右臂组成 ,每一臂又包

括三个转动关节.

对于一个双臂空间

机器人系统 ,它的系统质心可表示为 :

mI
0 r0 + ∑

n

i =1

mlI
i rl

i + ∑
m

i =1

mrI
i rr

i = I rG m0 + ∑
n

i =1

ml
i + ∑

m

i =1

mr
i (1)

式中 I rG∈R3 为惯性坐标系中系统质心的位置向量 , m0 为机

器人本体的质量 , I r0为惯性坐标系中本体质心的位置向量

由于系统满足线动量和角动量守恒定律 ,其形式如下 :

mI
0 Ûr0 + ∑

n

i =1

ml
i

I Ûrl
i + ∑

m

i =1

mr
i

I Ûrr
i = 0 (2)

I I0
Iω0 + m0

I r0×IÛr0 + ∑
n

i =1

( I Il
i

Iωl
i + ml

i
I rl

i ×IÛrl
i)

+ ∑
n

i =1

( I Ir
i

Iωr
i + mr

i
I rr

i ×IÛrr
i ) = 0 (3)

选取系统质心作为惯性系原点 ,根据系统质心不变原理 ,

该机器人的系统质心为 :

m0 r0 + ∑
3

i =1

ml
ir

l
i + ∑

3

i =1

mr
i r

r
i = 0 (4)

又由各连杆的几何关系可得 :

rr
i - rr

i - 1 = i ar
i + i - 1br

i - 1 (5)

rl
i - rl

i - 1 = i al
i + i - 1bl

i - 1 (6)

该机器人系统的特征方程为 :

Pr = r0 + 0 br
0 + ∑

3

i =1

i lr
i (7)

Pl = r0 + 0 bl
0 + ∑

3

i =1

i ll
i (8)

系统的总质量为 :

W = m0 + ∑
3

i =1

mr
i + ∑

3

i =1

ml
i (9)

由式 (4)至式 (9)可得 :

Pr =
pr

x

pr
y

= ∑
7

i =0

kr
i

Ci

Si

(10)

Pl =
pl

x

pl
y

= ∑
7

i =0

kl
i

Ci

Si

(11)

其中 , kr
i、k

l
i 为与质量和长度有关的常数.将公式 (10)和

(11)对时间微分然后联立 ,可得到下式 :

ÛP =
ÛPr

ÛPl
= JSÛ<S + JMÛ<M (12)

其中
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J S =

- ∑
7

i =0

kr
iSi

∑
7

i =0

kr
i Ci

- ∑
7

i =0

kl
iSi

∑
7

i =0

kl
iCi

J M =

- ∑
3

i =1
k r

iS i - ∑
3

i =2
k r

iS i - ∑
3

i =3
k r

iS i - ∑
6

i =3+1
k r

iS i - ∑
6

i =3+2
k r

iS i - ∑
6

i =3+3
k r

iS i

∑
3

i =1
k r

iCi ∑
3

i =2
k r

iCi ∑
3

i =3
k r

iCi ∑
6

i =3+1
k r

iCi ∑
6

i =3+2
k r

iCi ∑
6

i =3+3
k r

iCi

- ∑
3

i =1
k l

iS i - ∑
3

i =2
k l

iS i - ∑
3

i =3
k l

iS i - ∑
6

i =3+1
k l

iS i - ∑
6

i =3+2
k l

iS i - ∑
6

i =3+3
k l

iS i

∑
3

i =1
k l

iCi ∑
3

i =2
k l

iCi ∑
3

i =3
k l

iCi ∑
6

i =3+1
k l

iCi ∑
6

i =3+2
k l

iCi ∑
6

i =3+3
k l

iCi

这里 , J S ∈R4×1 , J M ∈R4×6

由式 (5)和式 (6)可得 :

rr
1 = r0 + br

0 + ar
1 (13 a)

rr
2 = r0 + br

0 + lr
1 + ar

2 (13 b)

rr
3 = r0 + br

0 + lr
1 + lr

2 + ar
3 (13 c)

rl
1 = r0 + bl

0 + al
1 (13 d)

rl
2 = r0 + bl

0 + ll
1 + al

2 (13 e)

rl
3 = r0 + bl

0 + ll
1 + ll

2 + al
3 (13 f )

将式 (13 a)至 (13 f )代入式 (4)中 ,可以得到下式 :

r0 = ∑
7

k =0

X0 k

Ck

Sk

(14 a)

rr
i = ∑

7

k =0

Yik

Ck

Sk

, ( i = 1 ,2 ,3) (14 b)

rl
i = ∑

7

k =0

Zik

Ck

Sk

, ( i = 1 ,2 ,3) (14 c)

其中 , Xok、Yik和 Zik为与质量和长度有关的常数.将式 (14 a)～

(14 c)微分求出 Ûr0、Ûrr
i、Ûrl

i 后 ,再由式 (14 a)～ (14 c)可得 :

　r0×Ûr0 = Hs0 Û<0 + HM01 Û<1
r + HM02 Û<r

2 + HM03 Û<r
3 + HM04 Û<l

1

+ HM05 Û<l
2 + HM06 Û<l

3 (15 a)

　rr
i ×Ûrr

i = Hr
siÛ<0 + Hr

Mi1 Û<r
1 + Hr

Mi2 Û<r
2 + Hr

Mi3 Û<r
3 + Hr

Mi4 Û<l
1

+ Hr
Mi5 Û<l

2 + Hr
Mi6 Û<l

3 (15 b)

　rl
i ×Ûrl

i = Hl
siÛ<0 + Hl

Mi1 Û<r
1 + Hl

Mi2 Û<r
2 + Hl

Mi3 Û<r
3 + Hl

Mi4 Û<l
1

+ Hl
Mi5 Û<l

2 + Hl
Mi6 Û<l

3 (15 c)

而在式 (15 a)～ (15 c)中 ,有 :

　Hc
Si = ∑

7

k =0

Q2
ik + 2∑

6

k =0
∑
7

j = k+1

Si
kj

　HS0 = ∑
7

k =0

X2
0 k + 2∑

6

k =0
∑
7

j = k +1

ωkj

　HM01 = ∑
3

j =1

( X2
0 j +ω0 j) + ∑

3

j =1
∑
7

k = j+1

ωjk +ω12 +ω13 +ω23

　Hc
Mi1 = ∑

3

j =1

( Q2
ij + Si

0 j) + ∑
3

j =1
∑
7

k = j+1

Si
jk + Si

12 + Si
13 + Si

23

　HM02 = ∑
3

j =2

( X2
0 j +ω0 j) + ∑

3

j =2
∑
7

k = j+1

ωjk +ω12 +ω13 +ω23

　Hc
Mi2 = ∑

3

j =2

( Q2
ij + Si

0 j) + ∑
3

j =2
∑
7

k = j+1

Si
jk + Si

12 + Si
13 + Si

23

　HM03 = X2
03 + ∑

2

j =0

(ωj3 + ∑
7

j =4

ω3 j

　Hc
Mi3 = Q2

i3 + ∑
2

j =0

Si
j3 + ∑

7

j =4

Si
3 j

　HM04 = ∑
6

j =4

( X2
0 j +ω0 j) + ∑

6

k =4
∑
k- 1

j =1

ωjk + ∑
6

k =4
∑
7

j = k+1

ωkj

　Hc
Mi4 = ∑

6

j =4

( Q2
ij + Si

0 j) + ∑
6

k =4
∑
k- 1

j =1

Si
jk + ∑

6

k =4
∑
7

j = k+1

Si
kj

　HM05 = ∑
6

j =5

( X2
0 j +ω0 j) + ∑

6

k =5
∑
k- 1

j =1

ωjk + ∑
6

k =5
∑
7

j = k+1

ωkj

　Hc
Mi5 = ∑

6

j =5

( Q2
ij + Si

0 j) + ∑
6

k =5
∑
k- 1

j =1

Si
jk + ∑

6

k =5
∑
7

j = k+1

Si
kj

　HM06 = X2
06 + ∑

5

j =0

ωj6 +ω67

　Hc
Mi6 = Q2

i6 + ∑
5

j =0

Si
j6 + Si

67

上面各式中 ,当 i = 1 ,2 ,3时 :

Hc
j = Hr

j , Qj = Yj ; Si
kj—对应于右臂符号 ;当 i = 4 ,5 ,6时 : Hc

j =

Hl
j , Qj = Zj ; Si

kj—对应于左臂符号.

将式 (15 a)～ (15 c)代入角动量守恒定律 ,即

　　I0ω0 + m0 r0×Ûr0 + ∑
3

i =1

( Ir
iω

r
i + mr

i r
r
i ×Ûrr

i )

　　+ ∑
3

i =1

( Il
iωi

l + ml
ir

l
i ×Ûrl

i) = 0 (16)

可得 ISÛ<S + IMÛ<M = 0 (17)

这里

IS = I0 + m0 HS0 + ∑
3

i =1

mr
i H

r
Si + ∑

3

i =1

ml
i H

l
Si

IM = [ Ir
M1 , Ir

M2 , Ir
M3 , Il

M1 , Il
M2 , Il

M3 ]

Ir
Mi = ∑

3

j = i

Ir
j + ∑

3

j =1

mr
j H

r
Mji + ∑

3

j =1

ml
j H

l
Mji + ∑

3

j =1

m0 HM0 j

Il
Mi = ∑

3

j = i

Il
j + ∑

3

j =1

mr
j H

r
Mj ( i + 3) + ∑

3

j =1

ml
j H

l
Mj ( i + 3) + ∑

3

j =1

m0 HM0 ( j + 3) ,

( i = 1 ,2 ,3)

将式 (17)代入式 (12)中 ,可以得到下式 :

ÛP =
ÛPr

ÛPl
= ( JM - JS I - 1

S IM) Û<M = J 3 Û<M (18)

其中 , J 3 ∈R4×6是双臂六自由度空间机器人的 GJM ,它描述

了机械手末端速度与各关节角速度关系.当 J 3广义逆不存在

时 ,机器人处在奇异位置.若 J 3 = BC是 J 3的最大秩分解 ,则

( J 3 ) + = CT ( CCT) - 1 ( BTB) - 1 (19)

4　计算机仿真

　　利用本文给出的双臂六自由度空间机器人 GJM求导公
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式 ,采用 RMRC的控制方法 ,实现对机械臂的运动控制.若已

知末端执行器的期望速度 ÛP ,利用式 (18) ,可求出关节变量

<M ,从而对机器人实现伺服控制.该机器人的模型参数如表 1

所示 ,机器人的初始状态取为 : <r
1 =π/ 4 , <r

2 =π/ 2 , <r
3 =π/ 4 , <l

1

= 3π/ 4 , <l
2 = -π/ 2 , <l

3 = -π/ 4.图 2为 t ∈[0 ,10 ] s ,末端执行

器的速度为 ÛP = [0. 02 , 0. 03 , 0 , 0 ] T 时 ,对机器人实现 RMRC

控制过程 ;图 3为本体姿态角变化曲线 ;图 4 为本体质心变化

曲线.

由于空间微重力环境下 ,机器人的基座不固定 ,机械手的

运动会对本体产生反作用力和力矩 ,引起本体的位置和姿态

的改变 ,从图 3、图 4中 ,可看出当机械臂运动时 ,本体姿态和

位置的变化.

表 1　双臂六自由度空间机器人模型参数表

连杆号 i ac
i/ m bc

i/ m 1 c
i / m mc

i/ kg Ic
i/ kgm2

0 0. 5 0. 5 5 0. 208

1 ( c = r = l) 0. 2 0. 2 0. 4 0. 5 0. 0067

2 ( c = r = l) 0. 2 0. 2 0. 4 0. 5 0. 0067

3 ( c = r = l) 0. 063 0. 063 0. 126 0. 2 0. 0003

5　结论

　　本文推导了双臂六自由度空间机器人的广义雅可比矩

阵 ,它较现有的其他推导 GJM方法相比 ,导出的 GJM求解公

式显式、易求 ,可直接对 GJM表达式的各参数赋值 ,求出 GJM ,

是一个值得推广的新的研究成果.计算机仿真中 ,给出了基于

本文推导的 GJM公式 ,利用 RMRC控制方法 ,实现了对双臂

六自由度空间机器人机械臂的运动控制.

附表

kr
0 =

( m0 + m1
l + m2

l + m3
l) br

0

W

kr
1 =

mr
1 b1

r + ( m0 + m1
l + ml

2 + ml
3) lr
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