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� � 摘 � 要: � 本文根据混沌系统在特定状态下对参数的敏感性, 提出了一种检测微弱正弦信号幅值的改进方案. 该

方案采用线性最小二乘方法找到了待测微弱信号幅值与混沌动力系统特征指数之间的关系, 给出了弱信号幅值的估

计式.理论与数值仿真实验表明该方案的估计精度较高,计算量小, 易于工程实现.
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Abstract: � We presented a modified approach of weak sinusoid signal detection by using the sensitive dependence on parame�

ters of chaotic system.Through Linear Least Square ( LS) method, we find the relationship between the amplitude of weak signal and

the characteristic exponent of chaotic dynamical system; we also give the estimator a weak signal amplitude. Theory and simulation

study have shown that this approach has high�accuracy estimation and lower computational complexity and is easy to realize in engi�
neering .
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1 � 引言

� � 近年来,伴随着混沌理论在现代科学各领域中的深入研

究与广泛应用,人们已开始将混沌理论用于微弱信号的检测,

并根据研究与应用中不同类型的背景噪声形成了多种用混沌

进行微弱信号检测的理论与方法[ 1~ 3] . 其中使用混沌振子检

测各种复杂噪声背景下微弱信号的方法,因其设备成本低、物

理意义明显等优点而越来越受到人们的关注[ 4] .

由于混沌动力系统的动力学行为对初始参数的极端敏感

性,使得可以利用混沌振子进行微弱信号检测和提取. 在白噪

声或色噪声背景下,对微弱正弦信号的提取主要有两种方式:

一种是利用待测信号使系统的动力学行为从混沌状态转变到

大尺度周期状态的相平面轨迹的变化进行微弱信号检测. 已

有的研究[5]表明,即使对信噪比低达- 111. 46dB 的正弦信号,

该方法仍具有良好的检测性能. 应用这种方法的关键之处在

于对系统相变的准确判别,但这在实际操作中并不容易把握,

因而影响了该方法的有效性. 另一种方法[ 6]是通过建立处于

临界分岔状态处系统动力学行为的特征指数与待测信号的信

号参量之间的关系实现对信号参量的估计. 这种方法的优点

在于对系统动力学行为判别准确,信号参量估计精度高 ,原理

简单.缺点在于信号参量估计采用非线性最小二乘算法

( NLLS) ,使得运算量大幅度提高, 并且由于非线性最小二乘

算法不一定保证估计值达到全局最优解, 因此该方法不便于

工程实现.如果能够找到一种快速的、具有全局最优的估计方

法,将使估计特性得到较大提高. 本文针对第二种方法存在的

计算复杂度较高的问题,提出一种信号幅值估计的线性化方

法. 考虑 Duffing�Holmes 型混沌振子:

x ( t) + kx ( t )- x ( t)+ x 3( t) = f cos( t) (1)

其中 k 为阻尼比, - x ( t )+ x 3( t )为非线性恢复力, f cos( t)为

周期策动力.

利用该混沌振子对微弱正弦信号十分敏感的特性[ 4, 7] ,

我们将该非线性系统的系统参数设置在其动力学行为的临界

分岔处, 使得系统混沌状态时对参数的敏感性得以保留, 利用

这一特性通过对系统动力学行为的定量描述, 对深陷在白噪

声背景下的正弦信号幅值进行估计. 理论分析及仿真实验表

明, 该方法在一定的噪声等级下能以较高的精度估计出信号

幅值, 同时具有较小的计算复杂度.

2 � 系统特征指数

2�1� 特征指数选取与计算
常用的衡量非线性动力系统动力学行为的特征指数有

Lyapunov指数和 Floquet 指数. Lyapunov 指数需要在较大的时

间范围内进行观测不便于对弱信号幅值进行估计, Floquet 指

数观测周期短计算相对容易. 由一般微分方程理论可知, 对于

一个任意二阶线性微分方程:

d
2
y

dt
2 + f ( t)

dy
dt

+ g( t) y= 0 (2)

有两个线性独立的解. 根据 Floquet 理论, 如果 f ( t ) 和

g( t)都在时间 t内是以T 为周期的, 则方程的解会有如下形

式[ 8] : y ( t)= e�tP( t) (3)
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其中 P( t)也是以 T 为周期的函数. 因此, 解的稳定性就完全

由Floquet指数 �决定.需要指出的是 Floquet指数用来衡量系

统周期性动力学行为,系统参数必须设置在临界分岔处以保

证获得周期性动力学行为, 同时系统仍具有对初始参数的极

端敏感性,故使用 Floquet指数是合适的. 考虑式( 1)的变分形

式: �x+ k�x - e ( t)�x = 0 (4)

其中 e( t) = 1- 3x 2( t ) , 式(4)应该具有周期解,根据线性微分

方程理论得到由式(4)的基本解矩阵 F( t, 0)构成微分方程:

dF( t , 0)
dt

= A ( t ) F( t, 0) , F (0, 0)= I (5)

其中 A ( t) =
0 1

e( t) - k
是周期为 2 的循环矩阵.令 F ( t ,

0)=
a( t ) b ( t)

c( t) d( t)
, 于是得到如下的微分方程组:

�a ( t) = c( t )

�b ( t )= d( t)

�c ( t) = a( t ) � e( t )- kc ( t)

�d ( t) = b ( t) � e( t) - kd( t )

(6)

可见式( 6)是一个变系数微分方程组 ( e ( t ) = 1- 3x 2( t) ) , 因

此需求式(4)获得 x ( t ) .

应用四阶龙格�库塔方法在一个周期T 内求解该微分方

程组得到F( T , 0) ,对该矩阵进行特征分解
�1 0

0 �2

, 为特征

值矩阵,特征值 �i ( i= 1, 2)就是该系统的Floquet指数.

2�2 � 特征指数与待测信号的关系

从 F (T , 0)求得的 Floquet指数只与系统的周期轨道特性

有关, 由于 Duffing�Holmes 型混沌振子对噪声有极高的免疫

力,其动力学行为只与外加周期驱动力的大小有关[ 7] . 构造如

下推广的 Floquet指数: != | Re( �1) | + | Im( �1) | (7)

按照 2. 1 中的方法选取积分步长为 0. 01(本文中所有积

分步长均为 0. 01) , 计算相应的推广 Floquet指数.系统驱动力

与推广 Floquet指数关系如图 1 所示( f 为系统周期策动力幅

值, !为推广的 Floquet 指数, 右图是左图阴影处的局部放大

图) .图中看出,在 0. 83~ 0. 85 处有一近似线性化区间, 0. 840

处于该区间中点.

调整系统周期策动力幅值从 0. 83~ 0. 85, (此区间是系统

动力学行为临界分岔处, 系统对参数敏感的性质可以得到保

留) , 利用插值方法求出该处线性方程:

!= !0+ ∀( f - f 0) (8)

其中 !为推广 Floquet指数, !0= 0. 1268, ∀= 6. 82, f 0= 0. 840.

3 � 幅值估计与算法
� � 将带有观测白噪声的正弦信号直接加到方程(1)的右端:

x  ( x )+ k�x ( t)- x ( t) + x 3( t)= f 0cos( t)+ acos( t+ lag)+ n( t) (9)

式中 f 0= 0. 84, lag 是为了进行幅值估计而引入的时间延迟,

参数 a 是待测信号的幅值.通过求解不同延迟参数时系统的

推广 Floquet指数我们可以对系统幅值进行估计. 延迟 lag 可

以根据具体实验选取. 系统总的驱动力为:

� � � #( t, lag) = f 0cos( t)+ acos( t+ lag) + n( t)

= f ( lag) cos( t + ∃( lag) ) + n( t) (10)

其中 f ( lag )= f
2
0+ a

2
+ 2 af 0cos( lag) (11)

∃( lag) = asin( lag) / ( f 0+ a cos( lag) ) (12)

式(11)直接影响推广Floquet 指数的计算, 但其中信号幅值 a 含

于根号内不便于对其进行估计,为此我们对式(11)进行线性化.

� � f ( lag) = f 20+ a2+ 2af 0cos( lag)

= ( f 0+ acos( lag) ) 2+ a2sin( lag )

= | f 0+ acos( lag) | 1+
a2sin2( lag)

( f 0+ acos( lag ) ) 2
(13)

因为 a  f 0,
asin( lag)

f 0+ acos( lag)
! 0,所以

f ( lag) ! f 0+ acos( lag) (14)

由式(8)和式( 14)可以看出系统观测值 !(推广的 Floquet 指

数)与待测信号幅值 a 是一线性关系式, 由此,我们可以应用

线性最小二乘方法对待测信号幅值 a 进行估计, 为此我们构

造目标函数 Q=
1
N ∀

N

i= 1

[ !( lag i) - !0- ∀( f ( lagi ) - f 0) ]
2 (15)

为简便, 令: X( lagi )= !( lagi )- !0 (16)

Q =
1
N ∀

N

i= 1

[ X( lagi )- ∀(f ( lag i) - f 0) ]
2

=
1
N ∀

N

i= 1

[ X
2
( lag i)+ ∀

2
a
2
cos

2
( lag i)- 2∀acos( lagi )X( lagi ) ] (17)

计算 %Q/ %q ,得到:

� %Q
%a

=
1
N ∀

N

i= 1

[ 2∀2acos2 ( lagi ) - 2∀cos( lagi )X ( lag i) ]

=
2∀2 a
N ∀

N

i= 1

[ cos2( lag i) ] -
2∀
N ∀

N

i= 1

[ cos( lag i) X( lagi ) ] (18)

为使 Q 取得最小值, 令
%Q
%a

= 0, 得到:
2∀2a
N ∀

N

i= 1

[ cos
2

( lag i) ] =
2∀
N ∀

N

i= 1

[ cos( lag i) X ( logi ) ]求得幅值 a 的估计值:

â= ∀
N

i= 1

cos( lagi )X ( lag i) ∀ ∀
N

i= 1

cos2( lag i) (19)

从该表达式可以看出幅值 a 的估计得到了很大的简化, 这种

形式十分有利于将来的工程实现, 同时由于本方法采用线性

最小二乘法, 可以保证本方法收敛到全局最优解.

设延迟为 lag1, lag2, #, lagN 并且它们等间隔分布, 分别计

算 N 个推广 Floquet指数 !( lagi ) ( i= 1, #, N ) ,计算步骤如下:

(1)系统稳化: 不经延迟直接将待测信号加入检测方程,

系统经短暂的运行最终稳定在大尺度周期状态上. 系统处于

大尺度周期时的时域波形与相应的相平面轨迹见图 2. 在没

有噪声的情况下, 周期轨道应该是一理想的环, 由于噪声的影

响, 该环的边界显得有些粗糙.
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(2)计算系统状态信号 x ( t) : i = 1, lag= lag i. 应用四阶龙

格�库塔方法求解微分方程(9) , 积分步长为 0. 01.参数 lagi 的

选取应保证参数估计误差尽量小.

(3)计算Floquet指数:计算 Floquet指数时, 要求解变系数

微分方程组(6) ,我们通过插值方法计算出迭代区间中点的函

数值,对系统在一个大尺度周期内积分, 求出系统的一个推广

Floquet指数 !( lag i) . (Floquet 指数的求解见 2. 1)

(4) i = i + 1, lag= lagi+ 1, 重复(2) . 系统的运动状态已进

入大尺度周期状态,因此不必对系统重新稳化 .

4 � 仿真分析
� � 我们选取在加性白噪声中的幅值为 0. 001V 的正弦信号

作为待检测信号.信号相位与系统内置信号 f 0cos( t)相同, 同

时选择不同的噪声等级 &= 0. 02+ 0. 005 � i ( i= 1, 2, #, 5) ,

信号的微弱程度以 20lgf 0/ &来衡量, 并与文献[ 6]的实验数据

相比对(见表 1) :

表 1 �

信号 信号幅值 a 噪声等级
幅值估计 â

LS方法 NLLS方法

S1 0.001 0. 020 0.001039 0. 001026

S2 0.001 0. 025 0.001063 0. 001130
S3 0.001 0. 030 0.000876 0. 001209

S4 0.001 0. 035 0.000938 0. 000925
S5 0.001 0. 040 0.001029 0. 000803

S6 0.001 0. 045 0.001190 0. 001240

� � 从表 1可见, 本方法对信号幅值采用线性最小二乘估计,

并不会使幅度估计值

精度变差. 我们对该

估计过程做 100 次独

立实验, 计算幅值估

计 â 的估计方差 &â

并与文献 [ 6]中估计

方差作比对 (见表 2,

图5) :

表 2�

信号 噪声等级 &
估计方差 &â

LS方法 NLLS方法

S1 0. 020 0. 000075 0.000137
S2 0. 025 0. 000089 0.000173

S3 0. 030 0. 000126 0.000188
S4 0. 035 0. 000207 0.000206

S5 0. 040 0. 000231 0.000225
S6 0. 045 0. 000254 0.000286

� � 从表 2及图 5 可见, 本文提出的方法对噪声等级有一定

依赖性. 仿真实验表明: 当噪

声等级小于 0. 1 时本方法仍

能检测出正弦信号的幅值.

5 � 结论
� � 本文研究了一种利用混
沌振子对微弱正弦信号进行

检测的 方案, 对于 Duffing�
Holmes型混沌振子, 当系统参

数处于临界分岔时, 其动力学行为既是大尺度周期的同时又

能保证对参数的极端敏感性. 通过对所谓∃ 参数的极端敏感
性%建立定量的描述, 我们找到系统特征指数�Floquet 指数与

系统参数即待测信号幅值之间的函数关系. 利用线性最小二

乘的方法直接给出了信号幅值估计式 ,该估计式具有全局最

优解, 同时计算复杂度也比非线性最小二乘算法大为降低. 数

值仿真实验表明, 尽管采用了线性最小二乘算法, 信号的幅值

估计仍能达到很高的精度,表明该方法是可行的.
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