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　　摘　要 :　随着 k的增大 ,序列 k错误线性复杂度的值会从线性复杂度递减到 0.对于周期为 2的方幂的二元序

列 ,Kurosawa讨论了线性复杂度和 k错误线性复杂度的关系 ,给出了使得序列的 k错误线性复杂度严格小于序列的线

性复杂度最小的 k值.本文利用多项式的权重关系给出了使得序列 k错误线性复杂度再次减小的最小 k值.
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Abstract :　With the increase of k ,the k2error linear complexity will decrease to 0 from the value of the linear complexity of the

sequences. For the binary sequences whose period is a power of 2 ,a relationship between the linear complexity and k2error linear com2
plexity is discussed by Kurosawa ,which indicates the least value of the positive integer k such that the k2error linear complexity less

than linear complexity. In this paper ,using the Hamming weight of polynomials ,the least k is given such that the k2error linear com2
plexity decreased again.
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1　引言

　　在序列密码理论中 ,线性复杂度是一个重要的复杂度标

准.序列 s的线性复杂度定义为产生序列s的最短线性移位寄

存器 (LFSR)的级数 ,记为 LC( s) .若已知序列 s的连续 2LC( s)

比特 ,利用 Berlekamp - Massey算法就可以恢复出整条序列 s.

因此一条抗攻击强度大的密钥序列一定具有较高的线性复杂

度.但是具有高的线性复杂度并不能保证序列具有强的抗攻

击强度.例如 :二元序列 s = (0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ,

0 ,1 , ⋯)具有等于周期的线性复杂度 ,即线性复杂度达到了最

大.但是当把它每周期第八个比特改为 0时其线性复杂度立

即就变为 0.由这个例子可以看出若改变一条序列每个周期

中的少量比特后该序列的线性复杂度下降得很剧烈 ,则可以

用一条线性复杂度较低的序列来逼近线性复杂度较高的原序

列.很显然这样的序列是不能用来做密钥序列的.为此 ,上世

纪 90年代人们提出了 k错误线性复杂度[3 ]的概念 (类似的有

球体复杂度[4 ]) .

设s = ( s0 , s1 , s2 , ⋯, sN - 1 , s0 , ⋯)是周期为 N 的二元序

列 , k是一个非负整数.定义序 s 的 k 错误线性复杂度为改变

任意不多于 k 个 si 后所得到的最小的线性复杂度 ,记为 LCk

( s) .对于周期整除 N 的二元周期序列e = ( e0 , e1 , ⋯, eN - 1 ,

e0 ,⋯) ,记向量 ( e0 , e1 , ⋯, eN - 1)中“1”的个数为 WN ( e) ,则有

LCk ( s) = min
W

N
( e) ≤k

LC ( s + e) ,其中序列 e 跑遍所有周期整除 N

的二元序列.

注　设 T = WN ( s) , s是周期为 N 的二元周期序列 ,则显

然有　LC( s) = LC0 ( s) ≥LC1 ( s) ≥⋯≥LCT ( s)

可以看出序列的 k 错误线性复杂度反映了序列线性复

杂度的稳定性.它描述了序列在改变几个比特后线性复杂度

下降的情况.对于抗攻击强度大的序列 s ,希望对于较小的 k ,

其 k错误线性复杂度与线性复杂度相近 ,而只有对于较大的

k ,其 k错误线性复杂度才会与线性复杂度相差较大.故研究

随着 k的增大 ,序列的线性复杂度何时下降是十分重要的.

设 s是二元周期序列 ,记 err1 ( s)为最小的 k 使得 LCk ( s)

< LC( s) .同样 ,记 err2 ( s)为最小的 t 使得 LCt ( s) < LCk
1

( s) ,

其中 k1 = err1 ( s) .对于周期为 2 n的二元序列s , [1 ]刻划了 err1

( s)的值 ,即 err1 ( s) = 2W
h

(2
n

- LC( s) ) ,其中 Wh ( m)表示非负整

数 m的二进制表示中“1”的个数.对于某些序列 s , LCk ( s) ( k

= err1 ( s) )与其线性复杂度十分接近 ,但是如果改变更多一点

比特后其 k错误线性复杂度下降得十分显著.例如令

　　s = (0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,1 ,0 ,1 ,0 ,1 ,0 ,1 ,0 ,1 ,0 ,1 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,1 ,0 ,

1 ,0 ,1 ,0 ,1 ,0 ,1 ,0 ,1 , ⋯) .
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　　这条序列的线性复杂度为 16且 LCk ( s) = 13其中 k = err1

( s) = 1.但是若每周期多改变两个比特 (第二个 ,三个 ,四个比

特) ,其 k错误线性复杂度立即降为 2.显然这三个比特要更

重要.由此计算 LC( s) - LCk ( s) ( k = err1 ( s) )以及最小的 t 使

得LCt ( s) < LCk ( s)是十分有意义的. [1 ]给出了 LC ( s) - LCk

( s) ( k = err1 ( s) )的下界并将求 err2 ( s)作为一个公开问题提

了出来.

本文研究了周期序列的 err2 ( s)和 LCk2
( s) ,其中 k2 = err2

( s) ,利用多项式的权重关系 ,对于一类周期为 2 n 的二元序

列 ,给出了 err2 ( s)及 LC( s) - LCk ( s) ( k = err1 ( s) )的精确值 ,

并且给出了 LCk
2

( s)的紧的上界.

2　多项式的权重关系

　　设多项式 f ( x) = anxn + an - 1 xn - 1 + ⋯+ a1 x + a0 ∈F2

[ x ]. f ( x)的权重 W ( f ( x) )为向量 ( a0 , a1 , ⋯, an)中“1”的个

数.因为{ (1 + x) 0 , (1 + x) 1 , ⋯, (1 + x) 2
n

- 1}也是向量空间

{ f ( x) | deg( f ( x) ) < 2 n}的一组基 ,故对任意的 f ( x) ∈F2[ x ] ,

存在非负整数 t1 , t2 , ⋯, tn使得 f ( x) = (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 +

⋯+ (1 + x) t
n其中 t1 < t2 < ⋯< tn . [2 ]中研究了形如 (1 + x) t

1

+ ⋯+ (1 + x) t
n的多项式其权重问题.

引理 1[ 2] 　设 s是非负整数 ,则 W ( (1 + x) s) = 2W
h

( s)
.

引理 2[ 2] 　设整数 t1 , ⋯, tn满足 0≤t1≤⋯≤tn ,则 W ( (1

+ x) t
1 + ⋯+ (1 + x) t

n) ≥W ( (1 + x) t
1) .

引理 2表明当 0≤t1 < t2 < ⋯< tn 时 ,多项式 (1 + x) t
1 +

(1 + x) t
2 + ⋯+ (1 + x) t

n的权重总不小于多项式 (1 + x) t
1的权

重.为了研究周期为 2 n 的二元序列的 k 错误线性复杂度 ,需

要讨论 W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
n)和 W ( (1 +

x) t
1 + (1 + x) t

2)之间的关系.

引理 3( Lucas) [ 8] 　对 a0 , a1 , ⋯, an , b0 , ⋯, bn ∈{ 0 ,1}有

∑
n

i =0

ai2
i

∑
n

i =0

bi2
i

(mod 2) = 1当且仅当 bi ≤ai 对所有的 i .

令 a = am2 m + am - 12m - 1 + ⋯+ a0 并且 b = bm2m + bm - 1

2m - 1 + ⋯+ b0为两个正整数 ,其中 a0 , a1 , ⋯, am , b0 , ⋯, bm ∈

{ 0 ,1} .定义 a∧b = ambm2 m + am - 1 bm - 12
m - 1 + ⋯+ a0 b0 .为了

得到本节的主要结论 ,许多引理需要给出.这些引理的证明限

于篇幅将不给出证明.

引理 4　令 t1和 t2均为非负整数.若 t1 < t2 ,则有

W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2) = 2W
h

( t
1
) + 2W

h
( t

2
) - 2W

h
( ( t

1
∧t

2
) + 1 .

引理 5　设 f ( x) , g ( x) ∈F2 [ x ] ,则 W ( f ( x) + g ( x) ) ≤W

(f ( x) ) + W ( g ( x) ) .进一步 ,若 f ( x)的项在 g ( x)中不出现 ,即

若 f ( x) = anxn + an - 1 xn - 1 + ⋯+ a0 , g ( x) = bnxn + bn - 1 xn - 1 +

⋯+ b0 , aibi = 0则 W ( f ( x) + g ( x) ) = W ( f ( x) ) + W ( g ( x) ) .

引理 6　若正整数 t1 , t2 , ⋯, tn及 m满足 2 m ≤t1 < t2 < ⋯

< tn < 2 m + 1 ,则

W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
n) = 2 W ( (1 + x) t

1
- 2

m

　　　+ (1 + x) t
2

- 2
m

+ ⋯+ (1 + x) t
n

- 2
m

.

引理 7　若正整数 t满足 2 m + 2m - 1 > t≥2 m 并设 (1 + x) t

= atx
t + at - 1 xt - 1 + ⋯+ a0 ,则

a2
m - 1 = a2

m - 1
+ 1 = ⋯= a2

m
- 1 = 0.

引理 8　若对正整数 t1 , t2 , ⋯, tn 及 m ≥2有 2m - 2 ≤t1 ≤

2m - 1≤t2 < ⋯< tn且 ti - 2m - 1 ≥2 m - 2 , i = 2 , ⋯, n ,则有 W ( (1

+ x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
n) = 2 W ( (1 + x) t

1
- 2

m - 2

+ (1

+ x) t
2

- 2
m - 1

+ ⋯+ (1 + x) t
n

- 2
m - 1

) .

引理 9　设正整数 t1 , t2 , ⋯, tn 及 m ≥2满足 2m - 2 ≤t1 <

2m - 1≤t2 < ⋯< tn < 2 m .若存在正整数 s , n≥s > 2使得 ts - 1 <

2m - 1 + 2m - 2 ≤ts ,则有 W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 +

x) t
n) ≥W ( (1 + x) t

1 + (1 + x) t
2 + ⋯+ (1 + x) t

s - 1) .

引理 10　若对正整数 t1 , t2 , ⋯, tn及 m≥2有 t1 < 2 m - 1≤

t2 < ⋯< tn , t1 < 2m - 2且 ti - 2m - 1 < 2m - 2 , i = 2 , ⋯, n 则有

W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
n) = W ( (1 + x) t

1 + (1 +

x) t2 - 2
m - 1

+ 2
m - 2

+ ⋯+ (1 + x) t
n

- 2
m - 1

+ 2
m - 2

) .

引理 11 　设正整数 t1 , t2 , ⋯, tn 及 m 满足 t1 < 2m - 2 ,且

2m - 1≤t2 < t3 < ⋯< ts - 1 < 2m - 2 + 2m - 1 ≤ts < ts + 1 < ⋯< tn ,其

中 2 < s < n , m ≥2 ,则有 W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 +

x) t
n ) = W ( ( 1 + x ) t

1 + ( 1 + x ) t
2

- 2
m - 1

+ 2
m - 2

+ ⋯ + ( 1 +

x) t
s - 1

- 2
m - 1

+ 2
m - 2

+ (1 + x) t
s + ⋯+ (1 + x) t

n) .

引理 12　设 n≥2 ,0≤t1 < t2 < ⋯< tn < 4 ,则 W ( (1 + x) t
1

+ (1 + x) t
2 + ⋯+ (1 + x) t

n) ≥W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2) .

下面给出本节的主要定理.

定理 1　设 n≥2 ,0≤t1 < t2 < ⋯< tn ,则在 F2上有 W ( (1

+ x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
n ) ≥W ( (1 + x) t

1 + (1 +

x) t
2) .

证明　对 tn进行归纳.引理 12表明当 tn < 4 = 22 时结论

成立.现在假设当 tn < 2m - 1时结论成立 ,则要证明当 2 m - 1≤tn

< 2m 时结论成立.证明将分三种情况讨论 :

( I) t1 < t2 < 2 m - 1 ; ( II) 2m - 1≤t1 < t2 ; ( III) t1 < 2m - 1≤t2 .

情况 ( I) t1 < t2 < 2 m - 1 .

因为 t1 < t2 < ⋯< tn并且 2m - 1 ≤tn < 2m ,故存在 s ,2 < s

≤n ,使得 ts - 1 < 2 m - 1≤ts .于是

　W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
n)

= W ( (1 + x) t
1 + ⋯+ (1 + x ) t

s - 1 + (1 + x ) 2
m - 1

( (1 +

x) t
s

- 2
m - 1

+ ⋯+ (1 + x) t
n

- 2
m - 1

) )

= W ( (1 + x) t1 + ⋯+ (1 + x) t
s - 1 + ( (1 + x) t

s
- 2

m - 1

+ ⋯+

(1 + x ) t
n

- 2
m - 1

) + x2
m - 1

( ( 1 + x) t
s

- 2
m - 1

+ ⋯+ (1 +

x) t
n

- 2
m - 1

) )

= W ( (1 + x) t
1 + ⋯+ (1 + x) t

s - 1 + ( (1 + x) t
s

- 2
m - 1

+ ⋯+

(1 + x ) t
n

- 2
m - 1

) ) + W ( ( 1 + x ) t
s

- 2
m - 1

+ ⋯ + ( 1 +

x) t
n

- 2
m - 1

) (由引理 5)

≥W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
s - 1) (由引理 5)
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因为 s - 1≥2 , ts - 1 < 2 m - 1 ,由条件假设得

W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
s - 1)

≥W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2) .

故结论在这种情况下成立.

情况 ( Ⅱ) 2m - 1≤t1 < t2 .由引理 6得

W ( (1 + x) t1 + (1 + x) t2 + ⋯+ (1 + x) t
n)

　= 2 W ( ( 1 + x ) t
1

- 2
m - 1

+ ( 1 + x ) t
2

- 2
m - 1

+ ⋯ + ( 1 +

x) t
n

- 2
m - 1

) .

由 2m - 1≤t1 < t2 < ⋯< tn < 2m 和条件假设得

2 W ( (1 + x) t
1

- 2
m - 1

+ (1 + x) t
2

- 2
m - 1

+ ⋯+ (1 + x) t
n

- 2
m - 1

)

　　≥2 W ( (1 + x) t
1

- 2
m - 1

+ (1 + x) t
2

- 2
m - 1

) (由条件假设)

　　= W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2) (由引理 6)

故结论在这种情况下成立.

情况 ( Ⅲ) t1 < 2m - 1≤t2 ,即 t1 < 2m - 1≤t2 < ⋯< tn < 2m .

为证明结论在情况 ( Ⅲ)下成立 ,需要再分三种子情况讨

论 :

(Ⅲ. 1) ti - 2m - 1 < 2m - 2 , i = 2 , ⋯, n ; ( Ⅲ. 2) ti - 2m - 1 ≥

2m - 2 , i = 2 , ⋯, n ; ( Ⅲ. 3)其他情况.

情况 ( Ⅲ. 1) ti - 2 m - 1 < 2m - 2 , i = 2 , ⋯, n.

先假设 t1 < 2m - 2 .由引理 10得

　W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
n)

= W ( ( 1 + x ) t
1 + ( 1 + x ) t

2
- 2

m - 1
+ 2

m - 2

+ ⋯ + ( 1 +

x) t
n

- 2
m - 1

+ 2
m - 2

) .

由 0≤t1 < 2 m - 2≤t2 - 2m - 1 + 2m - 2 < ⋯< tn - 2m - 1 + 2m - 2

< 2 m - 1和条件假设得 W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2
- 2

m - 1
+ 2

m - 2

+ ⋯

+ (1 + x) t
n

- 2
m - 1

+ 2
m - 2

) ≥W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2
- 2

m - 1
+ 2

m - 2
)

(由条件假设)

= W ( (1 + x) t1 + (1 + x) t2)

(由引理 10) .

再假设 2 m - 2≤t1 < 2 m - 1 .

W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
n) = W ( (1 + x) 2

m - 2
(1 +

x) t1 - 2
m - 2

+ (1 + x) t2 + ⋯+ (1 + x) t
n)

　= W ( (1 + x) t
1

- 2
m - 2

+ x2
m - 2

(1 + x) t
1

- 2
m - 2

+ (1 + x) t
2 + ⋯+ (1 + x) tn)

　= W ( (1 + x) t
1

- 2
m - 2

+ (1 + x) t
2 + ⋯+ (1 + x) t

n)

+ W ( x2
m - 2

(1 + x) t
1

- 2
m - 2

) (由引理 5和引理 7)

由 t1 - 2 m - 2 < 2m - 1和上面当 t1 < 2m - 2时的讨论得

　　W ( (1 + x) t
1

- 2
m - 2

+ (1 + x) t
2 + ⋯+ (1 + x) t

n)

　　　　　　　≥W ( (1 + x) t
1

- 2
m - 2

+ (1 + x) t
2) .

于是 W ( x2
m - 2

(1 + x) t
1

- 2
m - 2

) + W ( (1 + x) t
1

- 2
m - 2

+ (1 +

x) t
2 + ⋯+ (1 + x) t

n ) ≥W ( x2
m - 2

(1 + x) t
1

- 2
m - 2

) + W ( (1 +

x) t
1

- 2
m - 2

+ (1 + x) t
2) = W ( (1 + x) t

1 + (1 + x) t
2)

(由引理 5和引理 7)

故定理在情况 ( III. 1)下成立.

情况 ( III. 2) 　ti - 2m - 1≥2 m - 2 , i = 2 , ⋯, n.

先假设 t1 < 2 m - 2 ,则

　W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
n)

= W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) 2

m - 1

+ (1 + x) t
2

- 2
m - 1

+ ⋯+ (1 +

x) t
n

- 2
m - 1

) )

= W ( (1 + x) t
1 + ( (1 + x) t

2
- 2

m - 1

+ ⋯+ (1 + x) t
n

- 2
m - 1

) +

x2
m - 1

( (1 + x) t
2

- 2
m - 1

+ ⋯+ (1 + x) t
n

- 2
m - 1

) )

= W ( (1 + x) t
1 + ( (1 + x) t

2
- 2

m - 1

+ ⋯+ (1 + x) t
n

- 2
m - 1

) ) + W

( (1 + x) t
2

- 2
m - 1

+ ⋯+ (1 + x) t
n

- 2
m - 1

) .

由 0≤t1 < t2 - 2m - 1 < ⋯< tn - 2m - 1 < 2 m - 1 ,条件假设和

引理 2得

　W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
n)

= W ( (1 + x) t
1 + ( (1 + x) t

2
- 2

m - 1

+ ⋯+ (1 + x) t
n

- 2
m - 1

) ) + W

( (1 + x) t
2

- 2
m - 1

+ ⋯+ (1 + x) t
n

- 2
m - 1

)

≥W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2
- 2

m - 1
) + W ( (1 + x) t

2
- 2

m - 1
)

= W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2
- 2

m - 1
) + W ( x2

m - 1
(1 + x) t

2
- 2

m - 1
)

= W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) 2

m - 1
(1 + x) t

2
- 2

m - 1
) (由引理 5)

= W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2) .

再假设 2 m - 2≤t1 < 2 m - 1 .由引理 8得

W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
n)

= 2 W ( (1 + x) t
1

- 2
m - 2

+ (1 + x) t
2

- 2
m - 1

+ ⋯+ (1 + x) t
n

- 2
m - 1

)

由 0≤t1 - 2m - 2 < 2m - 2≤t2 - 2 m - 1 < t3 - 2m - 1 < ⋯< tn -

2m - 1 < 2 m - 1和条件假设得

2 W ( (1 + x) t
1

- 2
m - 2

+ (1 ( x) t
2

- 2
m - 1

+ ⋯+ (1 + x) t
n

- 2
m - 1

)

≥2 W ( (1 + x) t1 - 2
m - 2

+ (1 + x) t2 - 2
m - 1

)

= W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2) . (由引理 8)

于是定理在情况 ( III. 2)下成立.

情况 ( III. 3)其他情况 ,即存在正整数 s ,2 < s≤n ,使得 t2

< t3 < ⋯< ts - 1 < 2 m - 1 + 2m - 2≤ts < ⋯< tn .

先假设 2 m - 2≤t1 < 2 m - 1 .由引理 9得

W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
n) ≥W ( (1 + x) t

1 +

(1 + x) t
2 + ⋯+ (1 + x) t

s - 1) .

由情况 ( III. 1)的证明和 t2 < t3 < ⋯< ts - 1 < 2 m - 1 + 2m - 2

得 W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
s - 1) ≥W ( (1 + x) t

1 +

(1 + x) t
2) .

于是有 W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
n) ≥W ( (1

+ x) t
1 + (1 + x) t

2) .

再假设 t1 < 2 m - 2 .由引理 11得 W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 +

⋯+ (1 + x) t
n) = W ( (1 + x) t

1 + (1 + x) t
2

- 2
m - 1

+ 2
m - 2

+ ⋯+ (1

+ x) t
s - 1

- 2
m - 1

+ 2
m - 2

+ (1 + x) t
s + ⋯+ (1 + x) t

n) .

由于 2m - 2 ≤deg ( ( 1 + x ) t
2

- 2
m - 1

+ 2
m - 2

+ ⋯ + ( 1 +

x) t
s - 1

- 2
m - 1

+ 2
m - 2

) < 2 m - 1由情况 ( I)的证明和条件假设得
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W ( ( 1 + x ) t
1 + ( 1 + x ) t

2
- 2

m - 1
+ 2

m - 2

+ ⋯ + ( 1 +

x) t
s - 1

- 2
m - 1

+ 2
m - 2

+ (1 + x) t
s + ⋯+ (1 + x) t

n)

≥W ( (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2
- 2

m - 1
+ 2

m - 2
) = W ( (1 + x) t

1 + (1

+ x) t
2) . (由引理 10)

故结论在情况 ( III. 3)下成立 ,于是当 2m - 1 ≤tn < 2m 时结

论成立.

由归纳法得结论成立. #

定理 1表明当 t1 < t2 < ⋯< tn时 ,多项式 (1 + x) t
1 + (1 +

x) t
2 + ⋯+ (1 + x) t

n的权重不小于多项式 (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2

的权重 ,但是当 n ≥4 时多项式 (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + (1 +

x) t
3的权重可能大于多项式 (1 + x) t

1 + (1 + x) t
2 + ⋯+ (1 +

x) t
n的权重.例如当 t1 = 0 , t2 = 1 , t3 = 2 , t4 = 3时 , W ( (1 + x) t

1

+ (1 + x) t
2 + (1 + x) t

3 + (1 + x) t
4) = 1但 W ( (1 + x) t

1 + (1 +

x) t
2 + (1 + x) t

3) = 3.

在下一节中 ,将利用定理 1给出 err2 ( s)的值.

3　周期为 2 n的二元序列其 err2 ( s)的值

　　对周期为 N的二元序列s = ( s0 , s1 , ⋯, sN - 1 , s0 , ⋯)记

s ( x) = s0 + s1 x + ⋯+ sN - 1 xN - 1 + s0 xN + ⋯;

sN ( x) = s0 + s1 x + ⋯+ sN - 1 xN - 1 .

于是有

s ( x) = s0 + s1 x + s2 x2 + ⋯+ sN - 1 xN - 1 + s0 xN + ⋯

= sN ( x) + xNsN ( x) + x2 NsN ( x) + ⋯

= sN ( x) / (1 + x2
n

) = sN ( x) / (1 + x) 2
n

.

由于{ (1 + x) 0 , (1 + x) 1 , ⋯, (1 + x) 2
n

- 1}也是线性空间{ f

( x) | deg( f ( x) ) < 2 n}的一组基 ,故存在 t1 , t2 , ⋯, tm 满足 0≤

t1 < t2 < ⋯< tm , m≥1使得 sN ( x) = (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯

+ (1 + x) t
m ,于是 s ( x) = ( (1 + x) t

1 + (1 + x) t
2 + ⋯+ (1 +

x) t
m) / (1 + x) 2

n

.

若序列 s的线性复杂度为 LC ( s) ,则有 t1 = 2 n - LC ( s) ,

即 sN ( x) = (1 + x) 2
n

- LC( s) + (1 + x) t
2 + ⋯+ (1 + x) t

m

其中 2 n - LC( s) < t2 < ⋯< tm , m≥1.

定理 2[ 1] 　对周期为 2 n 的二元序列 s 有 err1 ( s ) =

2W
h

(2
n

- LC( s) ) .若 e是周期为 2 n 的二元序列并且 eN ( x) = e0 +

e1 x + ⋯+ eN - 1 xN - 1 ,则 LC( s + e) < LC( s)当且仅当 eN ( x) =

(1 + x) 2
n

- LC( s) e1 ( x) ,其中 e1 ( x)是二元域上的多项式并且 e1

(1) = 1.

注　若把 eN ( x)写成形如 eN ( x) = (1 + x) c
1 + (1 + x) c

2 +

⋯+ (1 + x) c
k ,其中 0≤c1 < c2 < ⋯< ck 并且 k ≥1 ,则定理 2

表明 LC( s + e) < LC( e)当且仅当 c1 = 2 n - LC( s) .

定理 3　设 s是周期为 N = 2 n 的二元序列 , LC ( s)为其线

性复杂度.若

sN ( x) = (1 + x) 2
n

- LC( s) + (1 + x) t
2 + ⋯+ (1 + x) t

m

并且 W ( (1 + x) 2
n

- LC( s) + (1 + x) t2) > W ( (1 + x) 2
n

- LC( s) ) ,其

中 2 n - LC( s) < t2 < ⋯< tm , m > 1则

LCk
1

( s) = 2 n - t2 ,

其中 k1 = err1 ( s) .

证明　首先令 eN ( x) = (1 + x) 2
n

- LC( s)
,则 W ( eN ( x) ) =

k1并且 LC( s + e) = 2 n - t2 .故由 err1 ( s)的定义得只要证明对

任意的周期为 2 n 的二元序列e满足 LC ( s + e) < LC ( s) , WN

( e) = k1都有 LC( s + e) ≥2 n - t2 .

由定理 2的注得要使 LC( s + e) < LC( s)就必有 eN ( x) =

(1 + x) c
1 + (1 + x) c

2 + ⋯+ (1 + x) c
k ,其中 0≤c1 = 2 n - LC ( s)

< c2 < ⋯< ck .

若 k = 1则 eN ( x) = (1 + x) 2
n

- LC( s) .于是 LC ( s + e) = 2 n

- t2 .

现在假设 k > 1 ,则断言 c2 ≠t2事实上 ,若 c2 = t2 ,则由定

理 1　W ( eN ( x) ) ≥W ( (1 + x) 2
n

- LC( s) + (1 + x) t
2) > W ( (1 +

x) 2
n

- LC( s) ) = 2W
h

(2
n

- LC( s) ) .这与 WN ( e) = k1 矛盾.故 c2 ≠t2

若 c2 > t2 ,显然 LC( s + e) = 2 n - t2 .反之若 c2 < t2 ,则有 LC ( s

+ e) = 2 n - c2 > 2 n - t2 .于是对所有的周期为 2 n的二元序列e

满足 LC( s + e) < LC ( s) , WN ( e) = k1 都有 LC ( s + e) = 2 n -

t2 .

故结论成立. #

定理 4　若 s是周期为 N = 2 n 的二元序列 , LC ( s)是其线

性复杂度.若

sN ( x) = (1 + x) 2
n

- LC( s) + (1 + x) t
2 + ⋯+ (1 + x) t

m

并且 W ( (1 + x) 2
n

- LC( s) + (1 + x) t
2) > W ( (1 + x) 2

n
- LC( s) ) ,其

中 2 n - LC( s) < t2 < ⋯< tm , m > 1 ,则

err2 ( s) = 2W
h

(2
n

- LC( s) ) + 2W
h

( t
2
) - 2W

h
( (2

n
- LC( s) ) ∧t

2
) + 1

并且 LCk
2

( s) ≤2 n - t3 ,其中 k2 = err2 ( s) .

证明　首先由定理 3得 LCk
1

( s) = 2 n - t2 其中 k1 = err1

( s) .设二元序列 e满足 eN ( x) = (1 + x) c
1 + (1 + x) c

2 + ⋯+ (1

+ x) c
k ,其中 c1 < c2 < ⋯< ck .下面证明只有当 c1 = 2 n - LC

( s)且 c2 = t2时才有 LC( s + e) < LCk
1

( s) < LC( s) .事实上 ,若

k = 1 ,则由定理 2得存在唯一的二元序列满足 LC ( s + e) <

LC( s)即 eN ( x) = (1 + x) 2
n

- LC( s) .但 LC ( s + e) = 2 n - t2 =

LCk
1

( s) ,故 k > 1.由定理 2要证明定理成立 ,只要证明对二元

序列 e都有 LC( s + e) ≥LCk
1

( s) = 2 n - t2 ,其中 e满足 eN ( x) =

(1 + x) c
1 + (1 + x) c

2 + ⋯+ (1 + x) c
k并且 0≤c1 = 2 n - LC ( s)

< c2 < ⋯< ck , c2≠t2 .事实上 ,若 c2 > t2 ,显然有 LC ( s + e) =

2 n - t2 .反之若 c2 < t2则有 LC( s + e) = 2 n - c2 > 2 n - t2 .故只

有当 c1 = 2 n - LC( s)并且 c2 = t2 时才有 LC ( s + e) < LCk
1

( s)

< LC( s) .又由定理 1得

W ( (1 + x) 2
n

- LC( s) + (1 + x) t
2 + (1 ( x) c

3 + ⋯+ (1 + x) c
k)

　　　　　≥W ( (1 + x) 2
n

- LC( s) + (1 + x) t
2) .

故由 err2 ( s)的定义得 err2 ( s) ≥W ( (1 + x) 2
n

- LC( s) + (1 +

x) t
2) .
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对满足 eN ( x) = (1 + x) 2
n

- LC( s) + (1 + x) t
2的二元序列 e ,

显然有　LC( s + e) = 2 n - t3 < LCk
1

( s) , W ( eN ( x) )

= W ( (1 + x) 2
n

- LC( s) + (1 + x) t2) .

由 err2 ( s)的定义和引理 4得

err2 ( s) = W ( (1 + x) 2
n

- LC( s) + (1 + x) t
2)

= 2W
h

(2
n

- LC( s) ) + 2W
h

( t
2
) - 2W

h
( (2

n
- LC( s) ) ∧t

2
) + 1

并且 LCk
2

( s) ≤2 n - t3 . #

由定理 4立得推论 1.

推论 1　设二元序列 s的周期为 2 n ,若序列的线性复杂度

为 2n ,则存在正整数 t1 , t2 , ⋯, tm ,0 < t1 < ⋯< tm使得 sN ( x) =

1 + (1 + x) t
1 + (1 + x) t

2 + ⋯+ (1 + x) t
m .若 t1不为 2的方幂 ,则

err2 ( s) = 2W
h

( t
1
) - 1 ,并且 LCk

2
( s) ≤2 n - t2其中 k2 = err2 ( s) .

证明　因为 LC( s) = 2 n易得 sN ( x) = 1 + (1 + x) t
1 + (1 +

x) t
2 + ⋯+ (1 + x) t

m其中 t1 , t2 , ⋯, tm 是正整数且 0 < t1 < t2 <

⋯< tm .断言 W (1 + (1 + x) t1) = 1当且仅当 t1为 2的方幂.事

实上 ,若 t1为 2的方幂 ,则 1 + (1 + x) t
1 = 1 + 1 + xt

1 = xt
1 .反

之若 W (1 + (1 + x) t
1) = 1 ,则 1 + (1 + x) t

1 = xt
1 ,即 t1 为 2的

方幂.由定理 4得 err2 ( s) = 2W
h

( t
1
) - 1并且 LCk

2
( s) ≤2 n - t2 ,

其中 k2 = err2 ( s) . #
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