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� � 摘 � 要: � 本文考虑具有频域和时域等式约束的FIR滤波器设计问题,提出一个非常有效的新算法 � � � 投影最小
二乘算法.该算法由两部分组成, 前一部分产生一个解析的最小二乘解, 后一部分将此解逐次投影到每个等式约束上.

该算法有两个显著特点:一是目标函数的 Hessian 矩阵不要求正定;二是由于采用平方根因子分解来计算增广 Hessian

矩阵及投影算子矩阵,算法具有很好的数字稳定性.以此算法为核心构成了一个迭代算法, 用于实现 FIR Nyquist 滤波

器的minimax设计. 设计例子表明了所提算法的有效性和数字稳定性.
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Projected Least�Squares Algorithms for Constrained FIR Filter

Design with Linear Equality Constraints
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Abstract: � The constrained FIR filter design with equality constraints in time�and frequency�domain is considered in this paper.

A projected least�squares algorithm is presented. The algorithm consists of a least�squares part providing an analytical initial solution,
and a projection part that projects the initial least�squares solution successively onto each equality constraint. An iterative procedure

with the algorithm as the iteration core has been applied to minimax design of Nyquist filter. Design examples demonstrate the effective�
ness and robustness of the proposed algorithms.
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1 � 引言

� � 在一些特定的应用场合, FIR滤波器除满足一般的频率
特性要求外,还要求满足一些时域的和(或)频域的约束条件.

如在图象处理等应用中,低通滤波器要求有单位直流增益;在

消除正弦干扰时,要求滤波器在干扰信号频率处幅值为零;数

据传输系统中的脉冲成形滤波器以及多速率系统中的插值滤

波器( Nyquist滤波器) ,要求其冲击响应除一点外等间隔地取

零值;等等. 约束滤波器的优化设计问题就是选择滤波器系数

使得滤波器在满足要求的约束条件下按某一准则逼近期望的

频率特性.过去几十年, 约束 FIR滤波器的设计问题受到很多

研究者的关注,提出了许多好的算法. 广义 Remez 算法[1]及其

他改进的 Remez 算法
[ 2~ 6]

可用于约束 FIR 滤波器的 minimax

设计,这些算法一般用于处理频域约束. 线性规划算法[ 7~ 9]可

以方便地处理时域和频域约束,但这类算法相当耗时. 逐次投

影算法[10~ 12]也可以方便有效地处理各种时域和频域约束,但

不能得到最优滤波器.

线性等式约束 FIR滤波器的最小二乘设计可归结为线性

等式约束下二次函数的极小化问题. 本文提出一种投影最小

二乘算法, 将增广目标函数的无约束极小点 (最小二乘解)逐

次投影到约束条件确定的可行域.该算法不要求Hessian 矩阵

正定, 且采用平方根因子分解来计算增广 Hessian 矩阵和投影

算子矩阵, 算法具有很好的数字稳定性.以此算法为核心的一

个迭代算法可用于线性等式约束FIR滤波器的 minimax设计.

Nyquist 滤波器的设计例子表明了本文所提算法的有效性和数

字稳定性.

2 � 投影最小二乘算法

� � 由于线性等式约束下FIR滤波器的最小二乘设计问题可

化为线性等式约束下二次函数的极小化问题(参考本文第 3

节) ,首先考虑如下线性等式约束下的二次函数极小化问题:

minimize
�

0. 5�TH�- f T� (1)

subject to Ai�= bi , i= 1, 2,  , m (2)

其中 �! Rn 为决策向量, H ! Rn ∀ n为对称非负的 Hessian 矩

阵, f ! Rn , A i ! R1 ∀ n为约束系数行向量, bi ! R 为约束右端常

数. 式(1)中的目标函数是一个二次函数, 式( 2)中的约束是线
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性约束. 对以上问题, 本文提出一个投影最小二乘算法, 如下

示.

(1) �H= H+ #
m

i= 1

A
T
iAi ,  f ∃ f + #

m

i= 1

A
T
i bi.

(2) Q(0)= �H- 1 , �( 0)= Q(0) f . (3)

(3)对 i = 1, 2,  , m,

�( i) = �( i- 1) +
Q( i- 1) AT

i

AiQ( i- 1) AT
i

[ bi- Ai�( i- 1) ] , (4)

Q( i )= Q( i- 1) -
Q( i- 1) ATiAiQ( i- 1)

AiQ( i- 1) ATi
(5)

算法的第 1步给 Hessian 矩阵 H 加上一个附加项以增加

其正定性.称 �H 及 0. 5�
T�H�-  f T�为问题(1) (2)的一个增广

Hessian 矩阵和增广目标函数. 算法的第 2 步就是计算该增广

目标函数的无约束极小点(最小二乘解) .

容易验证,对 j = 1, 2,  , i , AjQ( i ) x= 0 对任给的向量 x

成立, 即 Q( i)是把任一向量投影到子空间 { x | A jx= 0, j = 1,

2,  , i}的投影算子矩阵. 还可验证, 对 j = 1, 2,  , i, Aj�( i )
= bj 成立.因此, 算法的第 3 步实际上就是将最小二乘解 �

( 0)逐次投影到每个约束上,使每个约束得到满足 .

定理 1 � 若问题(1) (2)可行, 增广 Hessian 矩阵 �H 正定.

则问题有唯一解,上面的投影最小二乘算法收敛到此唯一解.

证明 � 在目标函数(1)中加上 0. 5 #
m

i= 1

( Ai�- bi )
2, 容易证

明问题(1) (2)等价于

� � minimize
�

0. 5�T �H�-  f T�+ 0. 5 #
m

i= 1

b 2i ,

� � subject to Ai�= bi , i= 1, 2,  , m

由于问题可行且 �H 正定, 上面的问题有唯一解, 从而问

题(1) (2)有唯一解.

引进辅助目标函数

L( �,�) ∃ 0. 5�T�H�-  f T�+ 0. 5 #
m

i= 1

[ b2i+ �( Ai�- bi )
2] ,

其中 �> 0 是一个非常大的实数.由于 �H 正定,辅助目标函数

L( �, �)有唯一的极小点.

利用式(3) ,忽略常数项, 可等价地把 L ( �, �)写成:

L( �,�)=
1
2 #

m

i= 1

�(Ai�- bi )
2+

1
2
[ �- �(0) ] TQ - 1(0) [�- �(0) ] .

关于 �进行极小化可得到下面的递推算法[ 13] :

�( i)= �( i- 1) +
�Q( i- 1) ATi

1+ �AiQ( i- 1) ATi
[ bi- Ai�( i- 1) ] ,

Q( i) = Q( i - 1)-
�Q( i - 1) ATiAiQ( i- 1)

1+ �AiQ( i - 1)A
T
i

,

其中 i = 1, 2,  , m, �( m)就是 L ( �, �)的极小点. 取 �趋于

无穷的极限就得到式(4)和式(5) .

根据外点罚函数理论, �趋于无穷时L ( �,�)极小点的极

限就是问题(1) (2)的解.由解的唯一性, 定理得证. %
可以看到, 投影最小二乘算法不必要求 Hessian 矩阵正

定,只要求增广Hessian 矩阵正定就可以了. 为了提高数字精

度及减少计算量, 我们用 Cholesky 平方根因子分解将增广

Hessian矩阵化为 XTX, 其中 X 是一个上三角方阵, 然后用高

斯消元法计算矩阵 X 的逆.

也可用平方根因子将投影算子矩阵 Q( i )分解为 G( i)

GT( i ) , 其中 G( i)是一个方阵.这时, 式(4)和式(5)可以化为

�( i) = �( i - 1)+
G( i - 1) GT( i - 1) ATi

AiG( i - 1) G
T( i - 1) ATi

[ bi- A i�( i - 1) ]

G( i )= G( i- 1) - G( i- 1)
GT( i- 1) ATiAiG( i - 1)

AiG( i - 1) GT( i - 1) AT

这样, 我们就得到以下形式的投影最小二乘(PLS)算法:

(1) �H∃ H+ #
m

i= 1

ATiAi ,  f ∃ f + #
m

i= 1

ATibi .

(2)计算 �H 的 Cholesky因子 X 使得�H= XTX ;

用高斯消元法求 G( 0)= X - 1 ;

计算 �(0)= G(0) GT(0) f .

(3)  ( i) = G
T
( i- 1) A

T
i ; !( i )=  ( i)

T
 ( i) ; ∀( i)

= G( i- 1)  ( i )

�( i) = �( i - 1)+ ∀( i) [ bi- A i�( i- 1) ] / !( i) ;

G( i) = G( i- 1) - ∀( i)  ( i) T/ !( i)

3 � 约束 FIR滤波器设计算法

� � 冲击响应为 h( n) ( n= 0, 1,  , N - 1)的 FIR滤波器的频

率响应为 H (e
j#
)= #

N- 1

n= 0

h( n)e
- j#n

, 当冲击响应系数对称或反

对称时, 相频响应是频率 #的线性函数, 这样的 FIR 滤波器

称为线性相位滤波器.线性相位 FIR滤波器的幅频响应是三

角函数的线性组合. 如 h ( n) 对称, N 为奇数时, 幅频响应

P( #)是如下余弦函数的线性组合:

P( #) = #
r

n= 0

�( n) cosn#= ∃( #) T�,

其中 r= (N - 1) / 2, ∃ ( #) = [ 1 cos#  cosr#]
T
, �= [ �0,

�1,  , �r ] T , �0, �1,  , �r 是与滤波器冲击响应相联系的系

数,

�0= h( r ) , �n= 2h( r- n) , n= 1, 2,  , r .

引言中列举的各种时域和频域约束均可表示为线性等式

约束 A i�= bi .设 D( #)为定义在通带阻带之并集的一个稠密

栅格 % = { #i , i= 1, 2,  ,  , M }上的期望幅频特性, 则线性

等式约束 FIR 滤波器最小二乘设计问题可表示为:

minimize
�

0. 5 #
M

i= 1

W( #i ) [ ∃( #i)
T�- D( #i ) ]

2, (6)

subject to Ai�= bi, i = 1, 2,  , m, (7)

其中 W( #)&0 为加权函数.引入

H ∃ #
M

i= 1

W( #i) ∃( #i) ∃
T( #i) , f ∃ #

M

i= 1

W( #i )D ( #i) ∃( #i) ,

(8)

则容易把问题化为( 1) ( 2)描述的二次函数的约束优化问题,

从而可应用第二节提出的投影最小二乘算法进行求解.

如果要使最大逼近误差达到最小, 则需考虑 minimax 设

计. 对于无约束 FIR滤波器的 minimax 设计, 文献 [ 14]证明了

它等价于在某个加权函数下的最小二乘设计.类似可以证明,
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线性等式约束下的 FIR 滤波器 minimax 设计等价于某加权函

数下的线性等式约束最小二乘设计问题. 迭代重加权最小二

乘算法[14~ 16]就是通过迭代计算一系列最小二乘问题,每次迭

代都根据逼近误差的信息来更新最小二乘问题的加权函数,

渐近得到产生minimax设计的加权函数, 最终得到 minimax 设

计.根据迭代重加权最小二乘算法的思想, 本文构造一个迭代

投影最小二乘( IPLS)算法, 用于等式约束 FIR滤波器的 mini�
max 设计.该算法以 W( 0) ( #i ) = 1( i= 1, 2,  , M )为初始权函

数.在第 k ( k= 0, 1,  )次迭代以 W ( k) ( #i )代替 W( #i ) , 用式

( 8)计算 H 及f ,并调用 PLS 算法求约束优化问题(1) ( 2)的解

�( k) .利用 ∃( #i)
T�( k) - D( #i )的信息, 根据下式更新权函数

后进行下一次迭代.

W ( k+ 1) ( #i) =
[ W( k) ( #i )+ &] | ∃ ( #i )

T�( k) - D( #i ) |
∋

#
M

j = 1

[ W ( k) ( #j ) + &] | ∃( #j)
T�( k) - D( #j ) |

∋

,

其中 i = 1, 2,  , M . 0< ∋< 2 和 0< &! 1 为可调参数, ∋的典

型取值范围是1. 0 到 1. 5. 本文取 ∋= 1. 4, &= 0. 000005. 迭代

的终止条件是:

#
M

i= 1

W( k) ( #i) 1-
[ ∃( #i)

T�( k) - D( #i ) ]
2

max
j
[ ∃( #j)

T�k- D( #j ) ]
2 ∋ (,

其中 (> 0 是预设的容许误差, 本文取 (= 0. 05.

Matlab中的 quadprog( )程序是一个标准的二次规划程序.

用于求解等式约束问题时,应用的算法是广义消去法[17] , 这

是目前最流行的等式约束二次规划算法之一, 该算法具有很

强的数字稳定性和较小的计算量. 为了比较 PLS 算法和广义

消去法的性能,我们构造了另一个迭代算法 � � � IQP算法. 它
与 IPLS 算法的区别是每次迭代都用 Matlab 函数 quadprog( )求

解等式约束二次规划问题(1) (2) .

4 � 在 FIR Nyquist滤波器设计中的应用

� � 线性相位 FIR Nyquist滤波器的冲击响应满足

h( r )= 1/ L , h( r+ kL) = 0, k= ( 1, ( 2,  ,

L 为Nyquist间隔. FIR Nyquist滤波器一般要求为低通滤波器,

其通带和阻带频率分别为 #p= (1- ))∗/ L 和 #s = ( 1+ ))∗/

L, 其中 0< )< 1.在过去的几十年里, Nyquist滤波器的设计问

题得到了比较广泛的研究
[ 7, 18, 19]

. Matlab6. 1 的滤波器设计工

具箱中就有一个专门用于设计 FIR Nyquist 滤波器的函数

firnyquist( ) , 该函数内嵌的等波纹设计方法设计的 Nyquist滤

波器具有等波纹的良好特性. 在下面的设计例子中, 将与此算

法进行比较.

由于 minimax 设计可以使最大逼近误差达到最小, 或者

等价地, 在给定最大逼近误差的前提下达到滤波器的长度最

小的目的. 本节考虑 FIR Nyquist滤波器的 minimax 设计.

例 1 � L= 8,)= 0. 3. 设计了各种长度的滤波器. 设计表

明, 当滤波器长度 N ∋ 265 时, IPLS 算法与 IQP算法所需的迭

代次数相同; 受数字精度的影响, 当 N > 265 时, 两个算法的

迭代次数略有不同, 当 N> 301 时, IQP算法计算失败, 当 N >

303 时, IPLS 算法也计算失败. 对于相同性能要求的滤波器设

计,完成相同次数的迭代, IPLS 算法所用的计算时间略少于

IQP算法. 由于这两个迭代算法的唯一区别就在于它们的迭

代核心不同, 一个是 PLS 算法, 另一个是广义消去法. 因此可

以说, PLS 算法的数字稳定性不亚于广义消去法, PLS 算法的

计算量也与广义消去法相当.

增大滤波器长度可以减小逼近误差, 但计算误差越发显

著.长度增加到一定程度时,计算误差过大,得不出合理的滤波

器.对于本例, IPLS 算法设计的滤波器长可以高达 303, 而

firnyquist( )函数(等波纹设计方法)只有 81.表明 IPLS 算法的数

字稳定性远优于 firnyquist( )函数中的等波纹设计方法. 比较所

得滤波器的频率特性,结果表明: IPLS 算法设计的滤波器虽然

可能不是等波纹的,但几乎是最优的;而 firnyquist( )函数虽然可

以得到等波纹滤波器,但最大波纹却明显比 IPLS 算法大.

表 1 是 N= 69 时算法及所得滤波器的性能比较. 图 1 和

图 2 分别是 IPLS 算法得到滤波器的幅频响应和单位冲击响

应.

表 1� 算法的性能比较比较

算法 通带波纹1 阻带波纹2 迭代次数 CPU时间/ s

IPLS 0. 004374 0.004418 28 0. 23

IQP 0. 004374 0.004418 28 0. 35

firnyquist ( ) 0. 006775 0.004546 � 0. 59

1, 2:最优值分别为 0.004365和 0.004415(线性规划算法得到)

表 2 � 约束和无约束 Nyquist滤波器的性能比较

滤波器 通带波纹 阻带波纹 P( 0) P( 0. 5∗)

有约束 0. 009459 0.009500 1 5. 38∀ 10- 17

无约束 0. 009233 0.009266 1. 009129 0. 008922

� � 例 2 � L= 4,)= 0. 15, N = 55,并要求具有单位直流增益,
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即 P (0) = 1,以及在 #= 0. 5∗处具有零幅值,即 P( 0. 5∗)= 0.

表2 列出了 IPLS 算法得到的约束 Nyquist滤波器的性能. 图 3

是该滤波器的幅频响应.为了比较, 表 2还列出了无 P( 0) = 1

及 P (0. 5∗) = 0 约束的 Nyquist滤波器的性能.

5 � 结论

� � 本文提出的等式约束二次目标函数极小化的投影最小二
乘算法,通过在 Hessian 矩阵中增加一个附加项来保证其正定

性,并采用平方根分解来计算增广 Hessian 矩阵及投影算子矩

阵以获得良好的数字稳定性.以此算法为核心, 采用迭代重加

权技术构造的迭代投影最小二乘算法成功地应用于 Nyquist

滤波器的设计.设计例子表明, 投影最小二乘算法在计算量和

数字稳定性方面均不亚于广义消去法, 迭代投影最小二乘算

法在数字稳定性方面远优于 firnyquist( )函数中的等波纹设计

方法.
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