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基于重要性抽样的最大似然方位估计方法

李　雄 ,黄建国 ,张群飞
(西北工业大学航海学院 ,陕西西安 710072)

　　摘　要 :　最大似然估计是公认的最佳估计器 ,但是计算量很大.为了解决它的计算量大的问题 ,本文把蒙特卡罗

方法与最大似然方位估计相结合 ,提出一种基于重要性抽样的最大似然方位估计新方法 (Maximum Likelihood DOA Esti2
mator Based on Importance Sampling ,简称 ISMLE) .研究结果表明 ,ISMLE方法不但保持了原最大似然方位估计方法的优

良性能 ,而且大大减小了计算量 ,把原方法的计算复杂度从 O ( L K)减少到 O ( K×H) .
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LI Xiong ,HUANGJian2guo ,ZHANG Qun2fei
( College of Marine , Northwestern Polytechnical University , Xi’an , Shaanxi 710072 , China)

Abstract :　Maximum Likelihood Estimator (MLE) has been shown to be the best performance in parameter estimation. Howev2
er ,the computation burden of MLE is very lagre. In order to resolve the question of computation burden ,Monte Carlo methods are com2
bined with maximum likelihood DOA estimator. A novel Maximum Likelihood DOA Estimator based on Importance Sampling ( ISMLE)

is proposed. ISMLE not only keeps the excellent performance of the original MLE ,but also reduces the computation greatly ,from the

computational complexity O ( L K) of original method to O ( K×H) .
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1　引言

　　阵列信号处理的高分辨技术一直是国内外十分关注的

研究热点 ,其中目标方位估计的高分辨技术是国内外研究的

重点.该项技术的突破对声纳、雷达、地质勘探、生物医学工

程等均有重要意义.

自 1979年由 Schmidt 等提出信号子空间方法以来 ,以

MUSIC方法为典型代表的高分辨定向技术成为研究的热点.

这类方法从空间分辨率上突破了波束形成系统的瑞利

(Rayleigh)限的制约 ,这些方法在较理想的应用环境中不同程

度取得了较好的估计性能 ,但是在恶劣条件下 ,特别是低信

噪比下 ,这些方法性能会迅速降低.实际工程应用迫切需要

分辨能力更高、性能更好的方位估计新方法.

最大似然估计器是公认的最佳估计器 ,不仅在高信噪比

下性能逼近克拉美罗下界 ;而且在低信噪比下也有很好的性

能[1 ,2 ] .但是最大似然估计需要进行多维网格搜索 ,计算量随

着目标个数的增加呈指数增长 ,工程上难以实时应用.

为了解决最大似然估计因计算量很大而难以应用的问

题 ,十分需要新的理论和方法 ,与最大似然估计方法相结合 ,

已期获得新的突破.近年来 ,蒙特卡罗 (Monte Carlo ,简称 MC)

方法在统计信号处理领域的重要性日益突出 ,国外已经把它

应用于目标参数估计等领域 ,取得新的进展 [3～6 ] .本文把 MC

方法重要性抽样 ( Importance Sampling ,简称 IS)与最大似然估

计方法相结合 ,提出一种基于重要性抽样的最大似然方位估

计新方法 ( ISMLE) .和最大似然方位估计方法相比 ,新方法不

仅十分显著地减少了计算量 ,而且保持了原最大似然方位估

计方法的优越性能.

2　最大似然方位估计方法

　　K个窄带信号源 ,频率分别为 f1 , f2 , ⋯, f K ,中心频率为

f0 .假设不同快拍、不同阵元上的接收到的噪声都彼此独立 ,

为零均值、方差σ2 的复高斯白噪声.阵列为均匀线列阵 , M

个阵元 ,阵元间距为 b ,信号源分别以θk ( k = 1 ,2 , ⋯, K)的入

射角到达阵列的各个阵元 ,如图 1所示 .

设第 1个阵元为参考阵元 ,相对于参考阵元 ,以θk 为入

射方向的第 k 个信号在第 m 个阵元上产生的时间延迟为
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τm (θk) = ( m - 1)
bsinθk

c
,其中 c为信号的传播速度.

令 X( t) = [ x1 ( t) , x2 ( t) ,⋯, xM ( t) ]T , n ( t) = [ n1 ( t) , n2 ( t) ,

⋯, nM ( t) ]T ,其中 xm ( t) , nm ( t)分别是第 m个阵元在 t时刻接收

到的信号和噪声. S ( t) = [ �S1 ( t) , �S2 ( t) ,⋯, �S K( t) ]T ,其中 �Sk ( t)是

第 k 个 信 号 源 在 t 时 刻 的 值. 设 a (θk ) =

1 ,exp j2πf k
bsinθk

c
,⋯,exp j2πf k ( M - 1)

bsinθk

c

T

,Θ 表示

未知的信号方位向量 , A (Θ) = [ a (θ1) , a (θ2) ,⋯, a (θk) ].

则阵列在 t时刻的输出信号表示为[7 ]

X( t) = A (Θ) S ( t) + n ( t) (1)

下面研究确定性最大似然估计.用阵列对空间的 K个信

号在等间隔的 N个时刻做齐次采样 ,由于 N 个采样 X1 , X2 ,

⋯, XN 独立同分布 ,则由式 (1)和噪声的相关假设 ,得到采样

数据的联合概率密度函数为

p( X1 , X2 ,⋯, XN) = ∏
N

t =1

1
πdet (σ2 I)

exp -
1
σ2 | X( t) - AS ( t) | 2

(2)

使上式最大 ,由文献[1 ,2 ,7 ]得到参数θ的最大似然估计为

　　　̂θ = arg min
θ

Tr ( I - A ( AH A) - 1 AH) R̂

= arg max
θ

Tr A ( AH A) - 1 AH R̂ (3)

其中 , R̂ =
1
N ∑

N

t =1

X( t) XH ( t)为采样协方差矩阵.

通过对θ进行多维网格搜索 ,得到 K个峰值对应的角度

就是被估计的 K个信号源的方位.研究表明最大似然方位估

计方法性能十分优良 ,尤其是在低信噪比条件下 ,要比子空

间类方法性能好的多[1 ,2 ,7 ] .但是 ,由于要进行多维网格搜索 ,

计算量非常大 ,随着目标维数的增加计算量呈指数增长 ,难

以工程实时应用. 因此迫切需要研究它的快速算法. 采用

Monte Carlo方法[8 ]来解决最大似然估计方法计算量大的问

题.

令 L (θ) = Tr A ( AH A) - 1 AH R̂ ,把它归一化 , L (θ) =

L (θ)

∫L (θ) dθ
.把θ视作随机变量 ,则 L (θ) 符合概率密度函数

(Probability Density Function ,简称 PDF)的要求 ,可以看作一种

伪概率密度函数 (pseudo2PDF) . 则方位参数θ= (θ1 ,θ2 , ⋯,

θK)的估计值为

θ̂k =∫⋯∫θk L (θ) dθ, k = 1 ,2 , ⋯, K (4)

这是一个多维积分 ,积分函数很复杂 ,用数值方法很难

得到积分的结果.但是它可以看作是数学期望 ,可以用 Monte

Carlo方法来求解.采用直接抽样的 MC方法从 L (θ)抽取样

本 ,得到样本向量θh , h = 1 ,2 , ⋯, H ,然后把样本均值作为θ

的估计值.但是由于L (θ)很复杂 ,是高维的非线性函数 ,直接

产生样本仍然要求多维积分[8 ] ,很难实现 ,因此不能直接抽

取样本.采用重要性抽样方法可以解决这个问题.

3　重要性抽样

　　重要性抽样是经典 Monte Carlo 方法里最常用的抽样方

法.基本原理如下[8 ]

I =∫h ( x) p ( x) dx =∫h ( x) p ( x)

g ( x)
g ( x) dx (5)

其中 p ( x) , g ( x)是概率密度函数.则积分 I估计为

Î =
1
H ∑

H

h =1

h ( xh)
p ( xh)

g ( xh)
(6)

这里 , xh是根据g ( x)分布抽取的第 h个样本.由文献[8 ]

得到 ,估计值 Î 是无偏的 ,其方差取决于 g ( x)的选择. g ( x)

称为重要函数 ( Importance Function ,简称 IF) .重要性抽样的关

键是重要函数的选取.为了减小估计的误差 ,重要函数应该

近似于原概率分布 ,而且为了实现方便 ,应该易于从其中抽

取样本.把 IS方法应用于最大似然方位估计方法 ,可以把从

难以抽取样本的概率密度L (θ)转换为从重要函数进行抽样.

4　基于重要性抽样的最大似然方位估计方法

　　把重要性抽样和最大似然方位估计方法相结合 ,研究该

方法中重要函数的选取.由前文得知 ,参数θ的最大似然估

计为
θ̂= arg max

θ
Tr A ( AH A) - 1 AH R̂ (7)

等价于
θ̂= arg max

θ
Tr MA ( AH A) - 1 AH R̂ (8)

令 L1 (θ) = exp (Tr{ MA ( AH A) - 1 AH R̂} )

= exp
M
N

Tr A ( AH A) - 1 AH∑
N

t =1

X( t) XH ( t) (9)

设 Y( t) = [ X1 ( t) , X2 , ⋯, XN ( t) ]则 R̂ =
1
N ∑

N

t =1

X ( t)

XH ( t) =
1
N

Y( t) Y( t) H ,故

　L1 (θ) = exp
M
N

Tr A ( AH A) - 1 AH∑
N

t =1

X( t) XH ( t)

= exp
M
N

Tr A ( AH A) - 1 AH Y( t) Y( t) H (10)

由式 (10)可知 ,若取 ( AH A) - 1 = I/ M ,其中 I 是 k ×k 维单位

矩阵 (实际上 ,如果目标的方位角间隔比较大时 ,该等式是成

立的) ,则上式化简为

L2 (θ) = exp
M
N

Tr A
I

M
AH Y( t) Y( t) H

= exp
1
N

Tr AAH Y( t) Y( t) H

= exp
1
N

Tr AH Y( t) Y( t) H A

= exp
1
N ∑

K

k =1
∑
N

n =1
∑
M- 1

m =0

Ym ( n) exp ( - j m2π 1
2

sin(θk) )
2

(11)

其中 , Ym ( n)表示 Y( t)的第 m行第 n列元素.

令 < =
1
2

sin (θ) , < = ( <1 , <2 , ⋯, <K) , I ( <) =
1
N ∑

N

n =1

∑
M- 1

m =0

Ym ( n) exp ( - j m2π<)
2
.可以看出 , I ( <)是波束形成的

空间谱[9 ] .则 L ( <) = L (θ) <= 1
2 sin (θ) .由式 (11)得到

L1 ( <) = exp
1
N ∑

K

k =1
∑
N

n =1
∑
M- 1

m =0

Ym ( n) exp ( - j m2π<k)
2

0351 　　电　　子　　学　　报 2005年



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

= exp ∑
K

k =1

1
N ∑

N

n =1
∑

M - 1

m =0

Ym ( n) exp ( - j m2π<k)
2

= exp ∑
K

k =1

I ( <k) = ∏

K

k =1

g ( <k) (12)

其中 , g ( <k) = exp ( I ( <k) ) .从上式可以看出 , L1 ( <)里的每一

个 <k都被分离出来 ,联合概率密度分布可以写成边缘分布

的乘积. <k的边缘分布都是相同的 ,为 g ( <) = exp ( I ( <) ) .选

择该分布为重要函数.因此产生一个样本向量 < ,转换为依据

该分布产生 K个独立的样本 <.

由于似然函数 L (θ)是一个多峰值的函数 ,有多个局部

极值 ,只有一个全局最大值 (考虑二维情形 ,假设θ1 <θ2 ,则

<1 < <2 ,因此是单峰的) ,如图 2所示 :

而我们的目的是寻找全局最大值.但是全局最大值相对

局部极值不突出 ,为了使样本均值逼近于全局最大值 ,全局

最大值要相对局部极值更加突出 ,曲面要更加尖锐 ,同时为

了避免数值计算困难 ,把它指数归一化如下 ,

　　L2 ( <) = exp (ρ1 L ( <) ) / exp (ρ1max( L ( <) ) )

= exp (ρ1 ( L ( <) - max( L ( <) ) ) ) (13)

比较图 2、图 3 ,可以看出 ,指数归一化后全局最大值明显突

出 ,曲面变得非常尖锐.

相应的对重要函数也进行指数化 , g1 ( <) = exp (ρ2 I ( <) ) ,

得到归一化的重要函数

g1 ( <) =
g1 ( <)

∫g1 ( <) d<
=

exp (ρ2 I ( <) )

∫exp (ρ2 I ( <) ) d<
(14)

样本依据该概率密度产生.

根据文献[4～6 ]中的方法 ,把计算样本的线性均值转换

为计算样本的循环均值 ,如下.因为角度和幅值无关 ,所以舍

去式中两个很复杂的归一化积分常量.这样处理不仅简化了

计算 ,而且减小了估计的误差.

　　̂<k =
1

2π∠
1
H ∑

H

h =1

L2 ( <h)

∏
K

k′=1

g1 ( <h ( k′) )

exp (j2π<h ( k′) )

=
1

2π∠
1
H ∑

H

h =1

L2 ( <h)

∏
K

k′=1

g1 ( <h ( k′) )

exp ( j2π<h ( k′) ) ,

k = 1 ,2 , ⋯, K　(15)

其中 , <h , h = 1 ,2 , ⋯, H是产生的 H个样本向量 , <h ( k′) , k′

= 1 ,2 , ⋯, K是 <h的第 k′个元素.

现把基于重要性抽样的最大似然方位估计方法的具体

实现步骤归纳如下 :

(1)根据文献[4 ]中的方法 ,由 g1 ( <)产生 H个样本向量

<h , h = 1 ,2 , ⋯, H.

(2)把产生的样本向量 <h ,代人式 (15) ,得到 <k 的估计值

<̂k , k = 1 ,2 , ⋯, K.

(3)由θ̂k = arcsin (2 <̂k) , k = 1 ,2 , ⋯, K,得到方位估计值.

5　仿真性能分析

　　仿真模型 :均匀线列阵 ,阵元数为 12 ,快拍数为 100 ,两个

目标方位角分别为 ±2°. 样本数为 5000 ,取ρ1 = 30 ,ρ2 =

01009.做 100次独立统计实验 ,得到不同信噪比下 ISMLE方

法的估计性能 ,并和原 MLE、MUSIC、MiniNorm方法以及 CRB

比较.

产生样本的频数直方分布如图 4.从图中可以看出 ,样本

主要集中在真值±2°附近.

从图 6、7可以看出 ,不管是高信噪比 ,还是低信噪比条件

下 ,MLE、ISMLE方法的估计性能都要比MUSIC、MiniNorm方法

好. ISMLE方法保持了原MLE方法的优良性能 ,分辨概率、均

方误差都逼近于原MLE方法 ,高信噪比下达到 CRB ,尤其是

低信噪比条件下比MUSIC、MiniNorm方法的性能要好.而且和

原MLE方法相比 ,ISMLE方法的计算量大大减小.原 MLE方

法采用 K维搜索 ,计算复杂度为 O ( L K) ;而 ISMLE方法的计

算量主要是样本的产生和样本权值的计算.由于采用黄金分

割搜索方法[10 ]产生样本 ,迭代收敛很快 ,计算复杂度近似为

O ( K×H) ,其中 H是样本的个数. H随目标个数 K的增加变

化不大.两种方法的计算量随目标源的增加而变化的曲线比

较见图 5 ,取 L = 400 , H = 5000.从图 5可以看出 ,原MLE方法

的计算量随着目标个数的增加呈指数增长 ,而 ISMLE方法的

计算量随着目标源的个数的增加线性变化 ,因此 ISMLE方法

和原MLE方法相比 ,在保持它的优良性能的同时 ,大大减小

了计算量.

6　结论

　　针对最大似然估计方法由于多维搜索而导致的计算量

大 ,难以工程应用的问题 ,利用蒙特卡罗方法 ,把重要性抽样

与最大似然方位估计方法相结合 ,提出了基于重要性抽样的

最大似然方位估计新方法 ( ISMLE) .给出了完整的理论推导
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过程 ,重点研究了重要函数的选取 ,并进行了仿真性能研究.

结果表明 ,ISMLE方法不但保持了 MLE方法的优良性能 ,高

信噪比下逼近于 CRB下界 ,低信噪比条件下性能明显比MU2
SIC、MiniNorm方法好 ;而且把 MLE方法的计算复杂度从 O

(L K)减少到 O ( K×H) ,大大减少了计算量 ,为最大似然方位

估计方法的工程实现提供了一种新途径.
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