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� � 摘 � 要: � 本文用摄动法求解了横向压阻效应四端硅压力传感器输出电压的两维偏微分方程,导出了器件的输出

电压与器件尺寸的关系;证明了随应力而变的输出电压最大值在器件横向 L / 2 处, 并给出了最大输出电压的解析表

达式.这些解析公式得到的计算结果, 都和数值解、实验数据相符合, 说明了得到的公式具有高的精度.用所给的解析

表达式可以很方便地进行器件设计和模拟.
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Abstract: � The paper resolved a two�dimensional partial differential equation of transverse piezoresistive effect transducers with

a method of perturbation. A relationship between the output voltage and device size has been gotten. We also verify that the max imum

output voltage is located at middle point of output terminal. An expression of the maximum output voltage has been given. The calcula�
tion results based on the expressions are fit to numerical and experimental values of devices. It shows that the analysis model we have

gotten is right. These expressions based on the paper can be used in design and simulation of four�terminal piezoresistive pressure

transducers.
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1 � 引言

� � 随着MEMS 技术的发展, 四端硅压力传感器已成为现代

硅压力传感器的基本单元, 得到了越来越广泛的应用[ 1, 2] . 这

种四端硅压力传感器的基本原理是利用了硅的横向压阻效

应,形成四端压阻传感器.由于它的性能与尺寸强烈相关, 所

以它的设计和性能参数都依靠一维解的结果再根据数值解或

实验加以修正后才能得到[ 1~ 3] .这对于设计者来说十分不便.

这篇文章用正则摄动法求解了四端硅压阻传感器的二阶

偏微分方程, 得到了输出电压与几何尺寸, 电导率之间的关

系.根据结果可以定量地给出输出电压, 分析几何尺寸与灵敏

度等参数之间的影响.所有结果均与数值解和实测结果符合.

全文共有四个部分:首先是四端硅压力传感器定解问题的导

出;接着用摄动法求解了输出电压; 得到了最大输出电压; 最

后讨论了四端硅压力传感器的物理现象, 并与数值解以及实

验情况的对比.

2 � 四端硅压阻式压力传感器的定解问题

� � 四端压阻传感器也有称为 X 型压阻传感器[ 3] , 图 1 是基

本器件的示意图.在图 1 的 A , B 端加上电压Vs 后, 器件上形

成稳定电场 .当应力作用时, 半导体的电导率发生改变, 由于

四端压阻是一个长为 L 宽为 W的四端器件, 所以关于电压的

方程是一个偏微分方程. 实际器件的厚度很薄, 故可以看成一

个平面, 只要考虑器件的二维效应, 既只要计算 xy 平面情况

即可. 同时,实际器件要在输出端加引出电极, 但是由于引出

电极很小, 所以器件的基本特性仍可由图( a)求解[ 1, 2] .

� � 求输出开路电压时,根据麦克斯韦方程组和电流连续方

程可以得到器件的电势 �的定解问题是[ 1, 2]

�2�
�x 2 + 2 

�2�
�x�y

+
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式中  =
 xys

 os
,  os是未受应力作用的薄层电导率;  xys是应力作

用后的薄层电导率的变化, 而且  os   xys. 上述定解问题由于

方程和边界条件复杂, 不能直接求解.
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3 � 正则摄动法求定解问题
� � 若 �( x , y )能够用正则摄动法求解, 则 �( x , y )可以用一

个关于小量 !的幂级数[ 4,5]表示为

�( x , y )= �0( x , y ) + �
n

!n�n ( x , y ) (3)

令  = !=
 xys
 os

, 将式(3)代入式(1)后得到

� 2�0

�x 2 +
�2�0

�y 2 + !
� 2�1

�x 2 + 2
�2�0

�x�y
+

�2�1

�y2
+ o( !2)= 0 (4)

对于本文的定解问题, !典型值为 0�01 以下, 故为一小

量,所以可忽略二阶小量以上的值. 为了让式( 4)对于一切 !

均成立,将式(4)中的系数为零, 可得到两个定解问题,他们是

�2�0

�x 2 +
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�y 2 = 0 ( 5a)
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��0
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��0
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| y= W= 0 (5b )
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求解式(5)和式(6)可得到 �( x , y ) .

求解定解问题(5) ,可得到

�0 ( x , y ) =
Vs

L
x (7)

定解问题(6)的解是

� � � �1( x , y )= �
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将 !用 代入, 并将式(7)和(8)代入式(2)可得到电势为

� � � �( x , y )=
Vs

L
x + �
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4 � 四端压力传感器的输出电压

� � 在 y= 0 和 y= W 上取两点 x 0和 xW 作为输出端, 两点间

的电势为输出电压,因此得到

� � Vo = �( x 0, 0)- �( xW, W)

=
Vs

L
( x 0- xW) + �

 

n= 1
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为了得到随应力而变的最大输出电压, 显然上式的第一项应

当为零, 第二项应最大. 所以应当有 x 0= xW= x , 这样上式可

写成
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下面我们根据 W/ L 的不同取值范围来求解最大输出电压的

解析表达式.

(1) W/ L 不是一个小量的情况

注意到 W/ L 取值的最常用范围是[ 1/ 3, 2]之间[ 1, 2] . 考虑

在这时的 th
(2n+ 1) ∀W

2L
的最小值为 th

3∀W
2L

= th
∀
2

= 0. 9170,

和它的渐近值 1 近似相等, 可以有

th
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th

( 2n+ 1) ∀W
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将上式代入( 10)后, 得到
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为了求 Vo max( x )的最大输出电压,对上式求导, 并注意到

�
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4
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2
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[ 6]

[ 0< x < ∀] , 于是得到
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将 x=
L
2
代入上式,得到 V#o max

L
2

= 0,因此 x =
L
2
是最大

输出电压处. 根据式(12)得到
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L
2
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∀W
2L

+ �
 

n= 1

( - 1) n

(2n+ 1) 2 (13)

�
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= G - 1! - 0. 084,其 G 是卡塔兰常数[ 6] ,得到
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L
2

=
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∀2 th
∀W
2L

- 0. 084 (14)

(2) W/ L 为一个小量

在 W/ L 为一个小量时, 设在 m 项后与渐近值相等, 式

(10)可以写成
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∀2 th
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L
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m
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1
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L
+
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1

(2n+ 1) 2
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2L

sin
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将式(15)的第三项写成它的渐近表达式,上式是
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L

+
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1
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将 X =
L
2
和卡塔兰常数(取三位)代入上式, 得到

� � Vo max
L
2

=
8 Vs

∀2 �
m

n= 0

(- 1) n

( 2n+ 1) 2
th

(2n+ 1) ∀W
2L

+ �
m

n= 1

( - 1) n+ 1

( 2n+ 1) 2
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由于 W/ L 是一个小量, 而式( 16)中求和都是有限项求

和, 故将 thnx 用级数展开至一次项, 得到
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Vo max
L
2

=
8 Vs

∀
2

∀W
2L �

m

n= 0

( - 1) n

(2n+ 1)
2+ �

m

n= 1

(- 1) n+ 1

(2n+ 1)
2- 0. 084

(17)

在 W/ L ! 1 时,对 m 取到 14,这时式(17)趋向一个常数, 得到

Vo max
L
2

= 0. 951 W
L
 Vs (18)

式( 18)是 W/ L ! 1 时的输出电压, 在 W/ L < 1/ 3 时可以用式

( 18)来计算输出电压.

5 � 计算结果与对比
� � 实际传感器的尺寸是 W/ L 在[ 1/ 3, 2]之间. 可以根据式

( 12)和式(14)来对 W/ L 在[ 1/ 3, 2]之间的传感器分析. 为了

便于对比,列出了 Vo 理想值和实验值分别是

Vo(理想)=
 xys
 os

W
L

Vs (19)

Vo(实验)=
 xys
 os

W
L

Vsf
L
W

(20)

所分析的有限尺寸器件输出特性讨论如下:

(1)器件灵敏度与器件尺寸的关系

根据式(12)和式(2)可以得到器件的灵敏度为

� #=
Vo/ Vs

Vo(理论) / Vs
=

8

∀2
L
W

th
∀W
2L

sin
∀
L
x

+
L
W �

 

n= 1

1

(2n+ 1)
2sin

(2n+ 1) ∀x
L

(21)

根据上式,画出 #

与宽长比W/ L 的关系

如图 2所示. 从图 2可

以看到宽长比变化

时, 器件两侧部分的

输出电压会随着变

化, 这被称为电源电

极短路效应. 而中间

部分受电极短路效应

的影响较小.在宽长比为 0. 5时, 输出电压最大值已经达到理

论值的 92. 3% ,而且电源电极短路效应也很小. 而在 W/ L = 2

时,最大输出电压仅有理论值的 37% . 因此器件宽长比最适

宜的情况是小于 1. 在 W/ L = 0. 3 时, 由于宽度比长度足够

小,电极短路效应减小很

多,输出电压趋向于一个

不依 x 而变的量,曲线应

趋于平坦. 由于式( 12)绘

图时只能取有限项, 所以

迭加项不够,这时曲线上

出现两个小的峰值, 绘图

时发现项数越多, 峰值越

小.

(2)最大输出电压

输出电压与 W/ L 关

系是由式(14)决定, 它与

输出理想值式( 19)都画在图 3上. 从图中可以看到在 W/ L 增

加时, 器件输出电压并不是如式(19)所示无限制增加,而是有

一个饱和值, 事实上 Vo
W
L =  = 0. 74

 xy
 os

Vs .这说明了
W
L
增

加到一定的值以后, 输出

电压有一个最大值. 由图

可见最大值约在 1 左右,

在 2 基本上是平的了. 这

也是常见的压阻器件不

超过 2 的原因.

为了对比, 我 们用

MATLAB 计算了数值解和

式( 14) 对比, 其结果如图

4 所示. 最大误差小于

8% .

6 � 结束语
� � 这篇文章用摄动法求解了四端硅压力传感器的两维偏微
分方程, 得到了输出电压的解析表达式.虽然输出电压已有数

值解模型, 但本文给出的结果精确、简练、便于实际人员设计

和模拟使用, 对实际生产有重要的意义.我们也用类似的方法

求解了引出电极对 Vo 的影响, 输出电阻的解析表达式,这些

将另文介绍.
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