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� � 摘 � 要: � 在高斯误差和 Doppler扩展条件下,研究信道估计时公共导频信道相关长度对天线阵的合并性能影

响. 假设信道估计通过相关W CDM A公共导频信道的 N 个符号来获得, 文章首先推导了相干 BPSK解调时平均 BER

性能的闭解表达式, 然后利用该平均 BER表达式对导频信道最优相关长度进行了分析,给出了最优相关长度的计算

方法, 并证明了最优相关长度 N只与最大 Doppler扩展 fd 和符号周期有关,与阵列参数以及天线接收的信噪比无关.
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Abstract: � M axmi um�ratio comb in ing (M RC) is a smi ple and effective comb ining scheme for adaptive an tenna

arrays to combat fad ing. H ow ever, it requ ires estmi ation of the spatial signatu re ( .i e. , the channel gain and phase at

each antenna element) of the des ired signal across the array. A ssum ing the channel estmi ation is obtained byN sym�
bols� correlation us ing common p ilot channel ( CP ICH ), we p roceed to develop a fu lly analytical assessmen t of the

mi pacts of Gauss ian error and Dopp ler spread on theM RC performance. The originality of the approach revolves a�
round the derivation of the closed�form exp ression for average b it error probab ility for coherent BPSK. The express ion

is then applied to find the optmi al correlation length of channel estmi ation. A s a resul,t the computingm ethod of opti�
mal correlation length has been given. It is also proved that the optmi al correlation lengthN was on ly correlativew ith

max mi al Dopp ler spread fd and symbol durat ion.

Key words: � antenna arrays; maxmi al�ratio combin ing; mi perfect channel estmi ation; G aussian error; Dopp ler

spread

1� 引言

� � 在多天线分集接收系统中,可以通过合并多个天线上

接收到的信号来提高系统性能.最大比合并 ( MRC)是线性

合并技术中一种最优的合并技术.通过选择最优的空间合

并加权矢量, MRC分集可以使得输出信噪比 ( SNR )最大

化
[ 1]

.文章提出的多天线最大比合并接收机如图 1所示,

每天线支路的复加权因子 ak始终与该支路信道增益的复

共轭保持一致.信道估计通过相关 WCDMA系统的公共导

频信道 ( CP ICH )来获得 ( CPICH信道如图 2所示 ).信道估

计时, 一方面高斯噪声会对信道估计引入高斯估计误差,

为了降低噪声对估计的影响,通常在相关时引入N个符号

长度的平均来增加估计精度,该平均的前提是假设信道衰

落在该平均周期内保持不变;另一方面, Dopp ler扩展会使

得信道衰落快速变化. Dopp ler扩展越大, 衰落变化速度越

快.因此对相关长度 N 的选择就存在一个折中, 相关长度

N太短,对噪声的抑制较差;相关长度N太长, Dopp ler扩展

的影响又不能保证信道衰落在相关周期 N内保持不变.本

文的目的就是研究存在高斯误差和 Dopp ler扩展时相关长

度对天线分集接收机性能的影响.
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图 1� 多天线最大比合并接收机

� � 已经有一些文献
研究了高斯误差和

Dopp ler扩展对分集

接收性能的影响. 文

献 [ 2~ 4]针对高斯误

差的影响进行分析. J

G Proak is在文献 [ 2]

中分析了存在高斯误

差时 MRC合并的平

均 BER性能, 该文中

的分析依靠相位作为

图 2� W CDMA公共导频信道 CP ICH

判决变量. 在文献

[ 3]中, Gans分析了

存在高斯估计误差

时 输 出 信 躁 比

( SNR )的概率密度

函数.近来, S R oy在

文献 [ 4]中首先推导

了归一化 SNR的概

率密度函数, 然后利

用推导 的归一 化

SNR概率密度函数

进一步推导了相干 BPSK解调时的中断概率和平均 BER性

能公式.以上文献都只针对高斯误差进行分析,并没有分析

Doppler扩展的影响.在文献 [ 5]中,作者分析自适应信道估

计器,提出根据 Dopp ler扩展来选择最优的信道估计滤波器

因子可以使得平均 BER最下化.但是文章并没有给出平均

BER性能的闭解表达式.在文献 [ 6]中,作者通过仿真方式

分析高斯误差和 Doppler扩展的综合影响,仿真结果表明综

合考虑高斯误差和 Doppler扩展时,存在最优的相关长度N

可以使得平均 BER最小化.然而该文只是通过仿真进行分

析,并没有给出最优平均相关长度 N的求解方法和平均

BER性能表达式.

尽管已经有这些文献对本文相关问题进行了分析,但是

联合分析高斯误差和 Dopp ler扩展对分集性能影响,并给出理

论推导结果的文献还没有看到.本文给出了解决该问题的一

个完整分析框架.我们首先推导了多天线最大比合并接收机

输出 SNR的概率密度函数闭解,然后利用该闭解进一步推导

了相干 BPSK解调的平均 BER性能闭解表达式.最后利用该

平均 BER表达式对最优相关长度N进行了分析,给出了求解

最优相关长度N的方法,证明了最优相关长度N只与 Doppler

扩展符号周期有关,与信道条件无关.

2� 信号模型和非理想信道估计

� � 文章考虑具有M 个接收天线单元的多天线分集接收

系统.天线阵接收到的信号包含用户信号的M 个副本和加

性高斯白噪声.离散化后 k时刻接收信号可以表示为

x( k) = c0 ( k) s0 (k) + n ( k) ( 1)

其中 co (k) = [ co1 (k),  , coM (k) ]
T
是M ! 1信道增益复矢量,

其具有宽平稳特性. s0 (k)是传输的宽平稳信号,平均传输功率

为 �2

s. n (k)是加性白高斯噪声复矢量,方差矩阵为Rnn = IM �
2

n.

其中 IM 是M !M单位矩阵.此处假设天线单元间距离足够
远,天线单元上的衰落互不相关,即衰落相关矩阵为E [ c0 (k)

c
H
0 (k) ] = IM �.参数 �是 c0i (k)的二阶矩.信道假设为 Rayleigh

衰落信道,且最大 Doppler扩展为 fd.

阵列信号进行加权合并之后的输出 SNR可以表示为

 0 (k) =
∀|w

H
0 ( k) c0 (k ) s0 ( k) |

2#
∀|w

H

0 (k) n (k) |
2 #

( 2)

其中∀∃ #表示期望平均, |∃ |表示取复数幅度. w 0 ( k)是空

间合并加权矢量.当信道增益矢量 w 0 ( k)被理想估计时,空

间加权矢量w 0 ( k)就等于信道衰落矢量 c0 ( k)的复共轭,此

时输出 SNR可以被最大化. 理想的输出 SNR可以表示

为
[ 4]  0 (k ) =

�2

s c
H

0 ( k) c0 (k)

�2
n

( 3)

然而在实际系统中,不可能对信道衰落矢量进行理想

估计,通常利用信道衰落矢量 c0 (m )的估计 ĉ0 (m )来进行

MRC合并.估计 ĉ0 (m )通过相关 W CDMA共同导频信道

CPICH的N个符号来获得.这里我们假设导频信道的扩频

码与业务信道的扩频码完全正交,即业务信道对信道估计

没有影响.在该假设条件下信道衰落矢量 c0 (m )的估计

ĉ0 (m )可以表示为:

ĉ0 (m ) =
1

N �2
s

∃ %
m+ �N /2&

k= m- � (N- 1 ) /2&
|p ( k) |

2
c0 (k ) + %

m+ �N /2&

k = m- �(N - 1) /2&
p

*
( k)n ( k) ( 4)

其中 p ( k)是公共导频信道 CPICH传输信号.文献 [ 3]已经

计算了存在 Doppler扩展时信道衰落的自相关函数为:

� E { c0i ( k) c
*
0i (k+ !) } = J 0 ( 2∀fd !) �

for� i∋ [ 1, 2,  , M ] � ( 5)

其中 fd是最大 Doppler扩展, !是时间延迟. J 0 (g )时第一类

零阶 Bessel函数.利用该式, 我们可以求出信道衰落矢量

估计 ĉ0 (m )的条件均值和方差为:

E { ĉ0 (m ) |c0 (m ) } =
%
N
c0 (m )

var{ ĉ0 (m ) } =
% 2

N
2 var{ c0 (m ) } +

�2
n

N �2
s

( 6)

其中% = %
N - 1

j= 0

J0 ( 2j∀fdT b ), T b是符号周期.

则在估计噪声等效的准则下,可以将 ĉ0 (m )表示为

c0 (m ) =
%
N
c0 (m ) + e (m ) ( 7)

其中
%
N
对应于 Doppler扩展的影响. e ( m ) = [ e1 (m ),

e2 (m ),  , eM (m ) ]
T
对应于高斯估计误差,它为一个高斯

随机变量矢量,其相关矩阵为 R ee = �
2

n (N �2

s ) IM .即 ei (m )

的方差为 �2
n (N �2

s ).

25第 � 1� 期 曹祁生: 非正交多重调制的研究



则多天线分集接收系统实际输出 SNR为:

 (m ) =
�2

s | ĉ
H

0 (m ) c0 (m ) |
2

∀| ĉ
H

0 (m ) n (m ) |
2#

( 8)

3� Rayle igh信道中相干 BPSK解调准确 BER性能

分析

3�1� 归一化 SNR的条件概率密度函数

与文献 [ 4]的处理方法相同,我们首先利用一个归一

化正交变换矩阵 P将信道衰落矢量 c0 (m )变换为只在第

一行有值, 其余行为 0的形式, 即 d0 (m ) = pc0 (m ) =

c
H
0 (m ) c0 (m )u, u= [ 1, 0,  , 0]

T
.则经过正交变换矩阵

P变换之后为:

d̂0 (m ) =
%
N

+ g1 (m ) d0 (m ) + h (m ) c
H
0 (m ) c0 (m ) ( 9)

其中 d̂0 (m ) = pĉ0 (m ), h (m ) = [ 0, g2 (m ),  , gM (m ) ]
T,

g (m ) = [ g1 (m ),  , gM (m ) ] = f (m ) / c
H
0 (m ) c0 (m ),

f (m ) = P∃ e (m ).因为 e(m )的自相关矩阵对于空间旋转

来讲是不变的,则新噪声矢量 f (m )的自相关矩阵与 e (m )

的相同.

利用式 ( 9),我们可以将实际输出 SNR( 8)表示为:

 =
�2

s |d̂
H

0 (m )d0 (m ) |
2

∀| d̂
H
0P ∃ n(m ) |

2#
=

�2

s

%
N

+ g1 (m)
2

(c
H

0 (m )c0 (m) )
2

%
N

+ g1 (m )

2

c
H
0 (m) c0 (m )+ h

H
(m )h(m)c

H
0 (m )c0 (m) �

2
n

( 10)

进一步可求出归一化 SNR #为:

#=
 
 0

=
1

1+
h

H
(m ) h (m )

|% /N + g1 (m ) |
2

( 11)

利用非中心 F �分布 [ 7]
,我们推导了归一化 SNR #的条件概

率密度函数为 (参考附录 A ):

f#(#| 0 ) = (M - 1) e
�( %

2

 0) / ( 2N )
1F 1 M; 1;

% 2  0

2N
#

∃ ( 1- #)M - 2
( 12)

其中1F 1 ( ∃, %, z)是合流超几何函数.

3�2� 输出 SNR的概率密度函数

在 Rayleigh衰落信道中,理想 SNR 0是一个 2M自由

度的 x
2
分布, 它的概率密度函数为 f (  0 ) =

 M - 1

0

  M0 & (M )

e
�(  0 /  0)

[ 1]

,其中   0 = ( �2

s � ) /�
2

n,表示每个天线单元上平均输

出 SNR.我们已经获得了归一化信躁比 #=  / 0的条件概

率密度函数,因此实际输出 SNR  的概率密度函数可以通

过下面的积分来获得:

f ( ) = (
)

 

1
 0

f#| 0

 
 0

|  0 f ( 0 )d 0 ( 13)

利用 [ 8, p�318, eq. 3�382] ,实际输出 SNR 的概率密度函

数可以表示为

f ( ) =   �M0
% 2

2N
+

1

  0

�(M - 1)

e
- r( %

2

/ ( 2N ) + 1/ (   0) )
1F1 M; 1;

% 2

2N
 

( 14)

利用库默尔变换
[ 9]
,有

1F 1 (∃;  ; z) = e
z

1F1 ( - ∃;  ; - z) ( 15)

则可以将式 ( 14 )重新表示为

f ( ) =   �M0
% 2

2N
+

1

  0

�(M - 1)

e
- (  /  0) ! 1F 1 1-M; 1;

% 2

2N
 ( 16)

注意到上式合流超几何函数的第一个参数小于 0,可以利

用索宁多项式
[ 10]
将实际输出 SNR的概率密度函数 f ( )表

示为闭解形式,即

f ( ) =   �M0
% 2

2N
+

1

  0

�(M - 1)

e
�( / 0)

%
M - 1

k = 0

C
k

M - 1

% 2

2N
 

k

k!
( 17)

3�3� BPSK解调时平均 BER性能

对于 BPSK调制,某一确定输出 SNR的条件 BER为P
BPSK
b

( ) [1] =Q (  ) [1].可以将条件 BER在输出 SNR 的概率密度

函数上进行平均来获得 BPSK调制时的平均 BER:

P
BPSK

b = (
)

0

Q (  )f ( )d 

=   �M0 %
2

2N
+

1
  0

�(M - 1)

%
M - 1

k= 0
C
k
M - 1
%

2

2N

k

Q3 ( 18)

其中 Q3 = (
)

0

Q (  )
k!

 k e- (  /  0) d . 我们已经在附录 B中推

导了 Q3的闭解表达式 (参考附录 B )

Q3 =
1
2
  k+ 1

0 1-
  0

  0 + 2
%
k

i= 0

C
i
2i

1

2  0 + 4

k

( 19)

最后将 Q 3带入并化简就得到了 BPSK调制时平均 BER性

能表达式:

� P bp sk
b =

1
2 1-

% 2

2N
+

1
  0

�(M - 1)

%
M - 1

k = 0

C
k
M - 1

% 2

2N

k

∃ 1

  0

M - 1- k   0

  0 + 2 %
k

i= 0

C
i

2i

1

2  0 + 4

i

( 20)

为了验证式 ( 20)在无 Dopp ler扩展时的正确性,我们令最

大 Doppler扩展 fd 等于 0,且N趋于无穷,并注意到对于 i=

0, 1,  , M - 2,上式第一层求和的累加项在N 趋于无穷时

都等于零只有 i=M - 1时非零.化简后有

� P bp sk
b =

1

2
1- ∋ %

M - 1

i= 0

C
i
2i

1- ∋2

4

i

, ∋=
  0

  0 + 2
( 21)

式 ( 21)与 J Proak is在文献 [ 1]中推导的公式等价.

图 3给出了当 fd = 0,本文推导的式 ( 20 )与文献 [ 1]推

导的公式在 N趋于无穷时的对比 ∗ .当 fd = 0时, 有 % =

%
N- 1

j= 0

J0 ( 2jp∃ 0∃ T b ) = N, 于是式 ( 7)变成 ĉ0 (m ) = c0 (m )
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∗ 文中的仿真根据 W CDMA规范进行,即仿真中的载波频率和

符号周期 T b分别是 2GH z和 6. 25! 10- 5秒



图 3� 公式 ( 20 )的正确性验证

+ e(m ),且 ei (m )的

方差 �2

n /(N �
2

s )在 N

趋于无穷时趋于零,

则 ĉ0 (m )趋于 c0 (m ),

即理想信道估计. 从

图 3给出的结果来

看,当 fd = 0时, 本文

推导的公式 ( 20 )在 N

趋于无穷时趋近于文

献 [ 1]推导的公式.

由于 Dopp ler扩

� 图 4� 平均 BER与相关长度 N 的关系

(天线数 M = 4)

展的影响, 使得信

道增益在式 ( 4 )的

相关区间 N内并不

保持不变, 特别是

终端高速移动的时

候.相关区间越长

( N 越 大 ) , 因

Dopp ler扩展而引

入的估计误差也越

大.但是因高斯噪

声而引入的高斯估

计误差 (式的最后

一项 )却需要长的相关区间来减小 ei (m )的方差.因此存在

一个合理的相关长度N可以使得平均 BER最小.图 4给出

了以   0和终端移动速度 V为参数时,平均 BER与相关长

度 N的关系.图中的曲线可以分为两组, 分别对应于   0 =

10和   0 = 2.每组曲线包括终端移动速度 V = 100, 200和

300Km / h时的结果.从仿真结果可以看出,对于不同的终

端移动速度, 存在一个最优的相关长度 N 可以使得平均

BER最小.从两组曲线之间的对比来看,最优相关长度 N

值只与终端移动速度 V有关,与   0无关.

4� 最优相关长度 N分析

� � 图 4已经表示在高斯估计误差和 Dopp ler扩展的综合

影响下,存在一个最优的相关长度N可以使得平均 BER最

小.在本部分,我们针对最优相关长度 N进行分析.

将 P
bp sk

b 对于 N进行求导,并令导数为零就可以求出最

优的相关长度 N.首先我们定义 Q =
% 2

2N
.求导之后并令导

数为零有:

d (P
bp sk
b )

dN
=
d (P

bp sk
b )

dQ
!dQ
dN

= ( !Q�N = 0 ( 22)

其中 ( 表示平均 BER P
bp sk

b 对 Q的导数, Q �N 表示 Q对 N

求导.我们在附录 C证明了平均 BERP
bp sk
b 是关于Q的递减

函数,即 ( < 0(参考附录 C) ,因此式 ( 22 )等价于

Q �N = 0 ( 23)

式 ( 23)表示当 Q得到其最大值时, P
bp sk
b 得到其最小值.至

此,我们可以得出一个重要结论:相关长度 N 的最优值只

与 D opp ler扩展和符号周期有关,与天线阵列参数和信号

功率参数无关.

显然,利用式 ( 23)来求解理论上的最优相关长度N将

会计算非常复杂.本部分的目的就是寻求合理的近似方法

来求解最优N的近似解.本文采用 Bessel函数的多项式展

开来对最优的相关长度 N进行分析.第一类零阶 Bessel函

数可以近似为
[ 10]
:

J0 ( z) = %
K

k= 0

( - 1)
k
( z)

2k

2
2k
(k! )

2 ( 24)

� 图 5� Q值的近似精度比较 (天线数 M =

4 )

图 5给出了

Q值的近似值与真

实值之间的比较.

Q值的近似计算结

果分别利用 Bessel

函数的 2阶和 1阶

近似 (即 J0 ( z ) =

%
K

k= 0

( - 1) k ( z) 2k

2
2k
( k! )

2 ,

选择K = 2或 1 )来

计算, 而 Q值的真

实值直接利用 Bes�
sel函数来计算.仿真结果显示K = 2是最小的近似阶数.它

表示K = 2是最小的整数可以使得近似后的 Q曲线的最大

值位置与 Q的真实曲线的最大值位置保持一致,而使得 Q

曲线出现最大值的 N就为最优的相关长度N.

利用 Bessel函数的 2阶近似,我们将式 ( 23)展开成了

关于N的多项式形式 (参考附录 D)

� � �
9D

4

20
N

4
-

7D
4

8
N

3
+

5D
4

12
-

5D
2

3
N

2

� � � � � � +
3D

2

2
N -

D
4

120
+
D

2

6
- 1 = 0 ( 25)

其中 D = ∀fdT b.方程的最小正实数解就为最优相关长度

N.

表 1列出了不同终端移动速度时的最优相关长度 N

的近似值和理论值之间的计算结果比较.最优 N的近似值

利用式 ( 25)来计算,而最优N的理论值直接利用式 ( 23)来

计算. 从仿真结果可以看出, 近似后的最优结果与理论值

较好吻合,但计算复杂度又不会太大.

表 1� 不同终端移动速度时的最优相关长度

V(Km /h) 100 200 300 400 500

最优 N 的近似值 (符号数 ) 24 12 8 6 5

最优 N 的理论值 (符号数 ) 25 12 9 7 5

5� 结论

� � 文章分析了存在高斯估计误差和 Doppler扩展条件下

的最大比合并性能.文章假设信道增益的估计是通过相关

W CDMA公共导频信道的N 个符号来获得.在存在高斯估
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计误差和 Dopp ler扩展的影响下,文章推导出的结果包括:

实际输出 SNR概率密度函数的闭解形式,相干 BPSK解调

的平均 BER性能闭解表达式.利用平均 BER表达式,文章

分析了相关长度N对平均 BER性能的影响.分析表明在高

斯估计误差和 Dopp ler扩展的综合影响下, 存在一个最优

的相关长度N可以使得平均 BER最小.文章还证明相关长

度 N的最优值只与最大 Dopp ler扩展和符号周期有关,与

天线阵列参数和信号功率参数无关.

附录 A:

在本附录中,我们推导归一化 SNR的条件概率密度函

数.

我们首先定义

a = h
H
(m )h (m ) = %

M

i= 2

[ rea l
2
{ gi (m ) } + img

2
{gi (m ) } ]

b = | % /N + g1 (m ) |
2

( 26)

则可定义 c=
|% /N + g1 (m ) |

2

h
H
(m ) h (m )

=
b

a
,则归一化信躁比 #=

 
 0

=
1

1+ 1 /c
.

由文献 [ 1]可知 a是具有 2M - 2自由度的 x
2
变量.其

中 real{gi (m ) }和 img {gi (m ) }的方差为
s

2c
H
0 (m ) c0 (m )

, s=

�2
n

N �2
s

.

我们对 b= |% /N + g1 (m ) |
2
进行变换有:

b=

%
N
( 1+ j ) + g1 (m ) ( 1+ j )

2

2
=

|Hx + Hj y |
2

2
( 27)

其 中 H x =
%
N

+ real{g1 (m ) } - img { g1 (m ) } , H y =

%
N

+ rea l{g1 (m ) } + img {g1 (m ) } .从变换可以看出 H x

和H y是相互独立的高斯随机变量,他们的均值为
%
N
,方差

为
s

c
H
0 (m ) c0 (m )

.

则 b是非中心、2自由度的 x
2
变量

[ 1]
.

定义 c�=

%
N �

+ g1 (m ) /�
2

/2

|g2 (m ) /� |
2
+  + |gM (m ) /� |

2
/2(M - 1)

= c(M - 1),其中 �=
s

c
H
0 (m ) c0 (m )

.

则根据文献 [ 7], c�是非中心 F分布,其概率密度函数

为

fc� ( c�) = (M - 1) e
- ( % /N � ) 2

/2

∃ 1F1 M; 1;

1

2

1

M - 1

%
N �

2

c�

1+
1

M - 1
c�

1

M - 1

1+
c�

M - 1

M ( 28)

由于 c�= c(M - 1),则 c的概率密度函数为:

fc ( c) = (M - 1)
1

( 1+ c)
M e

- ( % /N �)
2
/2

1F1 M; 1;

1
2
%
N �

2

c

1+ c

( 29)

由于 #=
 
 0

=
1

1+ 1 /c
,通过简单变换就可以求出 #的条件

概率密度函数为:

� f#( #) = (M - 1) e
- (% /N �)

2

/2
1F 1 M; 1;

1

2

%
N �

2

#

∃ ( 1- #)M - 2
( 30)

最后将 s和 �带入式 ( 30),有 #=  
 0

的条件概率密度函数

为

f# (#) = (M - 1 ) e
- ( % 2

 0 /2N )
( 1- #)M - 2

1F1 M; 1;
% 2 0

2N
#

( 31)

附录 B:

在本附录中,我们推导 Q3 ( 19)的闭解表达式.

经过变量替换, Q3可以表示为非完全 G amma函数、指

数函数以及幂函数的混合积分形式:

� � � Q3 = (
)

0

Q (  ) k e�(  /  0)
d 

=
1

2 p (
)

0

 k e�(  /  0) & 1
2
,
 
2
d ( 32)

根据 [ 8, eq. 6. 455. 1, p663] ,式 ( 32)中的积分可以表示为

超几何函数形式 2F 1 (∃; %;  ; z).即

� � � Q3 =
1

2 2p

& k+
3
2

2  0

  0 + 2

k+
3
2

k+ 1

∃ 2F1 1; k+
3
2
; k+ 2;

2
  0 + 2

( 33)

文献 [ 11]已经推导了当 2F1 1; k+
1
2
; k+ 1;

2
  0 + 2

中 k是

整数时,它可以表示为闭解形式 [ 11, eq. 11] .利用该结果,

将 Q3最终表示为:

Q3 =
1
2
  k+ 1

0 1-
  0

  0 + 2
%
k

i= 0

C
i
2i

1
2  0 + 4

k

( 34)

附录 C:

在本附录中,我们证明平均 BER是关于 Q =
% 2

2N
的单

调递减函数.即 ( < 0.

要证明平均 BER ( 20 )是关于 Q =
% 2

2N
的单调递减函

数,即证明

� H (Q ) = Q +
1

  0

�(M - 1)

%
M- 1

k= 0

C
k
M - 1 (Q )

k 1

  0

M - 1- k
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∃ %
k

i= 0

C
i

2i

1

2  0 + 4

i

� Q > 0,   0 > 0

是 Q的单调递增函数.将H (Q )重新表示为:

H (Q ) = %
M - 1

i = 0
%
M - 1

k= i

C
k

M - 1

Qk

Q +
1

  0

M - 1

1
  0

M - 1- k

� ∃ C
i

2i

1

2  0 + 4

i

= %
M - 1

i= 0

f1 (Q; I;   0 )

= 1+ %
M - 2

i = 1

f (Q; i,   0 ) + C
M - 1
2(M - 1)

M - 1

Q

2  0 + 4

M - 1

Q +
1

  0

M - 1 ( 35)

其中

f (Q; i,   0 ) = C
i

2i

1
2  0 + 4

i

%
M - 1

k= i

C
k

M - 1

Q
k

Q +
1

  0

(M - 1)

∃
1

  0

M - 1- k

( 36)

观察式 ( 35 ),第一项为常数,最后一项为 Q的递增函数.

下面证明对于 i∋ ( 1, M - 2), f (Q; i,   0 )都是 Q的递增

函数.

将 f (Q; i,   0 )重新表示为:

f (Q; i,   0 ) = C
i
2i

1
2  0 + 4

i %
M - 1

k = i

C
k

M - 1Q
k 1

  0

M- 1- k

Q +
1

  0

M- 1

= C
i

2i

1
2  0 + 4

�
%
M - 1

k = i

C
k
M- 1Q

k 1
  0

M- 1- k

%
i- 1

j= 0

C
j
M - 1Q

j 1

  0

M- 1- j

+ %
M - 1

j= i

C
j
M- 1Q

j 1

  0

M- 1- j

= C
i

2i

1

2  0 + 4

i
1

f1 (Q; i)

f2 (Q; i)
+ 1

其中

f1 (Q; i) = %
i- 1

j= 0

C
j

M - 1Q
j- i 1

  0

M - 1- j

f2 (Q; i) = %
M - 1

k = i

C
k

M - 1Q
k- i 1

  0

M - 1- k

.

观察 f1 (Q; i) ,由于 j+ i- 1,显然在定义域内, f1 (Q; i)是关

于 Q的单调递减函数.观察 f2 (Q; i),由于 k, i,则 f2 (Q; i)

是关于 Q的单调递增函数.因此对于 i∋ ( 1, M - 2), f (Q; i,

  0 )都是单调递增函数.则 H (Q )是单调递增函数, 平均

BER是关于 Q的单调递减函数.因此平均 BER关于 Q的

导数小于零.即

( < 0 ( 37)

命题得证.

附录 D:将式 ( 23)展开成关于N的多项式

利用 Bessel函数的 2阶近似, Q可以被展开为:

Q−
%

2

k = 0

( - 1)
k
( 2∀fdT b )

2k

2
2k
(k! )

2 %
N- 1

j= 0

j
2k 2

2N
=
( % 2 (N ) )

2

2N
( 38)

其中% 2 (N )为

� % 2 (N ) = %
2

k = 0

( - 1)
k
( 2∀fdT b )

2k

2
2k
( k! )

2
%
N- 1

j= 0

j
2k

=
D

4

20
N

5
-
D

4

8
N

4
+

D
4

12
-
D

3

3
N

3
+
D

2

2
N

2

� -
D

4

120
+
D

2

6
- 1 N ( 39)

其 中 D = ∀fdT b. 则 QN 可 以 被 表 示 为

2% 2 (N ) % �2 (N )N - ( % 2 (N ) )
2

2N
2 ,其中 % �2 (N )表示 % 2 (N )

对 N求倒数.

注意到 % 2 (N )在 N > 0的条件下将不等于 0, 则式

( 23)等效于

2% �2 (N )N - % 2 (N ) = 0 ( 40)

将式 ( 39)带入式 ( 40)后,可以将式 ( 40 )展开成关于 N的

多项式形式:

� � � 9D
4

20
N

5
-

7D
4

8
N

4
+

5D
4

12
-

5D
2

3
N

3
+

3D
2

2
N

2

� � � � � -
D

4

120
+
D

2

6
- 1 N = 0 ( 41)

注意到 N大于 0,则最终的展开结果为:

� � � 9D
4

20
N

4
-

7D
4

8
N

3
+

5D
4

12
-

5D
2

3
N

2
+

3D
2

2
N

� � � � � � -
D

4

120
+
D

2

6
- 1 = 0 ( 42)

最优相关长度N的近似解即为式 ( 42)的最小正解.
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