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基于非线性小波阈值的各向异性扩散方程

姜东焕,冯象初,宋国乡
(西安电子科技大学理学院应用数学系,陕西西安 710071 )

� � 摘 � 要: � 本文给出了林石算子定义的扩散方程的小波阈值等价形式, 并在此基础上对林石算子定义的扩散系
数计算公式进行了修改, 将其中估计各阶导数时所用的高斯线性滤波图像改成平移不变小波非线性阈值图像,这样避

免了高斯滤波引起的过度光滑和边界移动.实验结果表明新的扩散方程在保持边缘位置的同时能更有效地去除噪声.
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An Anisotropic Diffusion Equation Based on NonlinearW avelet Shrinkage

JIANG Dong�huan, FENG X iang�chu, SONG Guo�x iang
(D epartm en t of ma them atics, X id ian Universi ty, X i 'an, Shaanxi 710071, Ch ina )

Abstract: � This paper presen ts an equ ivalen t formation v ia wavelet threshold of the d iffusion equation defined
by L in�sh i operator. Based on the equ ivalent formation, there are some revisionsmade for the diffusion coefficient by
replacing the Gaussian filtered mi agew ith the translational�invarian t nonlinearwavelet thresholded mi agewhen do es�
tmi ation of all the derivation levels. Th is revis ionw ill be ab le to avoid the over�smoothness and edge movement resu l�
ting from the Gauss ian filter. F inally, expermi ental resu lts show that the new d iffus ion equation is effective to elmi inate

no isewh ile main tain ing the edge location s.
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1� 引言

� � 1针对 Perona�Malik算子 [1]
和 Catt�算子

[ 2]
不能保留

图像窄边缘的缺点,林宙辰和石青云
[ 3, 4]
于 1999年提出了

一种新算子,以下简称为林石算子.它具有以上两个算子

的优点:能够去除噪声,性能稳定及保持边缘位置.它还能

保持图像中有意义的较强的尖峰和窄边缘.具体地说,它

把扩散系数修改为

g= e- ( (�� (G� I) � 2+ (G� Ixx ) 2+ 2(G� Ixy ) 2+ (G� Iy y)
2) /K 2) ( 1)

在尖峰处, � � I� = 0, 但是由于尖峰处二阶导数往往是局部

极大值, 在零交叉点处, 二阶导数往往较小, 所以根据 ( 1)可

知在尖峰处, 扩散系数变的较小, 因此扩散的就比较慢, 有利

于保持尖峰. 从而保留了细节边缘, 处理后的图像有较强的真

实感.

高斯模糊实际上是一种线性低通滤波,这种滤波使得图

像的边界及大梯度地方也被模糊掉了. 使用线性低通滤波会

有边界移位, 为了避免高斯滤波的这些缺点, 构造一个非线性

滤波的扩散系数是很重要的.

2� 林石算子的等价形式

2!1� 离散扩散方程与小波阈值之间的等价关系
PM razek和 JW eickert

[ 5]
研究了对于一维信号来说,在

一定条件下扩散方程和平移不变小波阈值之间有等价关

系.即扩散的一步稳定的离散与单尺度的平移不变 Haar小

波阈值是等价的,并且从现有的扩散函数推出了新的阈值

函数,我们经常使用的阈值函数也对应着一些典型的扩散

函数.在二维情况存在同样的结论
[ 6]

,设 S表示平移不变

Haar小波阈值, �为扩散方程的时间步长,  , !, ∀, #分别表

示四个包含 ( i, j )点的 2  2邻域
{ i, i+ 1}  { j, j+ 1}; { i, i+ 1}  { j- 1, j };

{ i- 1, i}  { j, j+ 1}; { i- 1, i}  { j- 1, j }

∃! {  , !, ∀, #}, V
∃
, W

∃
x, W

∃
y, W

∃
xy表示图像在 ∃邻域的一层

Haar小波分解. g为扩散系数,那么当满足

� � S (W
∃
x ) =W

∃
x ( 1- 4�g ( (W

∃
x )

2
+ (W

∃
y )

2
) ) ,

� � S (W
∃
y ) =W

∃
y ( 1- 4�g ( (W

∃
x )

2
+ (W

∃
y )

2
) ) ,

( 2)
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S(W
∃
xy ) =W

∃
xy.

时,扩散方程的一步稳定离散与小波单尺度阈值是等价

的.这些基于扩散的小波阈值与一般的小波阈值不同,它

们只是在二维小波分解的水平方向和垂直方向进行耦合

阈值,而保留对角方向的小波系数.它们具有非线性扩散

的一个重要性质,旋转不变性.

由式 ( 2)可知, 线性扩散一步稳定离散与单尺度的平

移不变 H aar小波线性阈值是等价的.

2!2� 林石算子的小波阈值等价形式
当 t= �2 /2时,经过高斯函数 G � 平滑的图像与经过经

典热传导方程演化到 t时刻的图像是相同的,所以经过高斯

平滑就相当于以下单尺度平移不变 H aar小波线性阈值,

� � � � �

Sl (W
∃
x ) = ( 1- 4 t)W

∃
x ,

Sl (W
∃
y ) = ( 1- 4 t)W

∃
y ,

Sl (W ∃
xy ) =W ∃

xy.

( 3)

又因高斯卷积与求导算子可交换顺序,我们可以先对图像

做高斯卷积再求导,从而林石算子的等价形式为:

g= e
- ( � ∀ (S lI) � 2

+ ( (S lI) xx )
2
+ 2( (S lI) xy )

2
+ ( ( S lI)y y )

2
/K

2
)

( 4)

3� 新算子

� � 林石算子中高斯滤波会造成对原图像的过度平滑和
边界移位,我们选用非线性小波耦合阈值代替线性高斯滤

波能够克服该缺点,由于一般的小波阈值是在二维小波分

解的三个方向上的阈值,所以它的去噪效果会比小波耦合

阈值好一些,因此我们用一般的非线性小波阈值代替林石

算子的等价形式中的线性小波阈值,就得到了基于非线性

小波阈值的各向异性扩散方程.修改 ( 1)中的扩散系数为:

g= e
- ( (� ∀ ( SnI) � 2

+ ( (SnI) xx )
2
+ 2( (SnI)x y )

2
+ ( (SnI) yy )

2
) /K

2
)

( 5)

其中 Sn I表示对图像 I做平移不变小波非线性阈值
[8]

.因

为小波变换具有多分辨率特性,所以它能够很好地保留边

缘;小波变换经常用于图像去噪中,所以用基于小波非线

性阈值的扩散方程扩散时, 能够很好地去除图像中的噪

声.

4� 离散格式

� � 我们对时间维采用前向差分,对 Ix和 Iy的逼近采用前

向或后向差分均可,但不能使用中心差分,因为这样会使

尖峰处 � ∀ ( Sn I ) � 2
+ ( ( Sn I )xx )

2
+ 2 ( ( Sn I ) xy )

2
+

( (Sn I) yy )
2
的值减小,不利于保持尖峰.根据文献 [ 1, 3 ],

计算格式为:

I
k+ 1

i, j = I
k

i, j + %t∀ (CN ∀ DN I
k

i, j + C s∀ DS I
k

i, j + CE ∀DE I
k

i, j

+ CW ∀ DW I
k
i, j ) ( 6)

其中

DN I
k
i, j = I

k
i- 1, j - I

k
i, j, � DS I

k
i, j = I

k
i+ 1, j - I

k
i, j

DE I
k

i, j = I
k

i, j+ 1 - I
k

i, j, � DW I
k

i, j = I
k

i, j- 1 - I
k

i, j

#Ik = Sn I
k

a
k

i, j = ( ( #Ik
) xx )

2

i, j + 2( ( #Ik
) xy )

2
+ ( ( #Ik ) xy )

2

i, j

CN = g (� ( ∀ ( #Ik ) ) i- 1, j �
2
+ a

k
i, j )

CS = g (� ( ∀ ( #Ik
) ) i+ 1, j �

2
+ a

k
i, j )

CE = g (� ( ∀ ( #Ik ) ) i, j+ 1 �
2
+ a

k

i, j )

CW = g (� ( ∀ ( #Ik
) ) i, j- 1 �

2
+ a

k

i, j )

( ( #Ik
) xx ) i, j = ( #Ik ) i, j- 1 - 2( #Ik

) i, j + ( #Ik ) i, j+ 1

( ( #Ik
) yy ) i, j = ( #Ik ) i- 1, j - 2( #Ik

) i, j + ( #Ik ) i+ 1, j

( ( #Ik
) xy ) i, j = ( ( #Ik

) i+ 1, j+ 1 - ( #Ik
) i+ 1, j- 1 - ( #Ik

) i- 1, j+ 1

+ ( #Ik
) i- 1, j- 1 ) /4

而且要满足 0# %t# 1 /4,这是式 ( 6)稳定性的条件.并且此

时容易证明, m # I
k+ 1
i, j # M, 其中, m = m in { I

k
i, j, I

k
i- 1, j, I

k
i+ 1, j,

I
k

i, j+ 1, I
k

i, j- 1 }, M = m ax{ I
k

i, j, I
k

i- 1, j, I
k

i+ 1, j, I
k

i, j+ 1, I
k

i, j- 1 }.即去噪后

的图像不会产生新的极值点.

5� 仿真与结论

� � 进行仿真实验时,需确定两个参数,梯度阈值 K,停止

时间 T.在本文中取 K = 10, T = 1.在其他文献
[ 3]
中这两个

参数的选取都是自适应的,选取依据见
[ 3, 9]

.本文仿真结果

说明这两个参数也可以不自适应确定,就能得到比较理想

的效果.

实验先后通过对一幅文字图像和标准 lena图像分别

加高斯白噪声和乘性 speck le噪声来比较新算子和林石算

子定义的各向异性扩散方程的性能.在本文中用的是平移

不变 db4小波软阈值,阈值选用 matlab中提供的 ddencmp

函数得到的默认阈值.时间步长取 0. 1.图 1和图 2给出了

实验结果,左图均是加噪图像,中间是林石算子处理后的

图像, 右边是本文中新算子处理后的结果.由实验结果可

以看出新算子比林石算子能更好地去除噪声和保持图像

的细节.表 1和表 2中信噪比 ( SNR )、峰值信噪比 ( PSNR )

及均方根误差 ( RM SE)也从客观上表明了文中方法的优越

性.

由图 1和表 1中的数据可以知道:本文中新算子比林

石算子的一个重要的优越性体现在对噪声强度大的高斯

噪声污染的图像的处理效果也很理想.林石算子只适合去

除不太强的高斯噪声,如果高斯噪声很强,由于高斯噪声

往往是颗粒状的, 林石算子对尖峰状的边缘有保留倾向,

所以在处理后的图像上会留下一些孤立的斑点.而小波对

高斯噪声处理的效果很好,所以基于非线性小波阈值的扩

散方程可以弥补林石算子不能处理高强度的高斯噪声的

缺点,对于高强度的高斯噪声处理的效果也很理想.

对于椒盐噪声,新算子和林石算子处理后的图像质量

较差.所以该方法不适合于处理含有椒盐噪声的图像.

本文提出了一种基于非线性小波阈值的各向异性扩

散方程.在计算扩散系数时是在非线性小波阈值后的图像

上估计各阶导数.这样不但能够保持图像中的尖峰和窄边

缘,还能有效地去除噪声,更好地保持边缘位置.处理后的

图像清晰度和对比度都大大增加.与林石算子不同的是,
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该算子对图像上均匀分布的高强度的高斯噪声处理效果

很理想.

图 1� 左边是加方差为 0!1的高斯白噪声的一幅文字图像,中间

是经林石算子处理的结果, 右边是文中新算子的处理结

果,迭代次数 10次, k= 10.

图 2� 左边是加方差为 0!02的 speck le乘性噪声的 lena图像,

中间是林石算子处理后的图像,右边是本文中新算子处

理的结果,迭代次数 10次, K = 10.

表 1� 性能参数比较

�
加高斯噪声文字图像 林石算子 新算子

SNR PSNR RMSE SNR PSNR RM SE SNR PSNR RM S

0. 02 7. 428 19. 992 25. 525 7. 509 20. 072 25. 288 10. 492 23. 055 17. 938

0. 06 2. 658 15. 221 44. 206 2. 681 15. 244 44. 09 5. 792 18. 355 30. 815

0. 1 0. 462 13. 025 56. 921 0. 472 13. 036 56. 853 3. 626 16. 190 39. 541

表 2� 性能参数比较

V
加乘性噪声 lena图像 林石算子 新算子

SNR PSNR RMSE SNR PSNR RM SE SNR PSNR RM S

0. 02 8. 431 22. 997 18. 058 8. 573 23. 139 17. 766 14. 801 29. 367 8. 673

0. 06 3. 860 18. 426 30. 565 3. 888 18. 455 30. 465 11. 276 25. 842 13. 014

0. 1 1. 724 16. 290 39. 087 1. 735 16. 301 39. 038 9. 567 24. 133 15. 844
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