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基于边缘定向增强的各向异性扩散抑噪方法

谢美华,王正明
(国防科技大学理学院数学系,湖南长沙 410073 )

� � 摘 � 要: � 本文提出了一个新的边缘定向增强扩散模型.针对现有各向异性扩散方程中, 边缘增强扩散模型不能
正确地对边缘定向, 而相干增强扩散模型易在光滑处产生虚假边缘的缺点, 本文的模型采用基于非线性光滑算子的边

缘定向算子对边缘定向, 并根据边缘的位置和方向设置扩散张量的特征根, 使其在光滑区域沿边缘方向和垂直边缘方

向均具有较大值, 而在边缘区域垂直边缘方向值小, 沿边缘方向值大,从而达到既保护边缘又去除噪声的目的,在整幅

图像上均具有较好的去噪效果. 理论分析和数值计算结果均表明, 本文方法具有比现有扩散去噪方法更好的去噪效

果, 同时在峰值信噪比和边缘保护指数方面具有显著优势.
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Edge�D irected Enhancing Based Anisotropic D iffusion Denoising

X IEM e i�hua, WANG Zheng�m ing
(Dep t of Ma th em atics, N ationa l Un iversity of DefenseT echnology, Chang sha,H unan 410073, Ch ina )

Abstract: � This paper puts forward a new edge�d irected enhancing based an isotropic d iffusion mode.l S ince
edge enhancing d iffus ion can not get right edge d irection, and coherence enhancing d iffus ion often induces false edges

in mi age denoising, our new model adap ts a new operator for edge orien tation based on non linear smooth ing operator,

and defines eigenvalues on edges' orientation such that the new tensor has large eigenvalues in both grad ient direction

and edge d irection on the slippy region of mi age, bu t has small eigenvalues in grad ien t d irection and large eigenvalues

in edge d irection on the edge region of mi age. So it can remove no ise efficien tly and keep edges better at the same

tmi e to get good resu lt on the whole mi age. Both theory analys is and num erical results show that the new model has

better denosing results than the known d iffusion mode,l and has h igher peak signal to noise ratio and h igher edge pre�
served index.

Key words: � mi age denoising; partial d ifferen tial equation; diffusion tensor; eigenvector; eigenvalue; edge ori�
en tation

1� 引言

� � 受硬件、环境、人为等因素的影响,图像总是不可避免
地存在噪声,这些噪声在较大程度上影响了图像细节的真

实情况,使图像质量降低. 传统的图像去噪方法主要滤除

图像的高频成分.由于图像的细节也分布在高频区域,所

以总是在对噪声进行滤除的同时模糊了图像的边缘.

偏微分方程 ( PDE )方法近几年开始大量应用于图象

去噪,其高质量的处理结果已引起人们的广泛关注
[ 1~ 14]

.

其发展主要沿三个方向进行.第一,由线性扩散到非线性

扩散的转变,而非线性方程又以 P�M扩散 [ 3]
为代表;第二,

由简单的一类方程到多类方程综合成一个复杂方程的转

变,包括低阶与高阶的综合
[4]
, 正扩散与逆扩散的综

合
[ 5, 6]

,以及实扩散与复扩散的综合
[ 7]
等; 第三,由偏微分

方程的一步实现到多步实现的转变,如各向异性扩散方

程
[ 8, 9]
先用线性方程对边缘定向,再用非线性方程实现沿

边缘方向的扩散, 实现了线性方程与非线性方程的结合.

各向异性扩散模型中,扩散系数在平坦处作用较大, 而在

边缘处尽可能沿边缘方向扩散,因此能较好地解决去噪与

边缘保护的矛盾. 目前,偏微分方程去噪研究的重点仍放

在多类方程的综合和偏微分方程的多步实现上.但是,由

于多类方程的综合往往会增加约束参数的个数和模型的

复杂性,给处理带来较大的麻烦,所以其前景较偏微分方

程的多步实现方法差.

边缘增强扩散和相干增强扩散体现了沿边缘方向扩

散大而垂直边缘方向扩散小以保护边缘的思想,但是,却
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未能获得高质量的去噪效果.这是因为边缘增强扩散虽然

有合理的扩散张量特征根, 却未能正确地对边缘定向,而

相干增强扩散能准确确定边缘方向,但其扩散张量的特征

值没有考虑到光滑区域与边缘区域之间的差别,往往会在

光滑区域产生许多虚假边缘,极大地影响图像的质量.本

文旨在针对边缘增强扩散和相干增强扩散的优缺点建立

一个新的边缘定向增强扩散模型.

2� 偏微分方程去噪模型

2�1� 基本模型
令 u0表示一个含噪的灰值图像.一种对 u0 (x, y )抑噪

的方法是求解下面能量函数的极小值

� E (u ) =
�
2 �
�

(u- u0 )
2
dx dy + �

�

 1 ( |u
2
x + u

2
y |) dxdy

+ �
�

 2 ( |uxx + uyy | ) dxdy ( 1)

其中 �为正则化参数, �为图像的支撑域.式 ( 1)中的前一

项用以约束去噪图像与原图像的逼近程度,而后一项用以

约束图像的光滑程度.

对极值问题式 ( 1),应用 E luer方程,并引进时间参数

t,可转化为求解如下偏微分方程

!tu= F[ u (x, y, t) ] ( 2)

式中 u ( t)是随时间演化的图像, F: R �R表示一个特定算
法所对应的算子.根据 F定义的不同可分为线性扩散、非

线性扩散、各向异性扩散等.其中,线性扩散模型为
[ 2]

!t u= C∀u

u |t= 0 = u0
( 3)

这里扩散系数 C为常数.利用线性方程去噪等价于图像的

高斯光滑.而非线性扩散方程模型中扩散系数是关于梯度

| u |的减函数, P�M扩散 [ 3]
方程中扩散系数 C定义为

C(  u ) = l
2
/ ( l

2
+  u 2

),其中 l为常数 ( 4)

2�2� 各向异性扩散模型
各向异性扩散采用下述模型

!t u= div(D  u )

u ( 0, x, y) = u0 (x, y)
( 5)

其中 D为 2  2的扩散矩阵,通过构造其特征向量与特征

根获得.在边缘增强扩散中, D的特征向量与  u#! u#=
 u# u

T
#相同,其中 u#= u ( ! , t)* K #, K # ( ! )为高斯光滑

核,显然这两个特征根分别对应图像的垂直边缘方向和沿

边缘方向.而在文献 [ 8]中边缘增强扩散 D的特征根为

�1 = 1

�2l = l
2
/( l

2
+  u 2

)
( 6)

其中 �1对应沿边缘方向的特征向量, �2对应垂直边缘方

向的特征向量.

与边缘增强扩散不同,在相干增强扩散中, D的特征向

量与下述结构算子 J 相同
[ 9]

J ( u# ) = K  * (  u#! u#), � �  ∀0 ( 7)

这显然也对应了图像抑噪后的垂直边缘方向和沿边缘方

向.而D的特征值取为

�1 = ∃ ( 8)

�2 =

∃, if� %1 = %2

∃+ ( 1- ∃) exp -
C

(%1 - %2 )
2 , else

( 9)

%1, %2为 u#! u#的特征值. C为大于零的常数, ∃# ( 0,

1),常取一个很小的值. �1对应沿边缘方向的特征向量, �2

对应垂直边缘方向的特征向量.

3� 边缘定向增强扩散模型

3�1� 各向异性扩散的性质
定理 1� 设 u0 为原始图像, D为扩散矩阵, p 1, p 2为其

规范正交的特征向量,分别为图像的垂直边缘方向和沿边

缘方向, �1, �2为其相应的特征根,则利用式 ( 5 )对 u0进行

光滑近似于分别以 �1、�2的速度沿 p1、p 2方向光滑.

证 � 设 p1 = ( p11, p12 )
T
, p 2 = (p 21, p22 )

T
,由于图像的边

缘方向在小范围内基本不变,所以 p 1、p 2在一定范围内取

常值,此时

!u
!t
= �1 (p

2

11uxx + 2p11p 12uxy + p
2

12uyy )

� + �2 (p
2

21uxx + 2p 21 p22uxy + p
2

22uyy )

= �1 p11
!(p 11ux + p 12uy )

!x
+ p12

!(p11ux + p12uy )

!y

� + �2 p 21
!(p 21ux + p 22uy )

!x + p 22
!(p 21ux + p 22uy )

!y

= �1
!(p11ux + p12uy )

!p 1
+ �2

!(p21ux + p22uy )

!p 2

= �1
!2u
!p 21

+ �2
!2u
!p 22

因此, u沿 p1、p 2方向扩散的速度分别为 �1、�2,定理证毕.

定理 1表明,各向异性扩散之所以以图像的垂直边缘

方向和沿边缘方向为扩散矩阵的特征向量,是为了在设置

特征根时保证沿边缘方向特征根大,垂直边缘方向特征根

小,以达到增强边缘的目的.

3�2� 各向异性扩散方程的优缺点分析
分析上述两种各向异性扩散方程的建模过程可知,他

们都有各自的优缺点.

式 ( 6)表明边缘增强扩散的特征根沿边缘方向取大

值,而垂直边缘方向则随梯度的增大而减小,因而有保护

边缘的作用. 但是边缘增强扩散的边缘定向算子  u#!
 u#不能正确地对边缘定向.这是因为图像中存在噪声,当

尺度 #取得小时,不足以抑制噪声, 得到的边缘方向波动

大,而 #取得大时,又会使一些具有相同边缘方向但符号不

同的点产生正负抵消.图 1右上、左下为 #= 0. 5及 #= 5

时,根据 u#! u#对边缘定向的结果,其中黑色表示该点
处存在水平边缘, 白色表示竖直边缘,而斜向边缘用灰色

表示, 颜色越深表示越倾向于水平边缘. 值得注意的是这
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里 135∃边缘和 45∃边缘不能用颜色区分,因此在图中得不
到体现,但在计算时可以区别.不难看出,右上图受噪声影

响,波动很大,左下图的边缘方向完全不对.

而相干增强扩散采用边缘定向算子 J ,更有利于确定

边缘方向.这是因为扩散张量 J 中大尺度  作用在 u#!
 u#上,这样不会产生因符号不同所引发的问题.图 1右下

为 #= 0. 4,  = 5时根据 J 对边缘定向的结果, 对照原图

(左 ),其定向结果很准确.但是,观察式 ( 8 )可发现特征根

�1的取值为一个很小的常数 ∃,即 �1的取值总是很小.而

为抑制光滑区域噪声, �2的取值在光滑区域会较大,因此

在光滑区域也会沿一个方向扩散,从而导致虚假边缘的出

现.

图 1� 不同边缘定向算子的边缘定向结果

左上为原图,右上与左下为 #= 0. 5与 #= 5时,

 u#!  u#的定向结果,右下为 #= 0. 4,  = 5时,

J 的定向结果.

3�3� 特征向量的重构
下面从特征向量与特征根重构的角度出发构造新的

扩散张量D
*
.先考虑特征向量的获取.

图 1表明边缘定向算子 J 能较好地对边缘定向, 但该

算子中起主要作用的光滑算子是线性扩散方程,这往往会

将间杂在一大片具有相似边缘方向中的少数其他边缘方

向淹没,如图 2所示,图右下角的大片纵向边缘中包含了

小段的横向边缘,但经高斯函数作用后这些小段边缘就被

淹没了.为此, 需采用下面非线性光滑算子作用后的边缘

定向算子

� H l ( u# ) = G ( u#!  u# )

=
G ( ( u#, x )

2
), G ( u#, x u#, y )

G (u#, x u#, y ), G ( (u#, y )
2
)

( 10)

其中 G ( ! )为对应式 ( 4 )的 P�M非线性光滑算子, 参数 l

即为式 ( 4)中的参数 l.观察图 2右可发现,使用非线性算

子后,右下角的小段横向边缘得到了较好的保留. 为使式

( 10)中的参数适用于迭代过程中不断平滑的图像,将参数

l与 #均设为时变的,得到新的边缘定向算子

H l ( t) ( u#( t ) ) = G ( u#( t) ! u#( t ) )

=
G ( ( u#( t), x )

2
) , G (u#( t ), x u#( t), y )

G (u#( t), x u#( t ), y ) G ( ( u#( t), y )
2
)

( 11)

为简单起见,下面仍将H l( t ) ( u#( t ) )记为 H l (  u# ).

D
*
与H l ( u#)有相同的特征向量.

图 2� 不同边缘定向算子对遥感图像的边缘定向结果

左为原图,中为  = 5, #= 0. 529时, J ( u #)的定向结果,

右为H l ( u#)的定向结果,图的颜色含义与图 1同

3�4� 特征根的重构
根据沿边缘方向扩散的思想,在光滑区域两个特征根

的取值均应大, 在边缘区域垂直边缘方向的特征根小,而

沿边缘方向特征根大,因此有新特征根

�*1 = o1 (x, y ) c1+ o2 (x, y) &1

�*2 = o1 (x, y ) c2+ o2 (x, y) &2
( 12)

其中, c1, c2分别为光滑区域垂直于边缘方向和沿边缘方向

的特征根, &1, &2分别为边缘区域垂直于边缘方向和沿边

缘方向的特征根, o1 (x, y ), o2 (x, y )为权函数,满足

o1 (x, y )为梯度 | u |的减函数,而 o2 (x, y)

为梯度 | u |的增函数;
0% o1 (x, y ), o2 (x, y) % 1,

o2 (x, y ) = 1- o1 ( x, y);

o1 (x, y )& 0, (x, y)为边缘点; o2 (x, y )& 0,

(x, y )为光滑点.

�

( 13- 1)

( 13- 2)

( 13- 3)

为选取合适的权函数,必须对边缘正确定位,一般而言

可采用梯度函数作为边缘检测算子,但是由于图像中含有

噪声,可取高斯光滑后的梯度算子.从而可将权函数取为

o1 (x, y ) =
k
2

k
2
+ | u# |

2, o2 (x, y ) =
| u# |

2

k
2
+ | u# |

2 ( 14)

在满足式 ( 13)的情况下, o1 (x, y )可以取很多形式,如指数

形式 o1 (x, y ) = e
- | u# |等.

在光滑区域沿两个方向的扩散系数均应大, 因此, c1,

c2可取为

c1 = h
2 /( h2 + | u# |

2 )

c2 = 1
( 15)

在边缘区域沿边缘方向特征根 &2取值大,而垂直边缘方向

特征根 &1取值小,因此, &1, &2可取为

&1 = ∃

&2 = 1- e
- | u# | /∋

2 ( 16)

据此,可构造以 �*1、�
*

2 为特征根, H l ( u#)的特征向量为
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特征向量的扩散张量D
*
.得

!u
!t
= d iv(D

*  u ), D*
= (p 1, p 2 )

�*1 , 0

0, �*2

p
T
1

p
T
2

( 17)

事实上,式 ( 15)、( 16 )中特征根的取值也可以是其他的形

式,只要保证其取值趋势不变.

方程 ( 17)的解通过如下迭代过程逼近

u
n+ 1

= u
n
+ ∀t! ( d iv(D

*  un ) ),

D
*
= (p 1 (u

n
), p 2 (u

n
) )

�*1 (u
n
), 0

0 �*2 (u
n
)

p
T

1 ( u
n
)

p
T

2 ( u
n
)

( 18)

其中, u
n
为第 n次迭代结果, ∀t为步长, D*

根据 u
n
及时反

馈更新.算子 ( ! )采用中心差分格式:

 u i, j =
1
2

ui+ 1, j + ui- 1, j - 2ui, j

ui, j+ 1 + ui, j- 1 - 2ui, j
( 19)

采用对称边界条件: u0, j = u1, j, um + 1, j = um, j, ui, 0 = ui, 1, ui, n+ 1

= ui, n.

3�5� 矩阵 D
*
的性质

定理 2� 由上述过程获得的扩散张量 D
*
具有下述性

质:

� � ( ∋ )光滑性,即 D
* # C(

(R
2�R 2  2

)

( ) )对称性,即任给对称矩阵H # R 2  2
, d

*

i, j (H ) = d
*

j, i

(H );

( ∗ )一致正定性,即任给 w: � �R2
满足 |w ( x ) |% K,

D
*
(H l (w ) )存在一个正的下界 v( k).

证 � (∋ )光滑性; 图像 u经过高斯算子光滑后得到的 u#

是无穷可微的, 而从式 ( 12)中 H l ( u# )的构造及式 ( 13) ~

( 17)中 D
*
的特征根的构造可知, D

*
的特征向量和特征根

都是关于 u#的无穷可微函数, 因此 D
* # C

(
(R

2 �R 2  2
).

( ) )对称性; 由式 ( 18)对称性显然. ( iii)一致正定性;从

�*1、�
*

2 定义可知

�*1 =
k
2

k
2
+ w

2 !
h
2

h
2
+ w

2 +
w

2

k
2
+ w

2 ∃∀
k
2

k
2
+ w

2 !
h
2

h
2
+ w

2

�*2 =
k
2

k
2
+ w

2 +
w
2

k
2
+ w

2 ( 1- e
- w

2

/ r
2

) ∀
k
2

k
2
+ w

2

由于 |w (x ) | % k,显然, �*1 ∀
k
2

k
2
+ K

2 !
h
2

h
2
+ K

2,

�*2 ∀
k
2

k2 + K 2,定理证毕.

4� 模型的适定性与边缘保护指数

4�1� 模型的适定性
与相干增强扩散一样,边缘定向增强扩散的解具有很

好的适定性.假设 u0: � � R有界, � 为 m 维空间,称为 u0

的支撑域, l> 0, #> 0,令 a= inf
�
u0, b= sup

�
u0,考虑如下扩散

滤波问题

!t u= d iv(D (H l ( u# ) ) u ), � x# �, t# ( 0, ( )

u (x, 0) = u0 (x )

+D (H l ( u#) ) u, n,= 0, � x# !�, t# ( 0, ( )

( 20)

其中, n为外法线矢量, +! , ! ,为通常的内积,扩散张量 D

= (d ij )满足定理 2所示的三条性质,则可证明如下定理.

定理 3(适定性、光滑性、极值原理 ) � 问题 ( 20 )在分

布概念下具有唯一解 u (x, y, t),对 t> 0该解具有光滑性质

u# C (
( ∀�  ( 0, ( ) ),同时,该解依范数 − ! −L

2

( � )连续依

赖于 u0 ( x ), 并满足极值原理 a % u ( x, t ) % b, x # �,

t# ( 0, ( ).

证 � 参见文献 [ 9].

4�2� 边缘保护指数
由于边缘处的梯度是表征边缘清晰度的主要标志,为

衡量去噪后图像边缘保护的程度,定义如下基于边缘处对

比度的边缘保护指数

EPE (u ) = - 10 log10
.

(i, j )# e dge (f )

|  f ( i, j ) -  u ( i, j ) | 2

card( edge(f ) )

( 21)

其中 f为真实的不含噪图像, u为去噪后图像, edge(f )为 f

的边缘点的集合, card ( edge( f ) )为 f的边缘点的个数, EPE

� 图 3� 各种去噪方法的去噪效果图 ( Lena图 )

值越大说明边缘保护越好.

5� 数值计算例子

� � 下面对本文算法进行仿真验证,并与 P�M扩散、边缘
增强扩散及相干增强扩散作比较.

共采用 4幅样本图像进行计算,每幅图上加均值为 0,

方差不同的白噪声.为节省篇幅,这里只显示其中的 Lena

图 (图 3)和某光学遥感图像 (图 4 ),其余两幅图像为 Mat�
lab图像处理工

具箱的自带图

像,处理结果通

过峰值信噪比

(见表 1 )和边

缘保护指数 (见

表 2)说明.

从图 3 可

看出, P�M扩散
与边缘增强方

法明显模糊了

帽穗等边缘细

节.相干增强扩

散在帽穗处处

理得较好, 但是

图像的平滑区

域如 L ena的脸

上和背景处都
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� 图 4� 各种去噪方法的去噪效果图

(遥感图 )

出现了很多虚假条

纹.而本文方法处理

的结果没有产生虚

假条纹,同时帽穗等

边缘细节也保持得

很好.既较好地去除

了噪声,也增强了边

缘.图 4的处理结果

与图 3类似. 从表 1

的数值也可看出,对

各个图像而言,新方

法相对传统方法均

具有更高的峰值信

噪比.而从表 2也可

看出, P�M 扩散与边
缘增强扩散的边缘

保护效果差,相干增

强扩散较好,边缘定

向增强扩散最佳.

表 1� 各种去噪方法的峰值信噪比 ( dB)

去噪方法 方差 含噪图 P�M
边缘

增强

相干

增强

边缘定

向增强

Lena
25 20. 18 28. 05 27. 80 28. 30 29. 114

15 24. 60 30. 36 30. 52 30. 23 31. 15

遥感图
25 20. 18 24. 29 23. 90 24. 21 25. 24

15 24. 60 27. 60 27. 52 27. 19 28. 10

tree
25 20. 17 28. 88 28. 87 28. 43 30. 04

40 16. 08 27. 00 27. 03 26. 55 28. 00

cam eram an
25 20. 15 26. 80 26. 64 25. 18 27. 58

40 16. 09 24. 54 24. 53 23. 71 25. 60

表 2� 各种去噪方法的边缘保护指数 ( dB)

去噪方法 方差 含噪图 P�M
边缘

增强

相干

增强

边缘定

向增强

Lena
25 27. 86 27. 60 27. 15 29. 24 30. 12

15 32. 12 30. 88 30. 93 32. 55 32. 81

遥感图
25 27. 24 24. 02 23. 34 26. 62 27. 26

15 31. 01 30. 39 29. 54 30. 88 31. 09

tree
25 27. 72 30. 47 30. 43 30. 24 31. 43

40 23. 35 28. 47 28. 39 29. 14 29. 76

cam eram an
25 27. 81 27. 43 27. 50 27. 18 28. 20

40 23. 65 24. 86 24. 78 25. 01 25. 64

6� 结论

� � 本文设计的模型以H l ( u# )为边缘定向算子,克服了

原有 P�M扩散与边缘增强扩散以  u#!  u#为边缘定向算
子所带来的边缘定向不准确的缺点,而且在特征根的选取

上考虑了不同区域沿边缘方向和垂直边缘方向的差别,使

模型更好地适应于图像的局部特征.

总之,新模型继承了现有 P�M扩散、边缘增强扩散与

相干增强扩散的优点,又克服了各自的缺点.大量的仿真

结果证明新方法不但对图像平坦区域具有良好的抑噪效

果,而且能起到增强边缘特征的作用.
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