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基于二维小波收缩与非线性扩散的混合图像去噪算法

吴亚东,孙世新
(电子科技大学计算机科学与工程学院,四川成都 610054 )

� � 摘 � 要: � 研究自适应滤波算法对改善图像质量具有重要意义.本文分析了非线性扩散和二维 H aar小波收缩去

噪方法之间的关系, 从本质上说明了非线性扩散方法优于 H aar小波收缩去噪方法.然后, 给出了一种基于图像全变差

( TV )模型的非线性扩散与二维 H aar小波收缩相结合的混合图像去噪算法. 该算法在图像小波分解的低频部分采用

全变差扩散, 在高频部分采用小波收缩方法. 实验结果表明,混合去噪算法在计算复杂性与滤波效果上具有更好的综

合性能.
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Abstract: � It is mi portan t for mi prov ing the mi age quality to study adaptiv filter algorithm. In th is paper, we

study the relations and d ifferences between non linear d iffusion and 2DH aarwavelet sh rinkage de�no is ing, and exp lain

that non linear d iffusion is superior to Haarwavelet shrinkage in essence. A fterwards, a hyb rid de�noising algorithm,

based on 2DH aar wavelet shrinkage and total variation ( TV ) d iffus ion, is given, wh ich is a tradeoff between restora�
tion quality of mi ages and compu ting complexity. Th is algorithm appliesTV d iffusion to low frequency part of mi age

decomposed byH aarwavele,t and shrinks the wavelet coefficien.t Some expermi en t resu lts show that th is hybrid algo�
rithm has the better general performance.
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1� 引言

� � 实际图像在形成、传输过程中,不可避免会受到噪声

干扰,尽可能减少噪声对后续图像处理的影响,非常具有

现实意义.图像降噪在图像预处理中应用非常广泛,其目

的是为了提高图像的信噪比,改善图像质量.目前,图像去

噪有许多方法:滤波器方法,数学形态学方法, 随机方法,

自适应平滑,小波技术,变分 PDE方法等
[1, 2, 4, 6~ 9]

.虽然这

些方法都能在一定程度上达到去噪目的,但是这些方法之

间的内在联系很少有文献论及.而分析这些方法之间的内

在联系,能够使我们认识各种方法的本质及其优劣,有利

于综合各种方法的优点,为产生新的复合算法提供指导思

路.

小波技术与非线性扩散滤波是两类重要去噪方法,其

中软阈值去噪
[ 1]
与各向异性扩散

[ 7]
,尤其是全变差 ( total

variation)模型扩散
[ 2, 6]

,是较为有效的两种去噪手段, 有着

广泛应用,研究两者之间的内在联系具有十分重要的理论

和现实意义. G. Ste id,l J. W eickert等
[ 3~ 5]
在二者联系方面进

行了开创性的研究,证明了一维 Haar小波的单一尺度收

缩,等效于两个像素对的一次全变差模型扩散.并推导了

收缩函数与扩散函数之间的相互转换关系.

本文首先分析了二维 H aar小波收缩与非线性扩散模

型之间的关系,给出了非线性扩散在二维 Haar小波收缩框

架下的滤波解释. 从本质上说明了非线性扩散方法优于

Haar小波收缩去噪方法.在分析这两种滤波方法优劣的基

础上,给出了一种基于图像全变差模型的非线性扩散滤波

与二维 H aar小波收缩相结合的混合图像去噪算法.实验结

果表明,混合去噪算法在计算复杂性与滤波效果上具有更

好的综合性能.

2� 小波收缩去噪与非线性扩散去噪

2�1� 小波收缩去噪方法
图像经过二维离散小波变换后,其能量主要集中在低

频部分,而在高频部分的能量较低.可以认为在高频部分,

绝对幅值比较大的小波系数主要是由真实图像信号提供,

而绝对值比较小的小波系数是由噪声提供.基于这种假
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设,小波收缩去噪方法可以分为以下三个步骤:

( 1)小波分解:对输入的二维信号进行小波变换,生成

低频分量 CA i和小波系数 CH i, CV i, CD i, i= 1, 2, �, n,为分

解尺度.

( 2)小波收缩:设置收缩函数 S �, �为阈值, 对小波系

数进行收缩,压制图像中的噪声.

( 3)小波重构: 将低频分量和收缩后的小波系数进行

小波逆变换,生成去除噪声后的图像信号.

考虑四象素点情形,设
ui, j ui, j+ 1

ui+ 1, j ui+ 1, j+ 1

为要处理的二

维信号矩阵.采用 Haar小波进行单尺度小波收缩.设 cA为

分解后的低频分量, cV, cH, cD分别为分解后垂直、水平以

及对角方向的小波系数.

即:

cA = ( ui, j + ui+ 1, j + ui, j+ 1 + ui+ 1, j+ 1 ) /2

cH = (ui, j + ui, j+ 1- ui+ 1, j - ui+ 1, j+ 1 ) /2

cV= ( ui, j + ui+ 1, j - ui, j+ 1 - ui+ 1, j+ 1 ) /2

cD = (ui, j + ui+ 1, j+ 1 - ui+ 1, j - ui, j+ 1 ) /2

( 1)

应用小波收缩,并重构二维信号,设收缩函数为 S�:

� �

u i, j =
cA + S�( cH ) + S �( cV) + S�( cD )

2

u i, j+ 1 =
cA + S�( cH ) - S�( cV) - S�( cD )

2

u i+ 1, j =
cA + S�( cV ) - S�( cH ) - S�( cD )

2

u i+ 1, j+ 1=
cA + S�( cD ) - S�( cV) - S �( cH )

2

( 2)

2�2� 非线性扩散去噪
Perona和 M alik

[ 7]
最先给出一种基于偏微分方程模型

的非线性扩散滤波方法,其主要思想是在滤波器自身中引

入部分边缘检测步骤,允许在算法开始时各种尺度之间进

行交互.提出用非线性方程替换热力学方程:

� ut= div( c(x, y, t)  u ) = c(x, y, t)�u+  c!  u ( 3)

其中, c(x, y, t)为热传导因子.在式 ( 3)中, 令 c (x, y, t) = g

( | u | ),扩散方程可写为:

� � � � ut =  ! (g ( | u |) !  u )

= g ( | u |) ! �u+ �u g ( |  u | ) ( 4)

其中  u = ( ux, uy ), �u = uxx + uyy. 若 g ( |  u | ) = 1 /

u
2
x + u

2
y,式 ( 4 )便是由 Rud in等

[ 2, 6]
提出的全变差扩散模

型.该模型能够在去除噪声同时,较好保持图像的边缘信

息,应用十分广泛.

3� H aar小波收缩与非线性扩散方法的关系

� � 对于 u=
ui, j ui, j+ 1

ui+ 1, j ui+ 1, j+ 1

进行非线性扩散滤波,假定

矩阵 u在边界方向是周期性的.对式 ( 4)采用差分方法进

行离散化,取 ux | i, j = ui+ 1, j - ui, j, uxx | i, j = ui+ 1, j + ui- 1, j - 2ui, j,

并设网格步长为 1,时间间隔为  .则对于点 ui, j进行一次非

线性扩散有:

u i, j = ui, j + ( tgi, j+ 1 + tgi, j ) ( ui, j+ 1 - ui, j )

+ ( tgi+ 1, j + tg i, j ) ( ui+ 1, j - ui, j ) ( 5)

令 � u= (ui, j + ui+ 1, j + ui, j+ 1 + ui+ 1, j+ 1 ),式 ( 5)可以化为:

u i, j = � u /4+ ( 1 /4- tgi+ 1, j - tgi, j ) ( ui, j - ui+ 1, j ) + ( 1 /4-

tgi, j+ 1 - tgi, j ) (ui, j - ui, j+ 1 ) + 1 /4( ui, j - ui+ 1, j+ 1 )

同理可得:

u i, j+ 1 = � u /4+ ( 1 /4- tgi+ 1, j+ 1 - tgi, j+ 1 ) ( ui, j+ 1 - ui+ 1, j+ 1 ) +

( 1 /4- tgi, j+ 1 - tgi, j ) ( ui, j+ 1 - ui, j ) + 1 /4 ( ui, j+ 1 -

ui+ 1, j )

u i+ 1, j = � u /4+ ( 1 /4- tgi+ 1, j - tg i, j ) (ui+ 1, j - ui, j ) + ( 1 /4-

tg i+ 1, j+ 1 - tgi+ 1, j ) ( ui+ 1, j - ui+ 1, j+ 1 ) + 1 /4 ( ui+ 1, j -

ui, j+ 1 )

u i+ 1, j+ 1= � u /4+ ( 1 /4- tgi+ 1, j+ 1 - tgi, j+ 1 ) ( ui+ 1, j+ 1 - ui, j+ 1 )

+ ( 1 /4- tgi+ 1, j+ 1 - tgi+ 1, j ) (ui+ 1, j+ 1 - ui+ 1, j ) + 1 /4

(ui+ 1, j+ 1 - ui, j )

为了描述方便,令:

� � H 1 = (ui, j - ui+ 1, j ) ( 1 /4- tg i+ 1, j - tgi, j ),

� � H 2 = (ui, j+ 1- ui+ 1, j+ 1 ) ( 1 /4- tgi+ 1, j+ 1 - tgi, j+ 1 ),

� � V1= (ui, j - ui, j+ 1 ) ( 1 /4- tgi, j+ 1- tgi, j ),

� � V2= (ui+ 1, j - ui+ 1, j+ 1 ) ( 1 /4- tgi+ 1, j - tgi+ 1, j+ 1 ),

� � D 1 = ui, j - ui+ 1, j+ 1, D 2 = ui, j+ 1 - ui+ 1, j

则,对 u进行一次非线性扩散滤波可以用方程描述如下:

u i, j = � u /4+H 1 + V1+ D1 /4

u i, j+ 1 = � u /4+H 2 - V1 +D 2 /4

u i+ 1, j = � u /4-H 1 + V2 -D 2 /4

u i+ 1, j+ 1 = � u /4- V2 -H 2 -D1 /4

( 6)

与小波收缩去噪方法所得方程 ( 2)相比较有:

cA = � u /2
S �( cH ) =H 1 +H 2 + (D 1+ D2 ) /4

S �( cV) = V1 + V2+ (D1 -D 2 ) /4

S �( cD ) =H 1 + V1- V2 -H 2

( 7)

式 ( 7)表明了非线性扩散滤波在 Haar小波收缩框架下的

含义:对于小波分解的低频部分,在空域中不进行处理;对

于水平细节的小波系数,在空域中进行垂直方向的扩散,

并使用对角差值进行调和; 对于垂直细节的小波系数,在

空域中进行水平方向的扩散, 并使用对角差值进行调和;

对于对角细节的小波系数,在空域中进行两个对角方向的

扩散.

从上述分析可知,非线性扩散滤波与 ui, j的具体位置相

关,是一种从局部向整体的逐渐扩散过程;而小波收缩去

噪方法,则是对小波系数进行统一处理.所以,如果不考虑

小波系数之间的相关性和局部特征, H aar小波收缩去噪效

果不会优于非线性扩散滤波. 但是,由于非线性扩散滤波

采用迭代计算, 计算量较大, 而小波收缩去噪方法则比较

快速.这促使我们考虑结合小波收缩和非线性扩散滤波方
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法的优点,提出具有更好综合性能的去噪算法.

4� 基于小波收缩与非线性扩散的混合去噪算法

� � 基于上节分析,我们给出了一种基于图像全变差模型

的非线性扩散与二维 H aar小波收缩相结合的混合图像去

噪算法.该混合算法对图像经 Haar小波分解的低频部分采

用全变差扩散进行滤波处理;对高频部分采用通常的软收

缩方法.该算法充分考虑了两种去噪算法的优势: 在去噪

效果方面,对分解后低频部分进行非线性滤波优于多尺度

的 H aar小波收缩去噪.由于在分解后的高频部分集中了较

多的噪声,采用小波收缩处理是合理的,并且充分利用了

小波收缩的快速性. 在计算复杂性方面, 图像经过一次

Haar小波分解后,低频部分减小为原始图像的 1 /4,对低频

部分进行非线性滤波的计算量与对整幅图像采用非线性

滤波相比大大减少.另一方面,由于低频部分的信噪比较

原始图像有所提高,因此,非线性滤波的收敛速度也较快.

混合算法较好结合了非线性扩散与小波收缩方法的优点,

能够用较少的运算量得到与全变差扩散相近的滤波效果.

混合算法的主要步骤:

( 1)对图像进行一次 H aar小波分解.设二维信号为 u,

分解后产生低频分量 cA,和水平、垂直、对角小波系数: cH,

cV, cD.

( 2)小波收缩处理.采用软收缩方法
[ 3, 7]

, 得到新的水

平、垂直、对角小波系数 S�( cH ), S�( cV ), S�( cD ).设收缩

函数为 S�,对每个小波系数有:

� � S�(x) =
0, � � |x |∀ �

x - �sgn(x ), � |x | > �
, �为阈值.

( 3)全变差 ( TV )扩散滤波.对分解后的低频部分进行

n次 TV扩散,记为: TV
n
( cA ).

( 4)将 2, 3步的处理结果综合,进行小波逆变换,重构

图像信号.

u = IWT
TV

n
( cA ) S �( cV)

S�( cH ) S�( cD )

算法计算量分析:

设去噪处理的图像大小为 M* M,M = 2
m
, m #ÈÈ Z .仅考

虑乘法运算,分解级数为 1的 H aar小波软收缩算法的计算

量约为: 8M * M 次乘法.对整幅图像进行一次 TV扩散滤

波的运算量约为: 15* M * M 次乘法.所以,混合算法的运

算量约为: ( 8+ 15 /4)* M* M次乘法.因此,对整幅图像进

行一次 TV扩散的运算量约为混合算法的 1. 3倍. 当对整

幅图像进行N次 TV扩散时,混合算法也对低频分量进行

N次 TV扩散.此时, TV扩散与混合算法计算量之比约为:

lmi
N ∃%

15N
8+ 15N /4

& 4.实际上,由于低频分量部分的信噪比较

高,因此混合算法往往不需要进行 N次扩散就可达到最优

效果.

5� 仿真结果与讨论

� � 在 AMD XP2200+兼容机上,采用 M atlab6. 5进行算法

仿真.实验对象为 256 ∋ 256的标准灰度图像,对其加入不

同方差的高斯噪声产生带噪图像.分别采用两级 H aar小波

软收缩、全变差扩散滤波以及混合算法进行去噪处理.小

波收缩阈值采用全局阈值
[1, 10]

, T = ! 2 logN, !为噪声方

差, N为图像象素个数.在实际应用中, !&m /0. 6745, m表

示小波系数的中值
[ 10]

.全变差扩散滤波取时间,空间步长

分别为 t= 0. 2, h= 1.若迭代前后两幅图像的均方误差小

于给定值 ∀,则扩散滤波结束.对于混合算法和全变差扩散

分别取 ∀= 1. 0, ∀= 0. 25.为了比较去噪算法之间的差别,

实验中假设噪声方差已知. 去噪效果采用峰值信噪比

PSNR ( peak signal to noise ratio)衡量.三种算法的去噪效果

如图 1所示.表 1显示了在不同噪声水平下,三种算法去噪

后的 PSNR.表 2显示了混合算法与全变差扩散的实际计

算时间.

图 1� 去噪效果对比图. ( a )原始图像, ( b )加入方差为 50的高斯噪

声图像, PSNR= 14. 7097dB, ( c )小波软收缩去噪, PSNR = 20.

0103dB, ( d )混合算法去噪, PSNR= 23. 7530dB, ( e )全变差扩

散去噪, PSNR = 24. 8369dB.

表 1� 三种算法去噪后 PSNR比较 (单位: dB )

噪声方差 25 50 75 100

噪声图像 20. 3332 14. 7097 11. 8933 10. 2331

H aar小波软收缩 24. 1947 20. 0103 17. 3595 15. 6548

混合算法 26. 1136 23. 7530 21. 7568 20. 1282

全变差扩散 28. 7862 24. 8369 22. 2584 20. 4315

表 2� 混合算法与全变差扩散的计算时间比较 (单位:秒 )

噪声方差 25 50 75 100

混合算法 1. 7920 3. 0150 4. 3260 5. 1670

全变差扩散 17. 5750 33. 3480 48. 4800 56. 5210

� � 从实验结果可以看出,混合算法的去噪效果优于 H aar

小波收缩方法.就去噪后图像的视觉效果与客观评价指标

而言,混合算法与全变差扩散相差不多.根据表 2,混合算

法的计算时间约为全变差扩散滤波的 1 /10.因此, 混合算

法较好保留了两种去噪方法的优点:低计算复杂度和较好

的局部特征,具有更好的综合性能.

混合噪声去除实验.对原始图像叠加方差为 50的高斯

噪声和 10%的脉冲噪声.图 2显示了上述三种算法对混合

噪声的去除效果.从图 2的去噪效果以及计算时间可以看

出,混合噪声的去除依然满足上述结论.

其他小波基函数实验.采用双正交样条小波 ( B ior4. 4 )

代替 H aar小波.对加入方差为 50的高斯噪声图像进行去
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图 2� 去噪效果对比图. ( a )噪声图像, PSNR= 12. 2397dB, ( b)小

波软收缩去噪, PSNR = 20. 3921dB, ( c )混合算法去噪, PSNR

= 22. 0353dB, 计算时间 3. 8060 s, ( c )全变差扩散去噪,

PSNR= 23. 5070dB,计算时间 41. 2290s.

噪处理.图 3给出了实验效果.从图 3可以看出,混合算法

与全变差扩散滤波的去噪效果更加接近,计算时间仍然约

为全变差扩散的 1 /10.符合 H aar小波的相关结论,并且效

果更优.但从理论上如何推广 H aar小波的相关结论,以及

描述其他小波基函数收缩方法与非线性扩散之间的关系

仍然有待进一步研究.

图 3� 去噪效果对比图. ( a )噪声图像, PSNR= 14. 6912dB, ( b )

小波软收缩去噪, PSNR = 20. 1830dB, ( c )混合算法去噪,

PSNR = 24. 3067dB,计算时间 2. 9240s, ( d )全变差扩散去

噪, PSNR= 24. 7181dB,计算时间 33. 4190 s.

6� 结论

� � 本文分析了非线性扩散和二维 H aar小波收缩去噪方

法之间的关系,给出了非线性扩散在 Haar小波收缩框架下

的滤波解释,进而说明了非线性扩散方法优于 Haar小波收

缩去噪方法.针对小波收缩与非线性扩散方法的特点,给

出了一种混合去噪算法.实验结果表明,混合算法去噪效

果优于小波收缩方法,与全变差扩散相差不多.在计算时

间上,混合算法约为全变差扩散的 1 /10.因此,混合算法保

留了两种去噪方法的优点:低计算复杂度和较好的局部特

征,具有更好的综合性能.
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