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导电媒质平面上方垂直磁偶极源赫兹位函数的球面波展开式

江滨浩 ,刘永坦
(哈尔滨工业大学电子工程研究所 ,黑龙江哈尔滨 150001)

　　摘　要 :　精确有效地计算索末菲尔德型积分是分析导电媒质半空间电磁波辐射和散射问题的关键.本文给出

求解有限导电媒质平面上方垂直磁偶极源赫兹位函数的解析方法.利用圆柱波函数的球面波函数展开式和超几何函

数理论 ,位函数中的索末菲尔德积分被表示成快速、绝对收敛的球面波展开式 ;展开系数是以物性参数为复宗量的勒

让德多项式.该展开式易于电磁场的计算和分析 ,并且不受场点和源点的位置、媒质的物性参数和频率等条件的限制.
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Expansion of Spherical Wave Functions for Hertz Potential of

a Vertical Magnetic Dipole over Conducting Medium Plane

J IAN G Bi n2hao ,L IU Yong2t a n
( I nst it ute of Elect ronics Engi neering , Harbin I nstit ute of Technology , Harbin , Heilongjia ng 150001 , China)

Abstract :　A n accurate and eff icient met hod f or comp uting Sommerf eld type integrals is crucial i n t he

analysis of t he elect romagnetic waves f or radiators a nd scat te rs in t he p resence of a conducting half2sp ace .

In t his p ape r , an analytical app roach is described f or t he evaluation of t he Hertz p ote ntial of a ve rtical

magnetic dip ole ove r t he f initely conducting medium plane . By using t he exp ansion of sp herical wave f unc2
tions f or a cylindrical wave f unction a nd t he techniques of t he hyp ergeomet ric f unctions , t he Sommerf eld

integral contained in t he p otential is exp ressed as a rapidly and absolutely conve rge nt se ries of sp he rical

wave f unctions ; and t he coeff icients of t he series are cast i nto t he L ege nder p olynomials wit h complex ar2
gument f or t he medium p ara mete r . The obtained result has t he adva ntage t hat it holds wit hout t he rest ric2
tions on t he locations of dip ole source a nd obse rvation p oints , ra nges of medium p ara mete rs and f requency

and so on ,a nd ca n convenie ntly be e mployed to calculate a nd analyze t he elect romagnetic f ields .

Key words :　elect romagnetic t heory ;Sommerf eld type integral ; vertical magnetic dip ole ; exp ansion of

sp he rical wave f unction

1　引言

　　1909年索末菲尔德利用傅立叶2贝塞尔变换的方法首
次推导出导电媒质半空间上方谐振偶极源赫兹矢量位的

无穷积分表达式.这些积分和近地偶极源的电磁场问题被

后人分别称为索末菲尔德型积分和索末菲尔德半空间问

题.一方面这些积分是研究近地天线、电磁波传播、散射和

地球物理勘探等实际问题的理论基础 ,另一方面积分的被

积函数在复平面上含有奇异点并快速振荡 ,索末菲尔德型

积分不能用闭合形式来表达并难以进行有效的数值积分

计算 ;所以如何精确、有效地计算这些积分一直是各国学

者研究的课题[ 1～5 ] .

本文着重研究有限导电媒质平面上方垂直磁偶极源

反射波场的索末菲尔德半空间问题.赫兹位函数中的索末

菲尔德积分被表示成球面波展开式形式.其中展开系数是

以物性参数为复宗量的勒让德多项式.这些球面波展开式

具有绝对、快速收敛的性质 ,是此类索末菲尔德半空间问

题一个精确解析解答 (不受场点和源点的位置、媒质的物

性参数和频率等条件的限制) .

2　基本公式

　　建立圆柱坐标系 (ρ, <, z)使 z = 0平面为媒质的分界
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面. z > 0半空间为空气 (ε0 ,μ0 ; k0 ) , z < 0 半空间为均匀的

导电媒质 (ε0εr ,μ0 ;σ) .谐振磁偶极源 (磁流元)沿 z 轴取向

位于 z = d处.空气中的场关于 z轴对称分布 ,赫兹位函数

仅有垂直分量Πm = ( 0 , 0 ,Πm ) . 应用傅立叶—贝塞尔变

换 ,位函数可用如下连续谱的圆柱波函数表示为[ 6 ]

Πm =
m

4πi∫
∞

0

l
u0

[ e 2iu0 z - d + R m (l) e 2iu0 ( z + d)
]J 0 (lρ) dl (1)

式中 R m ( l) = ( u0 - u1 ) / ( u0 + u1 ) , m 是磁偶极子的强

度 ,J 0 (lρ)是零阶贝塞尔函数 , u0 = ( k2
0 - l2 ) 1/ 2和 u1 = ( k2

0εr

- l2 ) 1/ 2 ;这里εr =ε1 - iσ/ωε0 . 显然 , Re (εr ) > 0 , Im (εr ) < 0.

为了使积分满足辐射条件并具有收敛性 ,积分路径的选取

必须满足条件 Re ( u0 ) ≥0和 I m ( u0 ) ≤0 .

应用索末菲尔德恒等式[ 6 ]

∫
∞

0

l
u0

e 2iu0 ( z±d)
J 0 (lρ) dl = i

e2ik0 r±

r ±
= ig ( r ±) (2)

其中 r ± = [ρ2 + ( z±d) 2 ]1/ 2 ,式 (1)可改写成

Πm =
m

4π
g ( r - ) - g ( r + ) -

2
k2

0 (1 -εr )

·
92

9z2 g( r + ) - k0
92

9z2 + k2
0 (1 -εr ) SI (3)

式中 SI = -
i

k0∫
∞

0

l
u0

e 2iu0 ( z + d)
J 0 (lρ) dl (4)

显然 g( r - )和 g ( r + )分别是位于 z = d 和 z = - d 处偶极

源激励的直达波和镜像反射波 (外向球面波) . l b = ±k0 , ±

k0 εr是式 (4)被积函数的分支点 ,它们分别位于 l—平面

的第二、四象限上.式 ( 4)的积分路径应选取在第一象限

内.

3　索末菲尔德积分的球面波展开

　　对式 (4)进行变量变换 l = k0 sinβ和ρ= rαsinθα , ( z +

d + iα/ k0 ) = rαcosθα;这里 , rα = [ ( z + d + iα/ k0 ) 2 +

ρ]1/ 2 ,α是大于零的微小量.有

　　SI = - i lim
α→0 +∫
π/ 2 +i∞

0

cosβsinβ
εr - sin2β

e 2αcosβe 2i k0 rαcosθαsinβ

·J 0 ( k0 rαsinθαsinβ) dβ (5)

应用圆柱波函数的球面波展开式 [7 ]

e 2ik0 rαcosθαsinβJ 0 ( k0 rαsinθαcosβ)

= ∑
∞

i = 0

( - i) n (2 n + 1) P n (cosβ) P n (cosθα) j n ( k0 rα) 　(6)

式中 P n (·)是勒让德多项式 , j n (·)是 n阶球贝塞尔函数 ,有

SI = ∑
∞

n = 0

( - 1) n n +
1
2

C n (εr ) P n (cosθ+ ) j n ( k0 r + ) (7)

式中

C n = - 2 lim
α→0 + ∫

i∞

0
+∫

i∞+π/ 2

i∞

sinβcosβ
ε- sin2β

P n (cosβ) e 2αcosβdβ

(8)

θ+ = arg tg[ρ/ ( z + d) ] .显然 ,经过变换 l = k0 sinβ,分支点 l b

= ±k0 在β2复平面上已被消除.式 (8)中的积分路径位于

[ 0≤Re (β) ≤p/ 2 ,0≤I m (β) ≤+ ∞]区域内 ; (εr - sin2β) 1/ 2

的分支点和相应割线位于该区域外.可以证明式 ( 8)中的

第二个积分为零. 对积分式 ( 8 ) 依次进行变换β= iβ′和

sinh2 h = s ,式 (8)可以改写成

C n (εr ) = lim
α→0 +∫
∞

0
P n ( 1 + s) e - α 1 + s

s +εe

ds (9)

可以看出上式积分是一致收敛的.经过冗长复杂的推导过

程 (见附录) ,我们得到

C0 = - 2 εr

C n =
i n (1 -εr ) pεrΓ( n/ 2)
Γ[ ( n + 3) / 2 ]

d
dεr

P n ( εr ) (10)

式中Γ(·)是伽马函数.

至此 ,我们得到了索末菲尔德积分的球面波级数展开

式.展开式中的每一项可以解释为位于 z = - d处相应“波

源”在 z > 0半空间产生的球面波.其中 j n ( k0 r + )代表着沿

径向方向上的驻波 , P n (cosθ+ )反映了场在以 r +为半径球

面上正负交替的周期性变化 ,标号 n 确定了波节线的数

目 ,展开系数 C n (εr )可看成“波源”的“强度”来直接反映大

地对电磁场的影响.由不等式[ 8 ]

j n ( k0 r + ) ≤
(2 k0 r + ) n

(2 n + 1) ! !

P n (cosθ+ ) ≤1

P[ cosh ( a + i b) ] ≤e na np + e a

np e a + 1
(1)

可以看出式 (7)展开式是绝对收敛的.随着 n 的增大 ,展开

式中通项的递减速度将快于 [ (2 n + 1) ! !] 21量级的递减速

度.图 1 ( a)和图 1 ( b)分别给出了θ+ = 30°, 60°和εr = 5 -

i2时 ,SI 的球面波级数展开式的实部和虚部随 k0 r +变化

的数值计算结果.级数截断值分别取为 N = 10 和 N = 15.

计算结果表明级数前 10项与级数前 16项之间的差值小于

1025量级 , n > 10后的级数余项对 SI 的贡献小于 1 % 数量

级.

4　结束语

　　如上所述 ,偶极源 (点辐射源)激励的电磁场是外向球

面波.索末菲尔德半空间问题是球面波在平媒质分界面的
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反射和折射问题.由于波的球面对称性和平媒质分界面的

形式之间的差异 ,直接在球坐标系下来解决此类问题是不

适宜的.前人所采用的傅立叶—贝塞尔积分变换把电磁场

的空间分布表示连续谱的圆柱波函数 (索末菲尔德型积分

的形式解答)是自然和无奈的方法.然而 ,球坐标系中赫姆

霍兹方程的解 ,即使是对于无界空间 ,可表示为离散球面

波函数集的级数展开式.

本文已给出了均匀有限导电媒质平面上方垂直磁偶

极源赫兹位函数的球面波展开式 ( 7) .它的主要特点是 :

( ⅰ)它适合于任意源点和场点位置、各种媒质的物性参数

以及频率范围情况 ,是精确的解析解答 ; ( ⅱ)它收敛性好 ,

展开系数式 (10)可看成“波源”的“强度”来直接反映大地

对电磁场的影响 ,并便于计算 ; ( ⅲ)展开式中勒让德多项

式和球贝塞尔函数 (均可表示为初等函数)既有明显的物

理解释又便于计算 ,它们分别表示场量随空间变量 r + 和

θ+的变化特征 ;因此 ,本文的结果是索末菲尔德半空间问

题的精确和有效解答 ,它能够为相关的电磁场问题研究提

供方便、准确的解析表达式.导电煤质平面上方垂直和水

平电偶极源电磁场的球面波展开式将在另文给出.

附录　展开系数的推导

应用关系式

1

s +εr

=
1
p∫
∞

0
t 21/ 2 e 2(εr + s) t dt (A1)

式 (9)可以改写成

　C n =
1
p∫
∞

0
t 21/ 2 e 2εr t dt ·lim

α→0 +

e 2α 1 + s e 2ts P n ( 1 + s) ds

(A2)

取极限后 ,再应用拉普拉斯变换公式[ 9 ]

©[ Pn ( 1 + s) ] = t25/ 4 et/ 2 W1/ 4 ,n/ 2 + 1/ 4 (t) ( A3)

式中 W1/ 4 ,n/ 2 + 1/ 4 (t)是第二类惠泰克 (W hittaker)函数.有

Cn =
1

p∫
∞

0
x n/ 2 - 1 e 2εr t U

1
2

+
n
2

, n +
3
2

; t dt (A4)

式中 U ( - ; t )是第二类合流超几何函数 ,这里已应用关系

式[ 10 ]

e t/ 2 W a , c ( t) = t c + 1/ 2 U ( c - a + 1/ 2 ,1 + 2 c ; t) (A5)

再应用拉普拉斯变换 [9 ]

©[ t b - 1 U (a ,c ;t) ] =
Γ( b)Γ( b - c + 1)
Γ( a + b - c + 1)

ε2b
r ·

2 F1 ( a , b ; a + b - c + 1 ; 1 -ε21
r ) (A6)

式中2 F1 ( - ; 1 -ε21
r )是高斯超几何级数 ,Γ(·)是伽马函数 ,有

C n =
1

p
ε2n/ 2

r Γ
n
2
Γ -

1
2

-
n
2

　·lim
γ→0

1
Γ(γ) 2 F1

n
2

,
n
2

+
1
2

;γ; 1 -ε21
r

=
Γ -

1
2

-
n
2
Γ n

2
+

3
2
Γ n

2
+ 1

pΓ n
2

+
1
2
εn/ 2 + 1

r

　·(εr - 1) 2 F1
n
2

+ 1 ,
n
2

+
3
2

; 2 ; 1 -ε21
r

= -
2

p
Γ 1 +

n
2
Γ 1

2
-

n
2

(εr - 1) 1/ 2 P21
n ( εr ) (A7)

在推导式 (A7)过程已分别用到如下关系式[ 10 ]

lim
γ→- 0

1
Γ(γ) 2 F1 ( a , b ;γ;ξ) = ( a) 1 ( b) 1ξ2 F1 ( a + 1 , b + 1 ;2 ;ξ)

(A8)

2 F1 ( a , a +
1
2

;γ;ξ) = 2
γ- 1Γ(γ)ξ(1 - γ) / 2 (1 -ξ)γ/ 2 - 1/ 2 - a

·P1 - γ
2 a - γ[ (1 -ξ) 21/ 2 ] (A9)

式中ξ= 1 -ε21
r ,由式 (A7)和关系式

P21
n ( εr ) =

Γ( n)
Γ( n + 2) P1

n ( εr ) (A10)

可推导出

C2 n = 2 ( - 1) n + 1 p
Γ( n + 1)Γ(2 n)

Γ( n +
1
2

)Γ(2 n + 2)
(εr - 1) 1/ 2

·P1
2 n ( εr ) (A11)

同时 ,由式 (A2) ,我们能够得到式 (9)中的 C0 (εr ) .

下面再研究 C2 n + 1 ,由式 ( A9 ) ,记 C2 n + 1 = A2 n + 1 +

B2 n + 1 ,式中

A2 n + 1 =
- 1

p
(εr - 1) 1/ 2

P1
2 n + 1 ( εr ) + P1

2 n + 1 ( - εr ) Ξ

(A12)

B2 n + 1 =
1

p
(εr - 1) 1/ 2

P1
2 n + 1 ( - εr ) - P1

2 n + 1 ( εr ) Ξ

(A13)

这里Ξ=Γ( n + 3/ 2)Γ(2 n + 1)Γ( - n) /Γ(2 n + 3) .应用关

系式[ 10 ]

e2iπv P
μ
v (2εr ) - P

μ
v ( εr ) =

2
p

e2iπμsin[p ( v +μ) ] Q
μ
v (2εr )

(A14)

这里 Q u
v ( - εr )是第二类连带勒让德函数 ,有

A2 n + 1 =
( - 1) n (εr - 1) 1/ 2Γ( n +

1
2

)

pΓ( n + 2)
Q1

2 n + 1 ( - εr ) (A15)

再应用 Q
μ
v ( - εr )和 P

μ
v ( ±εr )与高斯超几何级数的关

系式[ 10 ]

e 2iμp Q
μ
v ( - εr ) = 2

μ pe
( iπ( v - μ) ) / 2 (εr - 1) 2μ/ 2

· e iπ/ 2

Γ 1
2

+
v
2

+
μ
2

2Γ 1 +
v
2

-
μ
2

F
1
2
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- εr

Γ 1 +
v
2

+
μ
2

Γ 1
2

+
v
2

-
μ
2

F
3
2

(A16)

Pμv (±εr) = 2μ p (εr - 1) 2μ/ 2 ·
F

1
2

Γ 1 +
v
2

-
μ
2
Γ 1

2
-

v
2

-
μ
2

º
2 F

3
2

Γ 1
2

+
v
2

-
μ
2
Γ -

v
2

-
μ
2

(A17)

式中

F
1
2

= 2 F1 -
v
2

-
μ
2

,
1
2

+
v
2

-
μ
2

;
1
2

;εr (A18)

F
3
2

= 2 F1
1
2

-
v
2

-
μ
2

,1 +
v
2

-
μ
2

;
3
2

;εr

(A19)

可以推导出

A2 n + 1 = 2 εr 2 F1 n + 1 , -
1
2

- n ;
3
2

;εr

+ i
Γ n +

1
2
Γ n +

3
2

Γ( n + 1)Γ( n + 2)

2 F1 n +
1
2

; - n - 1 ;
1
2

;εr (A20)

B2 n + 1 = - 2 εr 2 F1 ( n + 1 , -
1
2

- n ;
3
2

;εr ) (A21)

将式 A (20)和 A (21)合并相加 ,有

C2 n + 1 = i ( - 1) n + 1
Γ 1

2
2Γ( n + 2)

(εr - 1) 1/ 2 P1
2 n + 1 ( εr ) (A22)

在推导式 (A20)过程已分别用到如下关系式 [10 ]

(γ- 1) 1ηγ- 2 (1 -η) a + b -γ- 1
2 F1 ( a - 1 , b - 1 ;γ- 1 ;η)

=
d

dη[ηγ- 1 (1 -η) a + b -γ
2 F1 ( a , b ;γ;η) ] 　(A23)

2 pη2 F1 - n , n +
3
2

;
3
2

;η2

　= -Γ( n + 1)Γ( - n -
1
2

) P2 n + 1 (η) 　(A24)

式中η= εr .最后 ,将式 ( A11)和 ( A22)合并整理就得到式

(9) .
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