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� � 摘 � 要: � 提出了一种新的基于偏微分方程的图像盲恢复模型.改进了 Chan和W ong的交替最小化思想.扩

散系数不是直接来源于图像的梯度幅值而是在图像梯度模的基础上恢复出图像的边缘信息,消除了梯度模在分

母中对实验产生的误差,给出了模型粘性解的存在性,唯一性和稳定性的定理.并给出实验结果,通过比较表明该

模型有很好的性能.
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A NewM ethod for Image B lind Restoration Based on PDE

ZHU Jiang�b ing1, XU T ian�zhou1, HUANG Chun�guang2

( 1. D epartm ent ofM a thema tics, School of S cience, B eijing In sti tu te of T echnology, B eijing 100081, Ch ina;

2. S ch ool of M echano E lec tronics E ng ineering, B eijing Institu te of Technology, B eijing 100081, Ch ina )

Abstract: � A new blind restoration model based on PDE was proposed for mi age restoration, wh ich mi p roved the

Chan andWong�s alternating m inmi ization (AM ) algorithm. The d iffusion coefficien t was not ob tained from the gradient

magn itude of the mi age d irectly, but the edge in formation restored from the grad ien tmagn itude based on the model of the

mi age. A voided the error caused by the grad ien tmagn itude of the denom inator. Existence, un iqueness and stab ility of the

model�s v iscosity solu tion were provided. The expermi en tal results are g iven and comparedw ith the Chan�W ong�smode.l

The mi p rovement by the new model is visib le.

Keywords: � mi age restoration; blind deconvolution; alternating m inmi ization; viscosity solu tion

1� 引言

� � 图像恢复指的是从一个被模糊与噪声污染了的观察

到的图像恢复为原始图像.如果 u和 I分别为原始图像与

观察到的图像,则线性移不变性图像退化模型可以如下表

示

I(x ) = Au (x) + n (x ), � x � ( 1)

Au (x ) = !D h (x, s)u (x - s) ds ( 2)

� �R
N
是图像支集,称 A为模糊算子. D是模糊算子支集.

h(x, s)称为点源扩散函数 ( Poin t Spread Function, PSF) , n

为噪声
[ 1]
.

图像的盲恢复关于原始图像与模糊函数是一个不适

定性问题
[ 2, 3]

,所以 You和 Kaveh在文献 [ 3 ]提出: 通过考

虑如下联合最小化问题模型来正则 u和 h.

m in
u, h

f (u, h ) = min
u, h

1
2

∀Au- I∀2

L
2

( �) + �1∀u∀2

H
1 + �2∀h∀2

H
1

( 3)

随后 Chan和 W ong
[ 2]
在改进 Y ou�K aveh模型的基础上,提

出了如下联合最小模型,

m in
u, h

f ( u, h ) = m in
u, h

1

2
∀Au - I∀ 2

L
2
(� ) + �1 !�  u dudy

+ �2 !�  h dx dy ( 4)

在 Chan�W ong的模型中, 利用变分法知, 变分问题的

极值函数 u应满足下面极值条件

�1d iv
 u

 u
- A

*
(A u- I) = 0且

 u
 n  � #R

+
= 0 ( 5)

变分问题的极值函数 h应满足极值条件

�2 d iv
 h

 h
- B

*
(Bh- I) = 0且

 h
 n  � #R +

= 0 ( 6)

其中 Bh= !D u (x, s)h (x - s) ds, A
*
和 B

*
分别为 A与 B的

共轭算子.

利用梯度下降法或等价的,引入时间变量 t将 u看成定

义于空间时间域上的函数 u (x, t)且 t= 0时, u (x, 0) = I(x),

将变分问题的极值条件化为非线性反应扩散方程组,
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ut= �1 d iv
 u

 u
- A

*
(Au- I),

ht= �2 d iv
 h

 h
- B

*
(Bh- I) ,

 u
 n  � #R +

= 0,
 h
 n  � # R

+

= 0.

( 7)

Chan和W ong在文献 [ 2 ]中指出了,求 u和 h能量最小,可

以通过交替迭代来进行求解.即先固定 u,求出 h,然后再固

定 h再求 u,如此交替迭代.最终同时恢复出 u和 h,其算法

可以如下简单表示

求 h
n+ 1

(第 n+ 1次迭代 )固定 u
n

ht = �2 d iv
 h

n

 h
n - B

n
*

(B
n
h

n
- I) ( 8)

求 un+ 1 (第 n+ 1次迭代 )固定 hn+ 1

ut = �1 d iv
 u

n+ 1

 u
n+ 1 - (A

n+ 1
)
*
(A

n+ 1
u
n
- I) ( 9)

如此交替 ( 8)与 ( 9)迭代,最终得到 u和 h.

注:关于 A
*
(Au- I)展开式的说明.

对于!!(x )  C
∃
0 (R

n
, R ), l充分小, l!(x ) + u (x )取

为变分问题的容许函数,并将其代入到 f (u, h ),并考虑

d

d l
∀A (u + l!) - I∀ 2

∀= 0

� =
d
d l!R n

A (u + l!) (x) - I(x )
2dx ∀= 0

� = 2!R n !R n

h (x - #)u (#) d#- I(x )

� � % !Rn
h( x - y)!( y) dy dx

� = 2!
R

n !
R

n

h (x - y ) !
R

n

h (x - #) u (#) d#- I(x ) dx

� � % !( y) dy = 0

由变分法基本原理有

!R n

h (y - x) !Rn

h (y - #) u( #) d#- I( y) dy = 0

记 ∀h (x ) = h ( �x )由此可知 A
*

(Au- 1)的表达式

A
*

(Au- I) = ∀h* (h* u- I)

2� 新算法

� � 在 Chan�Wong的模型中,由于利用交替最小化的思

想,

ut = �1 d iv
 u

n+ 1

 u
n+ 1 - (A

n+ 1
)
*
(A

n+ 1
u
n
- I)

实际上已假定模糊算子 Au ( x ) = !D h (x, s) u (x, s) ds =

u* h中的 h已知,由此可以看成一个已知模糊核的图像恢

复模型.将 Rud in, O sher, L ions, Chan等极小化问题
[ 2, 4, 5]

推

广到一般情形,为此我们在式 ( 5)中引入

g (x) =
1

1+ k  G∃* u
2, k> 0, G∃ =

1

4p ∃
exp

- x
2

4∃

则式 ( 5)变为

�1 d iv ( g
2
( x)

 u

 u
- A

*
(Au- I) = 0 ( 10)

将式 ( 10)中的左端展开后有,

�1 g
2
( x) div

 u

 u
+ 2g (x )  g%  u

 u
- A

*
(Au - I )

= 0 ( 11)

根据文献 [ 6 ],为了减少实验时由于分母存在  u 产生的

误差,考虑如下形式

 u % {�1 g
2
( x) d iv

 u

 u
+ 2g (x )  g%

 u

 u

� - A
*
(Au- I) } = 0

为了防止  u在边缘过分的扩散而丢失了一些很重要的细

节,进而在第一项添加 g ( x ), 这是因为 g ( x )会随着

 u 的增大而减少.由此有

�1 g
2
( x)  u div

 u

 u
+ 2g (x )  g%  u -  u

� % g ( x)A
*
(Au- I) = 0 ( 12)

利用梯度下降法,将其转化为如下非线性反应扩散方程

ut= �1 g
2
(x )  u d iv

 u

 u
+ 2g (x)  g%  u

-  u % g (x )A
*
(Au- I) ( 13)

其中

 u div
 u

 u

=
uxx (u

2

x + u
2

y ) + uyy (u
2

x + u
2

y ) - 2ux yy uxy - uxx u
2

x - uyy u
2

y

u
2

x + u
2

y

= %u- (  u
T
D

2
n u )  u

2

称为退化扩散项,其中 D
2
u为一个 H ess ian矩阵.此项使沿

梯度正交方向扩散,在梯度方向没有扩散
[ 7]

.实际上,记与

梯度  u正交方向为 #=
( - uy, ux )

 u
,则 u沿 #的二阶方向

导数 u##=  u div
 u

 u
, g

2
( x)控制着扩散速度;  g

%  u为  u方向的反应项. 此项能导致激波以保持边

缘
[ 2, 4]

. A
*
(Au- I)促使定态解是获得图像的最佳逼近估

计.

对于式 ( 6 ) 同样为了减少实验时由于分母存在

 h 产生的误差,也添加  h 项,考虑如下形式

�2d iv
 h

 h
- B

*
(Bh- I) %  h = 0

且
 h
 h  � #R

+
= 0

( 14)

基于上述的分析,则得到新的联合最小化模型:

ut= �1 g
2
(x )  u d iv

 u

 u
+ 2g (x )  g%  u

� � -  u % g ( x)A
*
(Au- I),

ht=  h �2 d iv
 h

 h
- B

*
(Bh- I) ,

 u
 n  � # R

+
= 0, � �

 h
 n  � #R

+
= 0

( 15)
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3� 解的存在性、唯一性、稳定性

� � 由于新得到的模型式 ( 15)是非线性的和退化的,因此

我们需要证明方程 ( 15)粘性解
[ 6]
的适定性,即存在性、唯

一性和稳定性. 本文的模型是在一个二维的空间中,在数

学上,我们可以研究其维的情形,方程组 ( 15)中的参数 �1,

�2, k都为常数,不会影响适定性的证明,为了简化表达形

式而不影响对解的讨论,考虑 �1 = �2 = k = 1,并考虑其周

期边界条件,通过周期延拓,考虑如下 Cauchy问题

� �

ut= g
2
ai, j (  u) ux i, x j

+ 2g
 g
 l

[  Gxl %  u]

� � -  u % gA
*
(Au- I) ,

ht= bi, j (  h )hx i, x j - B
*

(Bh- I),

 u
 n  � #R

+
= 0, � �

 h
 n  � #R

+
= 0

( 16)

其中 g= g ( s) =
1

1+ s
2, s= ( s1, s2, &, sn ) =  G* u,

 g
 l

=

 g
 sl

( s), G =
1
4p

exp
- (x

2
+ y

2
)

4
和 ai, j = &i, j -

p ip j

p
2, bi, j = &i, j

-
qi qj

q
2.其中 &i, j -

p ipj

p
2是  u

T
D

2
u u /  u

2
的第 i行,第

j列的元素.对于 bi, j同样考虑.

由于交替最小估计,只需证明 ( 16)

� � � ut= g
2
ai, j (  u )ux i, x j

+ 2g
 g
 l  Gxl %  u

-  u % gA
*

(Au- I) ( 17)

的粘性解的存在性、唯一性和稳定性; 另一方程可以利用

同样的方法证明.

初值满足如下假设:

(H1) (初值周期假设 )函数 I: R
n ∋R:是周期函数,即

存在正整数值 n维向量 t满足

I(x+ t ) = I(x ), x R
n

(H2) (算子 ∋周期假设 )对于 u L
∃
(R

n # [ 0, T ] ), T

> 0, t [ 0, T ],当 u ( x + t, t) = u ( x, t), (x, t)  R
n # [ 0,

T ], t R n时,

∋u (x + t, t) = ∋u (x, t), t R
n

(H3) (算子 ∋极值假设 )对于 u L
∃
(R

n # [ 0, T ] ), T

> 0, t [ 0, T ]成立

∋u (x, t) ( CT u (x, t)

首先我们来回顾文献 [ 8]中粘性解的定义.

函数 u C (R
n # [ 0, T ] ), T > 0为式 ( 17 )的粘性下解,如果

对任意的 ( C
2
(R

2 #R ),下列条件在点 (x 0, t0 )  R
n # [ 0,

T ]上成立,并且有 u- (取局部最大值.

当  (( x0, t0 ) ) 0时

 (
 t

(x0, t0 ) = g ( (  Gx l %  u ) (x0, t0 ) )
2
ai, j (  ( (x0, t0 ) ) (xi, x j

(x0, t0 ) + 2g ( (  Gx l
%  u) (x0, t0 ) ) %

 g
 l

( ( G* u ) (x 0, t0 ) ) [ (  Gx l* u ) (x0, t0 ) %  (

(x0, t0 ) ] -  ((x0, t0 ) % g (  G* u ) (x0, t0 )

%A
*
(Au- I) (x0, t0 ) ( 0 ( 18)

当  ( (x0, t0 ) = 0时,

 (
 t

(x0, t0 ) = g ( (  Gx l %  u ) (x0, t0 ) )
2

% lmi
p∋ 0

sup ai, j ( p) (x i, x j (x 0, t0 ) ( 0 ( 19)

类似地,将定义中的 ∗局部最大值 +改为 ∗局部最小值 +,相
应 ∗ ( 0+改为 ∗ , 0+, ∗ lmi sup+改为 ∗ lmi in f+.由此可得到
粘性解的定义,自然地,函数 u为一个粘性解,意味着 u既

为一个粘性下解又为一个粘性上解.

由于对粘性解适定性的证明很长, 限于篇幅的原因,

略去证明过程.我们给出下面的定理:

定理 3#1� Cauchy问题式 ( 17)有唯一粘性解 u  C(R
n

# [ 0, T ] ) −L
∃
( 0, T, W

1, ∃
(R

n
) )对于任意的 T  [ 0, ∃ ]且

in fRn I( u (x, t) ( supR n I, I在 R
n
上 L ipsch itz连续.更进一步,

如果 v C (R n #R + )为对应于另一个 L ipsch itz连续函数 I1

方程 ( 17)的粘性解,则存在一个只依赖于 I1, I和 T的常数

c> 0,满足

sup
0( t( T

∀ u (x, t) - v( x, t) ∀L
∃
( R

n
) ( c∀ I- I1∀L

∃
(R

n
) ( 20)

4� 模型的数值计算

� � 本文的试验对象是灰度图像.我们对

� ut= �1 [ g
2
(x )  u d iv

 u

 u
+ 2g ( x)  g%  u]

-  u % g (x)A
*
(Au- I)

进行如下离散化, 对于 ht = - (  h [ B
*

( Bh - I ) -

�2 div
 h

 h
的离散化以同样的方式进行. ui, j表示图像

像素点 x i= i% s, y j = j% s的灰度值, s是空间步长, u (x i, yj,

tn )记为 u
n

i, j, ut估计使用向前差分格式

ut=
u
n+ 1

i, j - u
n

i, j

%t

其中 %t是时间 (尺度参数 )步长.

扩散项

 u div
 u

 u
=

uxx (u
2
x + u

2
y ) + uyy (u

2
x + u

2
y ) - 2ux uy uxy - uxx u

2
x - uyy u

2
y

u
2
x + u

2
y

用中心差分进行估计

(ux )
n
i, j =

u
n

i+ ! , j - u
n

i- 1, j

2h
( 21)

(uy )
n

i, j =
u
n
i, j+ 1 - u

n
i, j- 1

2h
( 22)

( uxx )
n
i, j =

u
n
i+ !, j - 2u

n
i, j + u

n
i- 1, j

h
2 ( 23)
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(uyy )
n

i, j =
u

n

i, j+ 1 - 2u
n

i, j + u
n

i, j- 1

h
2 ( 24)

(uxy )
n
i, j =

u
n

i+ 1, j+ 1 - u
n

i- 1, j+ 1 - u
n

i+ 1, j- 1 + u
n

i- 1, j- 1

h
2 ( 25)

 g%  u综合使用向前或向后差分格式估计

( g% u) i, j = max(%xgi, j, 0)%x
+
ui, j +m in(%xgi, j, 0)%x

�
ui, j

= max(%ygi, j, 0)%y
+
ui, j +m in(%y- gi, j, 0)%y

�
ui, j

( 26)

上式各项分别用以下格式表示:

� � %x-
ui, j = ui, j - ui�1, j, � � � � %x+

ui, j = ui+ 1, j - ui, j,

� � %y- ui, j = ui, j - ui, j�1, %y+ ui, j = ui, j+ 1 - ui, j,

� � %xg i, j =
gi+ 1, j - gi�1, j

2h
, %yui, j =

gi, j+ 1 - gi, j�1

2h
.

对于 A
*
(Au- I)可以转化为 A

*
Au- A

*
I,而 A

*
Au和 A

*
I

有如下差分格式

� A
*
A ui, j = .

k, l

∀h ( ek, fl ) ( .
p, q

h (zp, vq ) u (x i - zp - ek, y j

- vq - fl, tn ) ) ( 27)

A* Ii, j = .
k, l

∀h (zk, vl )I(x i - zk, y j - vl, tn ) ( 28)

则其迭代格式计算 u
n+ 1
i, j , n= 1, 2, &, N

u
n+ 1
i, j = u

n
i, j + %t l

-
(u

n
i, j ) ( 29)

初始条件

u
0

i, j = I(x i, yj )

l
-
(u ) = �1 [ g

2
(x )  u d iv

 u

 u
+ 2g (x )  g%  u]

� -  u % g ( x)A
*
(Au- I)

其中 �1 > 0是权衡参数.

对于 ht = �2d iv
 h

 h
- B

*
(Bh- I)的离散化以同样

的方式进行

h
n+ 1

i, j = h
n

i, j + %t)(hn

i, j )

初始条件

h
0

i, j = &(x i, yj ),

)(h ) =  h �2 d iv
 h

 h
- B

*
(Bh- I)

Chan和 W ong的交替离散求解的思想是:在每一个迭

代过程中,例如,在固定 u
n
时,通过式 ( 8 )进行一次迭代求

出一个 h
n + 1

,再利用这个 h
n+ 1
进行一次迭代得到 u

n+ 1
.由本

文的第三部分的证明可以得知式 ( 29)与 ( 30)在其已知的

初始条件下有唯一的收敛解, 因此我们利用此性质, 将

Chan和W ong的迭代思想进行了改进.

求 h
n + 1

(第 n+ 1次迭代 ) ,固定 u
n
, step1 > 1为一个我

们设定的正整数,

� � l= 1, m = 1

� � if� � l( step1

hn+ 1
i, j = hn

i, j + %t)(hn
i, j )

)(h ) =  h �2 d iv
 h

 h
- B

*
(Bh- I)

h
n
= h

n+ 1
, � l= l+ 1

� � else� � � � h
n+ 1

= h
n

求 u
n+ 1

(第 n+ 1次迭代 ), 固定 h
n+ 1

, step2 > 1为一个我们

设定的正整数,

if � � m ( step2

u
n+ 1
i, j = u

n
i, j + %t l- (u

n
i, j )

l- (u ) = �1 [ g
2
(x )  u d iv

 u

 u
+ 2g ( x)  g%  u]

-  u % g (x)A
*
(Au- I)

u
n
= u

n+ 1
, � m = m + 1

� � else� � u
n+ 1

= u
n

如此交替最小化,最终得到 u和 h.

5� 实验结果

� � 首先以一幅 1024 # 768的城市卫星遥感图像为例,给

出新模型的图像恢复的效果,并进行比较,如图 1中是所

示先将图像进行散焦模糊. 再添加高斯噪声,模拟出一个

既被模糊又被噪声污染的图像.图 2中所示的是我们分别

利用 Y ou�K aveh和 Chan�W ong及本文提出的新模型进行恢

复而得到的结果.

下面我们以一幅由多个不同的几何图形组成的 320 #
320图像进行模拟恢复效果,在图 3中我们先对其进行以

运动模糊,然后再在模糊图像的基础上加入椒盐噪声.图 4

中是分别用 You�Kaveh和 Chan�Wong及本文提出的新模型

进行恢复而得到的结果.

下面我们给出上述两幅图像在 Genu ine Intel Pen tinum

处理器上,对于给定的相同的参数条件下,三种算法对两
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幅图像进行迭代所需要的时间:

表 1

试验图像 城市卫星图像 几何图像

退化方式
散焦 11# 11,

SNR 1/2. 72

运动模糊 9 # 1,

SNR 1/2. 72

参数
s= h= 1, �

1
= �

2
= 2 # 10�3, dt= 0. 23,

迭代次数 = 50

You kaveh算法所需时间 127#020000s 3#312000s

Chan算法所需时间 112#211000s 3#157000s

本文算法所需时间 107#158000s 3#094000s

6� 结论

� � 本文在 You�Kaveh和 Chan�Wong的复原模型的基础,

改进了其交替最小的思想, 考虑了图像的局部信息,使得

参数相对具有自适应性,并且有对其数值计算时, 对迭代

格式进行了改进,通过对上述不同模型的复原效果可以看

出,本文提出的新的模型在复原图像上有相对较好的效

果.
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