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精确稳定求解时域电场积分方程的一种新方法

赵延文,聂在平,徐建华,武胜波
(电子科技大学电子工程学院,四川成都 610054)

� � 摘 � 要: � 时域电场、磁场和混合场积分方程已被广泛用来分析散射体的时域散射响应.基于适当的空间积分方

法和隐式的时间步进算( MOT )法在求解时域磁场和混合场积分方程时总是稳定的,然而在求解 TDEFIE 时则是不稳

定的. 在本文中, 时域电场积分方程的非奇异性积分采用标准的高斯求积法来计算; 而利用参数坐标变换和极坐标变

换将其奇异性积分转换成为可以分区域精确快速计算的非奇异性积分. 通过数值实验表明,利用该方法可以非常精确

稳定地求解时域电场积分方程,即使是在时间迭代后期也不必采用任何求平均的过程; 另外, 该方法可以用于任意时

间基函数并可以推广到高阶空间基函数的情形.
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A New Method for Stable and Accurate Solution of Time�Domain
Electric Field Integral Equation

Z HAO Y an�wen, NIE Z ai�ping , XU Jian�hua, WU Sheng�bo
( School of Elect ronic Engin eering, University of Elect ronic Science and Techn ology of China , Ch engd u , Sichu an 610054, Chin a )

Abstract: � T he time�domain electric, magnetic and combined f ield int egral equations ( TD EFIE,

TDMFIE and TDCFIE) have been applied w idely to the analysis of tran sient scatt ering from conduct ing

bodies. The marching�on�in�time ( MOT ) schemes, relying on suit able spat ial integral rules and implicit

time�st epping met hod, f or solving th e TDCFIE and TDMFIE have been found to be stable. Unf ortunately,

the same is not t rue for the TDEFIE. In this article, the non�singular in tegral is evaluated using th e st and�
ard Gaussian quadrat ure rules, and th e tran sf ormat ions of the parametric coordin ates and plane polar coor�
dinates are employed to transf orm the singular int egrals of T DEFIE in to non�singular integrals, wh ich can

be accurat ely and ef ficien tly evaluated by dividing the origin al domain of in tegration into sub�domains.

Simulation result s demonst rate t hat this approach produces rather stable and more accurate results w ithout

resort to any averaging processes. In addition, t his meth od suit s to any temporal basis f unctions and can be

extended to h igh�order spatial basis funct ions.
Key words: � time�domain integral equation; electromagnet ic t ransient scatt ering; marching�on�in�time

method; singular integrations

1 � 引言

� � 分析目标时域电磁散射问题的方法可以采用时域微
分方程法( TDDE)或时域积分方程法( TD IE )

[ 1~ 3]
.在处理

均匀无限大背景介质中目标的时域电磁散射问题时,

T DIE法具有未知量仅仅位于散射目标的表面、不必强加

吸收边界条件且没有网格色散误差的优点.

然而,求解 TDIE常用的时间步进( MOT)算法总是存

在后时不稳定的问题.尽管人们采用了许多方法来严格分

析和改善MOT 算法的后时不稳定性,但是大多数研究都

集中在抑制不稳定性的工程技术方法之上 [4, 5] .先前,提高

MOT 算法时间后期稳定性最为常用的方法就是采用时间

平均方法, 以过滤掉被认为是导致解不稳定性的高频成

份
[ 10~ 12]

.尽管时间平均法和滤波技术非常简单、便于应用,

但是它们将导致解的不精确性,并且在散射体几何结构复

杂时失效.与时间平均法类似, D avies引入了空间和时间

同时平均的方法[ 4, 5] . 适当选取空间基函数和时间基函数

也可在一定程度上改善 MOT算法的计算精度和后时稳定

性[ 6, 7] .采用隐式时间步进 ( IMOT ) 算法和适当的数值

积分法求解时域磁场积分方程( TDMFIE)和时域混合场
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积分方程( T DCFIE)可以得到非常稳定的解
[7~ 9]

,而求解

时域电场积分方程( T DEFIE)却仍然存在后时不稳定的问

题.本文通过精确计算 TDEFIE 的奇异性积分大幅度地改

善了时间步进算法求解 TDEFIE的后时稳定性.

2 � 时域电场积分方程及其数值求解

� � 假设 S 为位于均匀介质中的理想导体的表面,则瞬态

入射电场E inc( r , t )将在理想导体表面 S 上产生感应电流

J ( r , t ) ,而 J ( r , t )又要产生散射场 E sca t( r , t ) .利用理想导

体表面上切向电场为零的边界条件,可以得到时域电场积

分方程为

E inc
tan( r , t ) =

�A ( r , t )
�t + � �( r , t )

ta n
, r � S ( 1)

其中下标 tan!表示切向分量,A(r , t )和 �( r , t )分别为矢

量位和标量位,并可表示为

A(r , t ) =
 
4!∀S

J( r#, t - R / c )
R

dS# ( 2)

�( r , t ) = -
1

4!∀∀S∀
t�R/ c

� ∃

�#S % J ( r#, t#)
R

dt#dS# ( 3)

式中R= r- r# 表示场点 r 和源点 r#之间的距离, ∀和  

分别为散射体周围介质的介电常数和磁导率,而 c 为电磁

波在其中传播的速度.方程式( 1)及( 2)和( 3)就构成了时域

电场积分方程,由它们可求解出未知的电流密度 J(r, t ) .

利用空间基函数 fn ( r ) ( n = 1, 2, &, N e )和时间基函

数 T l ( t ) ( l = 1, 2, &, N t )可将散射体表面上未知的感应

电流密度 J( r , t )表示为

J( r, t ) = ∋
Ne

n= 1
∋
Nt

l= 1

I l
nT l ( t ) f n ( r ) ( 4)

其中 I l
n 为与时空基函数 f n ( r ) T l ( t )相关的待求加权系数.

在本文中,时间基函数 T l ( t ) = T ( t - l#t ) (#t 为时间步长)

设为三角形函数[3] ;空间基函数 f n ( r )选为在求解频域和时

域积分方程中常用的 RWG 基函数[ 3, 13] . 将式( 4)代入方程式

( 1) ,并且在空间上采用伽略金方法、在时间上采用点匹配方

法(时间匹配点为 k#t )可以得到下列矩阵方程,

M 0 % I k = V inc
k - ∋

k- 1

l= 1

M l % I k - l ( 5)

其中

I k ( m ) = I k
m ( 6)

V inc
k ( m ) = ∀S

m

E inc( r , t k ) % fm ( r ) dS ( 7)

M l ( m , n ) =
 
4!∀Sm∀Sn

�T (t)
�t t= l #t- R/ c

fm ( r) % fn ( r#)
R

dS#dS +

1
4!∀∀Sm∀Sn ∀

l#t- R/c

�#t
T ( t#) dt#

� % fm ( r ) �#%f n ( r#)
R

dS#dS ( 8)

矩阵方程式( 5)就是经典时间步进算法的基础; 时间步进

算法就是通过在时间步上递推求解方程式( 5)来获得所需

的每一时间步上的感应电流密度.由于时域阻抗矩阵 M l

为高度稀疏矩阵,因此方程式( 5)的求解可以采用稀疏矩

阵的迭代法(如共轭梯度法) ,且求解方程组所占的时间比

例往往较少.

3 � 时域电场积分方程中奇异积分的精确计算

� � 当场点和源点在同一三角形单元上时,积分( 8) 为奇

异性积分.有许多方法可以较为精确地计算频域积分方程

矩量法中所出现的奇异性积分, 如奇异值提取法
[14]
和

Duff y变换法[ 15] .由于式( 8)的被积函数中包含了时间基

函数的时间导数或积分,使得频域积分方程矩量法中常用

的奇异值提取法或 Duf f y变换法却难以精确计算时域积

分方程中的奇异性积分.下面, 在参数坐标变换和极坐标

变换相结合的基础上,首先将时域电场积分方程的奇异性

积分转换成非奇异性积分,然后根据时间基函数的定义域

区间将该非奇异性积分变成可精确积分的分区域积分,实

现时域电场积分方程矩量法的时域自阻抗矩阵元素的精

确计算.

假设式( 8)中对场点的面积分采用高斯积分法, 这样

对源点的奇异性积分总可以写成下面的形式

I s= ∀T

F( l, r#)
R

dS# ( 9)

其中 T 表示源点r#所在的平面三角形单元; F 表示非奇异

性的任意标量或矢量函数; R = r 0- r# 为场点 r 0 ( r 0 �
T )和源点 r#之间的距离.首先,将平面三角形单元 T 上的

积分I s 表示成由场点 r 0 和单元 T 的三个顶点( r 1 , r 2, r 3)

所确定的三个子三角形 T e ( e = 1, 2, 3 )上的面积分之和

(如图 1) ,因此面积分 I s 可以写成

I s= ∋
3

e= 1∀Te

F( l, r#)
R

dS# ( 10)

若对子三角形单元 T e( e = 1, 2, 3)引入参数坐标变换

(即面积坐标) ,

r#= ( 1- u e - v e ) r 0+ u er 1+ MOD(e , 3) + v er 1+ MOD(e+ 1, 3) ,

r# � T e ( 11)

其中 MOD(%, 3)表示对 3求余数.这样,积分式( 10)可以写

成

I s= ∋
3

e= 1

2A e∀
1

0
du e∀

1�u e

0

F( l, ue , ve )

aeu
2
e + 2beu ev e + cev

2
e

d v e ( 12)

式( 12)中积分号前面的系数 2A e 为雅可比因子, A e 表示
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第 e个子三角形T e 的面积; u e 和 v e 为对应于第 e 个子三

角形T e 的参数坐标; a e、b e和 c e 是由子三角形单元T e 的

三个顶点坐标所确定的常数,

a e= ( r 1+ MOD( e , 3)- r 0 ) % ( r 1+ MOD( e , 3)- r 0 )

b e= ( r 1+ MOD( e , 3)- r 0 ) % ( r 1+ MOD( e+ 1, 3)- r 0)

c e = ( r 1+ MOD( e+ 1, 3) - r 0 ) % ( r 1+ MOD( e+ 1, 3)- r 0 )

( 13)

然后,在参数坐标系中再进一步引入极坐标( ∃, %)变换: u e

= ∃cos%, v e = ∃sin%;并注意到 ∃的变化范围为 0~ D ( %) =

1/ ( cos%+ sin%) (如图 1( b ) ) ,则式( 12)变为

I s= ∋
3

e= 1

2A e∀
p/ 2

0 ∀
D( %)

0

F ( l , ∃, %) d∃d%

a ecos
2%+ b e sin2%+ c e sin

2%
( 14)

这样,原奇异性积分( 10) 就转化成了非奇异性积分( 14 ) .

由于对 ∃向积分的积分上限D ( %)是 %的函数, 因此积分

( 14)应采用两个一维数值积分来计算.对 %向的积分可以

采用一维辛普生积分法或分段高斯积分法来精确快速计

算.由于积分( 14)的被积函数中所包含的时间基函数的导

数常常是不连续的(如本文采用的三角形时间基函数的导

数就为分段连续函数) , 并且分域的时间基函数可能使得

积分( 14)中的被积函数仅在子三角形 T e 的部分区域上不

为零,因此式( 14)中对 ∃向的积分不能直接采用高斯积分

法来计算.若采用辛普生积分法又非常费时.基于时间基

函数导数的分段连续性,下面给出一种高效精确的 ∃向分

区域积分方法.

假设时间基函数 T ( t )定义在区间( - #t , p t #t ) 上,

则在考虑到时间延迟的情况下,由积分式( 8)可以知道,

- #t ( l #t - R / c ( p t #t ( 15)

将 R = ∃ a e cos
2%+ b e sin2%+ c esin

2%代入式( 15) ,很容易

得到

( l - p t ) R % ( ∃( ( l + 1) R % ( 16)

其中 R %= c#t / a ecos
2%+ b e sin2%+ c e sin

2%. 由式( 16 ) ,

就可以将积分( 14) 中对 ∃向的积分写成分区域的积分形

式,

I s= ∋
3

e= 1

2A e∀
!/ 2

0 ∋
l

p= l- pt
∀

dp+ 1( %)

dp (%)

F( l, ∃, %) d∃d%

a ecos
2%+ b e sin2%+ c e sin

2%

( 17)

考虑到 0 ( ∃( D ( %) ,上式中的 d p ( %)可以表示为

d p ( %) =

0, p< 0

pR %, 0 ( p ( D (%) / R %

D ( %) , p > D ( %) / R %

( 18)

这样,式( 17)中关于 ∃的每一个分区内的被积函数总是连

续变化的,因此可以采用高斯积分法或辛普生积分法高效

精确地计算出来.

4 � 数值计算结果

� � 在本节中,利用几个计算实例来证明本文所提出的方

法的稳定性和精确性.在第一个例子中, 假设散射体为位

于 xy 平面上 2m ) 2m 理想导体平板,在方向分成 8等份、

在 y 方向上分成 7等份,这样可以得到 112个三角形单元、

153个公共边(即未知数) .假定入射电场为高斯平面波,

E inc( r , t ) = E0
4

pT
exp( - &2 ) ( 19)

其中 &= 4( ct - ct 0- r % k̂ ) / T .设 E 0= x̂, ct 0 = 6LM (光

米) , T = 4LM ,而 1LM 就是光在自由空间中传播 1m 的距

离所需的时间;同时入射波的入射方向设为 %= 0∗、∋= 0∗.
为了便于比较,在计算实例中同时给出了用频域解和逆傅

立叶变换( IDFT)得到的计算结果.图 2中给出了平板中心

处 x方向的感应电流随时间变化关系.从图 2中可以看出,

文献[ 3]所采用显式时间步进算法( EMOT)的计算结果在

时间早期与 IDFT的结果吻合得较好,但是很快就发散了;

而此基础上采用了时间平均来消除时间后期不稳定性的

文献[ 12]的计算结果在时间早期有一定的误差,在时间后

期却是稳定的,这说明对平板这样几何形状非常简单的散

射体而言,采用电流时间平均的方法可以较好地改善时间

后期稳定性;而本文方法的计算结果与 IDFT的结果吻合

得非常好,且即使时间为 t = 1000LM 时也没有出现发散

现象.

在第二个例子中,我们考虑半径为 0. 5m、中心位于原

点的理想导体球的时域散射.球的表面在 %方向上分成 8

等份、在 ∋方向分成 12等份,球面就被分成 168个平面三

角形单元、对应于 252个未知数.如图 3所示,我们给出了

观察点( 0. 5m , 90∗, 15∗)处感应电流密度的 %分量和观察点

在( 0 5m, 78 75∗, 90∗)处的 ∋分量.从图 3中可以看到文献

[ 3]所采用的 EMOT 算法的计算结果仍然很快就发散了,

虽然采用时间平均可以在一定程度上延迟了时间后期不

稳定性, 但是仍然发散较早,这说明了时间平均的方法对

于复杂结构目标失效;而本文方法的计算结果不但与 ID�
FT的结果吻合得很好,而且时间后期仍然是非常稳定的.

通过前面的两个数值计算实例可以清楚地表明,基于显式

时间步进算法基础上的电流时间平均技术虽然在一定程

度上改善了时间后期稳定性,但是当散射体的几何形状较

为复杂时失效且总是会产生一定的计算误差(即使散射体

为理想导电球体也是这样) .
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为进一步证明本文方法的精确性和稳定性.第三个例

子的散射体结构设为边长为 1. 0米、中心位于坐标原点的

理想导电立方体.立方体的六个面被分成 224 个平面直角

三角形单元和 336个未知数.图 4给出了观察点为上顶面

中心( 0. 0, 0. 0, 0. 5) m 处感应电流密度的 x 分量随时间的

变化关系,并同时与文献[ 9]的 IMOT 算法进行了对比.文

献[ 9]计算时域阻抗矩阵元素时在时间上采用了重心近

似.从图 4同样可以看到,文献[ 9]的结果在一定时间后已

经开始发散,而本文结果仍然非常精确且后时非常稳定.

最后的计算实例为半径为 0. 96m、球心位于坐标原点

的理想导电的封闭半球体.采用自动剖分软件将封闭半球

体表面剖分成 320 个平面三角形单元和 480个未知数.图

5给出了观察点为顶点( 0. 0, 0. 0, 0. 96) m 处感应电流密度

的 x 分量随时间的变化关系.从图 5 可看出,本文方法的

计算结果非常精确、在时间后期非常稳定.

5 � 结束语

� � 本文提出了一种精确稳定求解理想导体目标时域散
射的新方法.时域电场积分方程中的非奇异性积分采用标

准的高斯求积法,而利用参数坐标变换和极坐标变换将时

域电场积分方程的奇异性积分转换成为可以分区域精确

快速计算的非奇异性积分.数值实验证明了该方法求解时

域电场积分方程的精确性和时间后期的超稳定性.因此,

该方法可以用来分析电大目标的时域电磁散射.尽管文中

采用的是低阶的空间 RWG 基函数和线性的时间基函数,

但是它可以很方便地推广到更为复杂的时间基函数和高

阶的空间基函数情形.
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