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基于测地 G abriel图的非线性流形判别分析

陈华杰,韦 � 巍
(浙江大学电气工程学院,浙江杭州 310027 )

� � 摘 � 要: � 针对位于非线性流形上类别数据的判别分析问题,提出了一种基于测地 G abriel图的局部判别器

融合算法.利用测地距离表征流形的内在几何结构,由此构造测地 G abriel图确定异类数据相互靠近的局部临界

区域,进而训练得到局部线性的判别器.整体的非线性判别器由多个局部判别器融合得到:基于柔性边界准则函

数,以迭代优化的方式,为每个局部判别器分配最佳的权重系数,整体上逐步提高异类样本间的区分度.在人工合

成数据集以及人脸图像库上的实验证明了本文算法的有效性.
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D iscrim inant Analysis on NonlinearM anifold Based

on Geodesic GabrielGraph

CHEN Hua�jie, WE IW e i
(C ol lege o f E lectr ica l Eng ineern in g, Zhejiang Un iversity, Hangzhou, Zhejiang 310027, Ch ina )

Abstract: � A s for the d iscrim inan t analysis on non linear m an ifold, a geodesic G ab riel graph based local d iscrim inant

m erging approachw asproposed. U sing geodesic d istance to discover the intrin sic geometry of them an ifo ld, the geodesic

G abriel graph w as constructed to locate the critical local reg ionswhere the local linear d iscrim inantswould be learned.

The global non linear discrim inan twas ach ieved by m erging the m ultip le local d iscrim inan ts. T he softm argin criterion

based m erg ing algo rithm assigned the best w eight to each local d iscrim inant in an iterative w ay and upgraded the detec�
tion accuracy stepw ise. T he superiority of th is algorithm w as con firm ed by experim ents both on syn thesized data and

face im age se.t
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1� 引言

� � 在计算机视觉、模式识别等领域通常要对高维的数据
如人脸图像等进行判别分析,这些高维数据的很大一部分

可以用高维空间的非线性嵌入子流形来建模
[ 1~ 3]

. 简略地

说,一个流形是一个集合且带有一个拓扑,使得在局部上

此集合可看作是欧式空间.已提出的流形学习方法, 如

LLE
[ 1]
, Isomap

[ 2]
, L aplacian E igenm aps

[ 3]
等具有表达流形

上非线性结构的能力; 但所采用的都是无导师学习的方

式,所获取的特征,往往并非判别意义上的最优.现有的用

于判别的扩展流形学习算法,根据流形上数据的所属类别

的异同,对同类与异类数据施加不同的处理
[ 4~ 6]

. W u等
[ 4]

分别计算类内、类间的测地距离. Chen等
[ 5]
在保持同类数

据相互靠近的情况下, 尽量扩大映射后的异类数据的距

离. G eng等
[6]
综合数据之间的测地距离以及类别来获取相

似度,进而降维.上述扩展算法,由于在降维处理时需要数

据的类别信息, 对于未标定类别的测试样本数据,无法直

接获得映射后的低维数值.

流形学习的一个基本思想是:先获取流形上局部区域

的几何结构,再对局部的几何结构调整并扩展至整体,从

而获得非线性流形的整体表达
[7]
.此种先局部后整体的策

略可以借鉴用来对流形进行判别分析.对于整体非线性可

分的流形,在若干选定的局部区域,则可能是线性可分的.

本文提出了一种非线性流形的判别分析方法.采用测

地距离
[ 2]
来表达数据间的非线性关系,构造测地 G abriel图

在非线性流形上划分出异类样本相互靠近的局部区域,进

而在这些局部区域上进行线性判别分析.而整体的非线性

判别器通过多个局部线性判别器融合而得.由此,将整体

非线性流形的判别分析问题分解为局部线性判别分析以

及局部判别器的融合问题.

收稿日期: 2005�10�21;修回日期: 2006�05�18

基金项目:浙江省青年人才培养资助项目 ( N o. R105341)



2� 测地 Gabriel图

� � 在m 维空间上的一个 d维流形M (d <m )由下面的映

射函数构成:

f�C  Rm
, C �Rd

式中: C是 R
d
上的紧子集.采样自M 上的数据集合X

= {x 1, x 2, !, xN } , x i ∀ R
m
,每个数据有对应的标号为 y i,对

于二分类问题,有 y i ∀ { - 1, 1 }.流形上异类数据相互靠近

的区域可以通过构造测地 G abriel图来确定.

2 1� Gabriel图

近邻法是常用的一种模式识别的方法.采用 k�近邻法
进行模式分类时,对于一个新样本,根据其 k个最近邻的训

练样本的优势类别进行分类. G abriel图
[ 8]
可用来从训练样

本集中找出异类样本相对靠近的临界区域 ( critical re�
g ion).

当 2个点A、B满足以 AB为直径的超球中不包含任何

其他点时,亦即对其他任何一个点,满足条件

d
2
(D, A ) + d

2
(D, B ) > d

2
(A, B ) ( 1)

时,则称它们为 G ab riel近邻;其中 d是两个点之间的距离

测度.

图 1给出了一个采用欧

式距离的 G abriel近邻的例

子,其中 A与 B是 G abriel近

邻,而 B 与 C 不是. 所有的

G abriel近邻以边相连接则构

成了 G abriel图.不同类别的

数据间的 G abriel图可以采用

G abriel剪辑算法得到
[ 8]
.

2 2 � M inkowski距离与测

地距离

M inkow ski距离 [ 9]是很常用的一种测度方式.对 x, y∀

R
n
这 2个点,其 M inkow sk i距离 dm ( x, y )定义为:

dm ( x, y) = #
n

i= 1

x i- y i

r 1/ r

式中: r是 M inkow sk i因子.当 r设为 2时,就是欧式距离.

当对于复杂流形上的数据,测地距离比 M inkow sk i距离更

适合用来表征它们之间的相互关系
[ 2]
.

测地曲率处处为 0的曲线称为测地线. 以曲面为例,

一般情况下经过曲面上 2点

的测地线是这 2点间的短程

线, 2点间的测地线长度为测

地距离. 测地距离反映了流

形的内在几何结构 ( in trinsic

geom etry) ,当一个弯折的曲

面被展开成一个平面时,点

与点之间的测地距离保持不

变.图 2显示了测地距离 (实

线 )与欧式距离 (虚线 )的比较.

2 3 � 训练样本与测试样本的测地距离估计

流形上测地距离估计的基本思路是:流形上相邻点之间

的测地距离可以直接由欧式距离来估计,非相邻点之间的测

地距离则是通过一系列相邻点之间的最短路径来估计.

首先根据某一测度方式,如欧式距离 dX ( xi, xj ), 确定

训练样本 x i的近邻点集 Z ( xi ).一种方法是取距离 x i最近

的 k个点构成 Z ( x i );另外一种方法是取位于 x i的 �领域

内的点构成 Z ( x i ).本文采用了第一种方法.样本点间的近

邻关系由矩阵G表示,其中

dG ( xi, x j ) =
dX ( xi, x j ) xj ∀ Z ( xi )

∃ xj ! Z ( xi )

继而估计流形上任一数据点对之间的测地距离 g ( x i,

x j ).由于嵌入流形未知,用G 上 x i与 x j之间的最短路径来

近似 g ( xi, xj ) .最短路径的估计方法如 F loyd�W arshall算

法
[ 2]
:

g ( xi, x j ) = m in{dG ( xi, x j ), dG (x i, xk ) + dG ( xk, x j ) },

由此可见:流形上的 2个数据之间的欧式距离仅取决与它

们本身,而它们的测地距离则还取决于其他数据点所构成

的整体结构.

上述估计方法针对的是训练样本.而针对给定一个测

试样本 xt,首先采用相同的规则确定其近邻点集 Z ( xt ),则

x t到非近邻的训练样本的测地距离采用下式估计:

� g ( xt, x i ) =
m in

xj ∀ Z (xt )
{g ( x j, x i ) + dX ( xt, x j ) } x i ! Z (x t )

dX ( xt, x i ) x i ∀ Z (x t )

2 4 � 测地 Gabriel图

当采用测地距离来描述流形上数据的相互关系的时

候,式 ( 1)被改写为:

g
2
(D, A ) + g

2
(D, B ) > g

2
(A, B ) ( 2)

式中: g是测地距离.则满足式 ( 2)的点对,称它们为测地

G abriel近邻 ( G eodesic G abrielN eighbor: GGN ),所有 GGN

之间以边相连接所构成的图,称之为测地 G abriel图 ( G eo�
desic G abrielG raph ic: GGG ).为了便于比较,将基于欧式距

离的 G abriel近邻以及 G ab riel图分别称为欧式 G abriel近

邻 ( Euclidean G abrielN eighbor: EGN )、欧式 G ab riel图 ( Eu�
clidean G abrielG raph ic: EGG ) .相比于其他区域,临界区域

在判别分析时更值得关注;而临界区域的划分与构造 G a�
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briel图时所采用的测度方式相关.图 3给出了 EGG (左 )与

GGG (右 )的一个实例上的比较,其中每对 G abriel近邻用

实线相连.此例的数据点位于复杂的非线性流形上;数据

点间的测地距离一定程度上包含了此流形的整体结构信

息,而欧式距离则无此能力. 正是由于此原因, GGG比

EGG对临界区域作了更简洁有效的划分.

3� 基于 GGG的局部判别分析

� � 在异类数据 G abriel近邻所确定的临界区域进行局部

判别分析.首先根据流形上样本数据到 GGN的测地距离,

估计属于对应的局部判别器的概率,然后采用加权正则化

线性判别分析的方法构造局部判别器.

3 1� 确定流形上数据属于局部分类器的概率
假设 { ( x

k
1, x

k
2 ) k= 1, 2, !, K }为 GGN集,近邻对 ( x

k
1,

x
k
2 )对应的局部判别器为 fk.给定流形上的数据 x,其属于局

部判别器的概率 p ( fk x )可采用下式获得
[ 10]

:

p ( fk x= p
k
( x ) #

K

j= 1

p
j
( x)

式中: p
k
( x ) = exp ( - �k ( x ) ), �k ( x )是样本 x相对于局部

分类器 fk的活跃信号量 ( activity signal).根据样本与 GGN

之间的测地距离来估计 �k ( x ):

�k ( x ) =
( g ( x, x

k
1 ) + g ( x, x

k
2 ) )

2

t

式中: t是宽度常数.样本数据与 GGN在流形上相距越远,

即 g ( x, x
k

1 ) + g ( x, x
k

2 )越大, �k (x )也越大,则样本数据属于

对应局部判别器的概率 p ( fk x )就越低.

3 2� 基于测地距离的加权正则化线性判别分析
构造局部判别器 fk 时,样本数据到 GGN的测地距离

构成了新的特征空间:

xi  z i = [ g ( x i, x
k
i ), g ( x i, x

k
2 ) ]

T

给定当前的样本的概率 {p ( fk x i ) },则类内离散度为:

Sw =w
T #

j = 1, 2

(Z
j
- ∀Z j

) (Z
j
- ∀Z j

)
T
w =w

T
Mww

式中: w是投影映射矩阵; Z
j ∀ R

2%N j

(N j 是 j类样本的个

数 ), Z
j
的第 i个列向量为 Z

j
( i ) = z i & p ( fk x i ) ; ∀Z

j
的

每一列向量是 j类样本的加权均值.

类间离散度为:

SB = w
T #

j= 1, 2

N j ( ∀Z
j
- ∀Z ) ( ∀Z j

- ∀Z )
T
w =w

T
M Bw

式中: ∀Z是全部样本的加权均值.

传统的 F isher线性分析通过求解MB 与MW 的广义特

征值问题获取投影映射矩阵,使得 SB /SW 最大. 该方法的

一个缺点是难以解决小样本 ( Small S am ple S ize: SSS )问

题
[ 11]

.考虑到实际应用中可能会遇到数据分布稀疏的情

况,采用了正则化线性分析的方法
[ 11]

:

arg max
w

w
T
MBw

 w T
MBw +w

T
MWw

( 3)

式中: 0∋  ∋ 1称为正则化参数.通过对M B以及MW 的转

化矩阵的特征值分解来求解式 ( 3)的优化问题,从而克服

了小样本问题.详细的算法可参考文献 [ 11] .则局部分类

器为:

fk ( xi ) =w
T
z i

4� 局部判别器融合算法

� � 在局部判别分析的基础上,通过融合多个局部线性判

别器, 可获得整体上非线性的判别器.整体判别器的形式

为:

F ( x ) =#
K

k= 1

!kp ( fk x ) fk ( x ) ( 4)

式中: fk 是第 k个局部判别器, !k 是 fk 在整体判别器中所

占的权重系数. 局部判别器的融合学习中,根据一定的全

局优化指标,确定每个局部分类器的权重系数.

F isher准则函数可以用来作局部判别器融合的全局优

化指标,但是数据得以最好区分的前提是:每个类的样本

数据的投影值为高斯分布
[ 12]

.对于所关注的非线性流形上

的数据,如人脸图像等,不一定就能满足这个前提条件.而

基于边界 (m arg in)的判别优化指标
[13]

,关注样本的边界参

数 (如与分类面间的距离 ) ,判别分析的结果与投影数值的

分布情况无关. 本文的融合算法的基本思想是:调整各个

局部判别器的权重系数,优先扩大距分类面最近的那部分

样本的边界;对应的优化指标是:

arg m in
! #

i

exp( - y iF ( x i ) ) ( 5)

式中: F是整体判别器; 该优化指标是一种柔性边界 ( soft

m argin).

优化算法流程由表 1给出. 在每次迭代过程中,采用

加权正则化线性判别分析的方法获取当前样本权重分配

情况下的每个局部判别器的权重系数;离分类面比较近的

样本在下一次迭代过程中增加其权重. 经过多次迭代,整

体上逐渐地拉大样本与分类面之间的距离.

表 1� 局部判别器融合算法流程

给定训练样本 { x i i= 1, 2, !N }:

( 1) 样本权重的初始设定 w i = 1 /N, i= 1, 2, !N

( 2)

迭代过程m = 1, 2, !M

( a )在当前样本的权重分配情况下, 采用加权正则化线性判

别方法获取各个局部判别器的权重系数 {!m
k
},根据式 ( 4 )构

造判别器 Fm ( x ) .

( b )更新样本权重w i( w i exp ( - y iFm ( x i ) ) , i= 1, 2, !N,然

后归一处理使得#
i

w i = 1.

( 3) 最终的权重系数为 !k =#
m

!mk .

5� 实验

� � 分别在人工合成的数据集以及真实的人脸图像数据
库上进行相应的实验来验证本文算法.

5 1 � 合成数据集上的实验
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该数据集上正例样本与反例样本数据相互缠绕, 整体

上呈现较强烈的非线性特征,如图 3所示;图上亦给出了

相应的 G abriel图.根据 G abriel图划分局部区域,进行局部

线性判别分析.实验中对 EGG与 GGG、基于 F isher准则函

数与基于边界准则函数的融合算法进行了比较.

采用 EGG划分临界区域时, 对应的 EGN的个数是

264;而采用 GGG时,对应的 GGN个数为 37,仅为 EGN个

数的 14%.这项数据的比较,也证明了 GGG比 EGG更适

合用来提取此例中的非线性流形的结构信息.

本质上基于 F isher准则函数的融合算法可视为基于边

界准则函数融合算法的一次迭代.图 4给出了基于边界准

则函数融合算法迭代过程中公式 ( 5)所示的优化指标的数

值变化情况.可以看到,随着迭代次数的增大,优化指标总

体上呈下降趋势.

图 5给出了训练样本数据的判别结果, 可以看到,

GGG与边界准则函数相结合方法的结果优于其他两种算

法. GGG对流形数据整体结构的把握, 以及边界准则函数

对异类数据的有效区分, 均有助于对复杂流形的判别分

析.

5 2� 人脸识别实验
人脸识别需要处理诸如光照、姿态与表情等各种变化

因素;这些变化因素对实际人脸图像的影响往往是非线性

的,由此得到的人脸图像集可视为位于高维空间的非线性

子流形上.

在 Y ale
[ 14]

, Um ist
[ 15]
人脸图像库上,进行了比较实验.

其中 Y ale数据库的图像在光照与表情上有比较大的变化;

而 Um ist数据库的图像则覆盖了从正面到侧面的各个姿态

角度.图 5给出了部分人脸样本图像, 其中第一行来自

Y ale数据库,第二行来自 Um ist数据库. Y ale数据库上包

含了 11个对象的 165张图像.在原始图像上剪切出人脸图

像部分,然后降采样至 28(高 ) % 24 (宽 )大小.随机选择每

个对象的 7张图像为训练样本, 其他 8张为检测样本.

UM IST人脸库包含了 20个对象的 564张图像. 首先我们

对图像进行挑选,每个对象选出 10张,每张都对应一个特

定的角度.随机选择每个对象的 5张图像作为训练样本,

另外 5张图像作为测试样本.缩放后的图像大小为 28(高 )

% 23(宽 ).

与本文算法进行比较的算法包括了 E igen face, F isher�
face, Isom ap与 LLE. E igenface与 F isherface是传统的子空

间方法,将图像数据投射到低维子空间, 是一种线性的处

理方法.而包括 Isom ap、LLE与本文算法在内的流形学习

算法则直接采用了非线性的处理方法. E igenface、Isom ap

与 LLE采用了无导师学习的方式,而 Fisherface与本文算

法采用了有导师学习的方式.其中, F isherface、Isom ap、LLE

采用近邻法对降维后的数据进行分类;经过多次实验比
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较,选取最优的实验参数与检测结果.

实验结果在表 2、表 3中给出.可以看到, 采用有导师

学习的 Fisherface与本文算法的检测精度较高;采用非线

性处理方式的本文算法的检测精度高于采用线性处理方

式的 F isherface方法.

表 2� Y ale数据库上

� � 的实验结果

表 3� UM IST数据库上

� 的实验结果

算法 错误率 (% )

E igen face 20. 45

F isherface 13. 64

Isom ap, k= 20 18. 18

LLE, k= 25 19. 32

本文算法 9. 09

算法 错误率 (% )

E igen face 23. 0

Fisherface 14. 0

Isom ap, k= 20 21. 0

LLE, k= 20 22. 0

本文算法 9. 00

6� 结语

� � 本文提出了一种基于测地 G ab riel图的局部线性判别

器融合的方法对非线性流形上的数据进行判别分析. 对于

复杂流形上的数据,较之 M inkow sk i距离,测地距离能更好

地刻画流形之整体结构,基于此构造的测地 G ab riel图对流

形作了有效地划分,将整体上的非线性判别分析, 转化为

局部的线性判别分析.基于柔性边界准则函数的迭代优化

融合算法,不依赖于样本数据的分布, 能够有效地将局部

线性判别器整合为整体的非线性判别器.
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