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� � 摘 � 要: � 首先讨论广义泛代数理论 ,引入变维运算和广义型的概念, 并进而给出了广义泛代数的定义. 随后, 给

出模糊模态命题逻辑的概念,并定义了模糊模态命题运算. 最后, 以泛代数理论为基础给出 M�W 系统的定义, 并讨论

了相应系统中广义重言式的性质及其分类, 证明了系统 M�W 只有三种广义重言式.
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Abstract: � The concepts of dimension- variable operation, generalized type and the generalized universal algebra are de 

fined. Then, the concept of Fuzzy Modal Propositional Logic together with it� s operations are propo sed. The system of M!W is intro 
duced by the use of the concept of generalized universal algebra. At last, the properties and the classification of generalized tautolo 

gies are discussed. It is proved that there are only three generalized tautolog ies in sy stem of M!W.
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1 � 引言

� � 在逻辑学的发展中,经典逻辑在公理化, 形式化方面的研

究取得了很大的成功.但在现实世界中大量的事物是不确定

的,利用真值域为{ 0, 1}的经典逻辑处理此类问题会丢失大量

有价值的信息[1] .因此, 学者们从不同角度推广经典逻辑, 建

立了各种形式的非经典逻辑理论[ 2~ 5] . 例如,对经典逻辑语义

进行扩展的多值逻辑系统,如多值逻辑,无穷值逻辑,模糊逻

辑和格值逻辑以及对经典逻辑语构进行扩充的模态逻辑, 时

态逻辑和动态逻辑等.目前, 模糊逻辑等非经典逻辑在人工智

能、模糊控制以及专家系统等领域取得了一系列的成功[ 6~ 9] .

特别地, 刻画含有 必然!和 可能!这两个模态词的逻辑推理

规律的模态逻辑在知识表示及知识推理等领域的研究中有广

泛的应用.因此, 关于模态逻辑的研究越来越引起更多人的重

视.例如,文[ 10, 11]提出基于 Pavelka形式的模糊模态逻辑公

理系统 S5 ( [ 0, 1] L ) , 并证明了它的可靠性和完备性. 文献[ 12]

研究了格值逻辑中的模态逻辑问题, 文献[ 13]对克里普克语

义进行了扩充,给出模糊化的克里普克语义, 并讨论了模糊模

态公式的归约问题.

本文首先对泛代数理论进行推广,提出广义泛代数的定

义.然后, 将模态公式集 F( S )修改为 F( S) ∀ U,即( A , x ) # F

( S) ∀ U表示在可能世界x 下的模态公式A , 进而给出了模糊

模态命题逻辑代数的定义. 最后, 证明了系统 M�W 只有三种

广义重言式.

2 � 广义泛代数

� � 定义 1�1 � 设 A ∀ B 是非空集, 则

(1)A ∀ B 上的 0元运算是 A ∀ B 上的一个元素;

(2)A ∀ B 上的 1 元运算是 A ∀ B 上的自映射f : ( A ∀ B)

∃ A ∀ B;

(3)A ∀ B 上的 2元运算是 A ∀ B 上的 2 元函数 f : ( A ∀

B) ∀ ( A ∀ B) ∃A ∀ B ;

(4)A ∀ B 上的n 元运算是A ∀ B 上的 n 元函数 f : ( A ∀

B) n ∃ A ∀ B � n%1;

(5)A ∀ B 上的� 0 元运算是 A ∀ B 上的可列元函数f : ( A

∀ B) � 0 ∃ A ∀ B ;

(6)A ∀ B 上的 c 元运算是A ∀ B 上的不可数元广义函数

f : ( A ∀ B ) c ∃ A ∀ B .

定义 1�2 � 设 T 是非空集, N 是非负整数集 ar : T ∃ N, 则

称 T= (T , ar )为型,令 Tn= { t # T | ar ( t) = n} .

定义 1�3� 设 T 是型, A ∀ B 是非空集,如果对每一个 t #

T , 有一个 ar ( t)元函数 f : ( A ∀ B)
ar ( t ) ∃ A ∀ B, 则称 A ∀ B 是
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T 型泛代数或T 代数.

定义 1. 4 � 设 tA ∀ B是 A ∀ B 上的运算, ar : tA ∀ B ∃ N �
∀( a1, b1 ) , ( a2, b 2) # A ∀ B , 若 ar ( t ( a

1
, b

1
) ) & ar ( t ( a

2
, b

2
) ) , 则

称 tA ∀ B是A ∀ B 上的变维运算.此时简记 t 为A ∀ B 上的变维

运算.

定义 1. 5 � 设 T 1 是型, A ∀ B 是 T 1 型泛代数, T2= { t1 ,

t2 , ∋}是非空集, ∀ t i # T 2, t i 是A ∀ B 上的变维运算, 记 T=

T 1( T 2,称 T 是广义型, 称 A ∀ B 是T 型广义泛代数或广义T

代数.

3 � 模糊模态命题逻辑的语义理论

� � 定义 2. 1 � 设 S = { P1 , P2, ∋}是原子公式集, U 是非空

有限集合,称为宇宙, 其成员称为可能世界, 用 x , y , z 表示,

型 T= { � , ) , ∗ , ∃ , + , , } , 其中� 是一元运算, ) , ∗ , ∃
是二元运算 , + , , 是变维运算, 由 S ∀ U生成的广义T 代数

记作F( S ∀ U) , 由以下形式组成,

(1) S ∀ U中的元素都属于F( S ∀ U) ;

(2)如果 ( A , x ) , ( B , y )都属于 F ( S ∀ U) , 则 � ( A , x ) ,

( A , x ) )( B , y ) , (A , x ) ∗ ( B, y ) , ( A , x ) ∃ ( B , y ) , + ( A , x )

= )
y # �

x

( A , y ) , , (A , x ) = ∗
y # �

x

(A , y )都属于 F ( S ∀ U) ;

(3) F( S ∀ U)不再含有其它元素.

定义 2. 2 � 记 L 为赋值格, 设克里普克结构 �= −U, R ,
#I �., 其中 U是非空有限集合, 称为宇宙, 其成员称为可能世

界,用 x , y , z 表示; R 表示 U 上的连续的模糊等价关系; 映射

#I �: S ∀ U∃ L 称为克里普克结构�中S ∀ U的 L 赋值. 设( p ,

x ) # S ∀ U,#I�( p , x ) = a 表示在克里普克结构�中可能世界 x

下对 p 的赋值为a, 全体克里普克结构组成的类记为 K .

F( S ∀ U)是由 S ∀ U生成的广义T 代数, #I�可以唯一的

扩张成映射#v �: F( S ∀ U) ∃ L , 其中#v�表示在克里普克结构�
中对F( S ∀ U)的赋值, #v�在可能世界 x 对各个原子命题的赋

值等于#I�在可能世界 x 下对原子命题的赋值.

定义 2. 3 � 在 L 中规定 � , ) , ∗ , ∃ , + , , 运算如下:

∀ p ( x ) , q ( y ) # L, � p ( x ) = 1- p ( x ) , p ( x ) ∗ q ( y ) = max { p

( x ) , q ( y ) } , p ( x ) ) q( y ) = min{ p ( x ) , q( y ) } , p ( x ) ∃ q ( x ) =

1, p ( x ) / q ( x ) ;

� p ( x ) ∗ q ( x ) , p ( x ) > q ( x ) .
, + p ( x )= )

y # �
x

p ( y ) ,

, p ( x )= ∗
y # �

x

p ( y ) ,

其中等号左边的∃为 L 上的R0
[ 4]蕴涵算子,则 L 是一个{ � ,

) , ∗ , ∃ , + , , }型广义泛代数.

注 1:#v �: F( S ∀ U) ∃ L 是克里普克结构�中的 T�同态.

若∀�# K ,#v �是T �同态, 则称#v : F ( S ∀ U) ∃ L 是T 同态, #v �
看作是#v 在�下的限制.

注 2:在模态逻辑中必然算子 + 和可能算子, 比较特殊,

它们依赖于给定的可能世界及与这个可能世界有关系的可能

世界的全体. 在模糊模态逻辑中 ar ( + ) = ar ( , ) = | �x | , 其

中�x= { y | R( x , y ) > 0} . 在不同的克里普克结构下的不同的

可能世界 x 中| �x | 未必相等. 由此可以看出 + , , 算子确实

是一个变维运算.这也反映了模态逻辑的特点, 即运算与克里

普克结构和可能世界有关. 随着克里普克结构及可能世界的

不同, 它的型是不同的. 因此, 在建立逻辑代数时要能够体现

+ 和, 的这一性质, 这正是我们提出变维运算和广义泛代数

理论的实际背景.

注 3: 当在具体的克里普克结构中的具体的可能世界下

讨论时, 不妨设 �0 # K , x 0 # U, 此时的 + �
0
, x

0
, , �

0
, x

0
的型是

确定的. 这里用 + �
0
, x

0
, , �

0
, x

0
表示在克里普克结构 �0中可能

世界 x 0下的必然算子和可能算子. 但是在不引起混淆的情况

下我们将不同克里普克结构中任意可能世界下的必然算子和

可能算子都用 + , , 表示.

由于模态逻辑的研究是以某个可能世界 x 作为参照可

能世界来研究的, 其公式集只是 F ( S ∀ U)的一个子集 F ( S)

∀ U, 递归定义如下:

(1) S ∀ U 中的元素都属于F( S) ∀ U;

(2)如果( A , x ) , ( B, x )都属于 F ( S ) ∀ U, 则� ( A , x ) ,

( A , x ) ) ( B, x ) , ( A , x ) ∗ ( B , x ) , (A , x ) ∃ ( B, x ) , + (A , x )

= )
y # �

x

(A , y ) , , ( A , x ) = ∗
y # �

x

( A , y )都属于 F( S ) ∀ U;

(3) F( S) ∀ U不再含有其它元素.

其中� ( A , x )= ( � A , x ) , ( A , x ) ) ( B, x )= (A ) B, x ) , ( A ,

x ) ∗ ( B, x ) = ( A ∗ B, x ) , ( A , x ) ∃ ( B, x ) = ( A ∃ B, x ) ,

+ ( A , x )= )
y # �

x

(A , y ) , , (A , x ) = ∗
y # �

x

( A , y )

在约定参照可能世界为 x 的情况下, 将( A , x )简记为公

式 A ,同时使用 A # F( S )的习惯用法, 则 F ( S) ∀ U可简记为

F( S ) , F( S )由下列形式的元素组成 :

(1) S 中的元素都属于F( S) ;

(2)如果 A , B 都属于F ( S) , 则� A , A ) B, A ∗ B, A ∃ B,

+ A , , A 都属于 F( S) ;

(3) F( S)不再含有其它元素.

赋值 v�: F( S ) ∀ U∃ L 可视为#v�在 F( S ∀ U)上的限制,

同时将 v�( A , x )= a 简记为A ( x ) = a. 显然 v� 也是T �型同

态.

定义 2. 4
[ 13] � 设 S 是原子命题集, F( S)为由 S 生成的模

糊模态公式的全体, #I�在 F ( S) 上的扩张, 即语义结构 �=

−U, R, #I �.对命题公式的赋值定义如下:

( � A ) ( x ) = 1- A ( x ) , ( A 0 B ) ( x ) = A ( x ) ) B( x ) , ( A ( B)

( x ) = A ( x ) ∗ B( x ) , ( A ∃ B ) ( x ) = A ( x ) ∃ B ( x ) , ( + A ) ( x )

= )
y # �

x

A ( y ) , ( , A ) ( x ) = ∗
y # �

x

A ( y ) , 其中 x , y # U, A , B # F

( S) , �x= { y | R( x , y )> 0, y # U} , 等号右边的∃为[ 0, 1]上的

R0蕴涵算子.

定义 2. 5[ 13] � 设 A # F ( S ) ,  # L , 若 ∀� # K , ∀ x # U,

均有 A (x ) % , 则称 A 为L 中的  重言式, 特别地, 当  = 1

时记为� A ,称 A 为L 中的永真式.

定义 2. 6� 设 A # F( S ) ,  # L , 若∀�# K , ∀ x # U, 均有

A ( x ) >  , 则称 A 为L 中的 +  重言式.

4 � 系统 M!W中的广义重言式

� � 设赋值格 L= [ 0, 1] , 在 L 中采用与定义 2. 3 相同的� ,
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) , ∗ , ∃ , + , , 运算 ,可得到一个赋值格上的代数系统, 记为

M�W. 显然, M�W 也是{ � , ) , ∗ , ∃ , + , , }型代数.

引理 3. 1� 设 !: ML2 n+ 1 ∃ ML3, !在克里普克结构�下

的限制为!�: ML2n + 1 ∃ ML 3,

!�( p ( x ) ) =

1, p ( x )>
1
2
,

1
2 , p ( x ) =

1
2 ,

0, p ( x )<
1
2
,

则是{ � , ) , ∗ , ∃ , + , , }型同态.

证明:与文[ 4]类似, 可证∀�# K , !�是保� , ) , ∗ , ∃运

算.下面证 !�保 + , , 运算. 因为 + ( p ( x ) ) >
1
2

∃ p ( y ) >

1
2
, ∀ y # �x ; + ( p ( x ) ) =

1
2

∃ p ( y ) % 1
2
, ∀ y # �x , 且存在

y 0 # �x 使 p ( y0 )=
1
2
; + ( p ( x ) ) <

1
2
∃ % y # �x , p ( y ) <

1
2
,

所以我们有

!�( + ( p ( x ) ) )

=

1, p ( y )>
1
2
, ∀ y # �x ;

1
2
, p ( y ) % 1

2
, ∀ y # �x ,且存在 y0 # �x 使p ( y 0) =

1
2
;

0, % y # � x, p ( y ) <
1
2
.

+ !�( p ( x ) ) = )
y # �

x

!�( p ( y ) )

=

1, p ( y ) % 1
2
, ∀ y # �x ;

1
2
, p ( y ) % 1

2
, ∀ y # �x ,且存在 y0 # �x 使p ( y 0) =

1
2
;

0, % y # � x, p ( y ) <
1
2
.

因此, + !�( p ( x ) ) = !� ( + p ( x ) ) , 即 !� 保 + 运算. 由 , ( p

( x ) )= � + � p ( x ) , 同时 !� 保 + 和 � 运算, 所以 !�( , ( p

( x ) ) ) = !� ( � + � p ( x ) ) = ( � + � ) !�( p ( x ) ) = , !� ( p
( x ) ) , 即 !�保, 运算. 综上所述 !�是{ � , ) , ∗ , ∃ , + , , )

型同态,由 �的任意性知 !: ML 2n+ 1∃ ML3 是同态映射.

设 V = [ 1-  ,  ] , E = { 0} ( (1-  ,  ) ( {1}关于运算

� , ) , ∗ , ∃ , + , , 与定义 2�3 相同,则 V , E 都是{ � , ) ,

∗ , ∃ , + , , }型代数.

引理 3. 2� 设 g : �W ∃ V , h : V ∃ E , g�( p ( x ) ) = (2 - 1)

p ( x )+ ( 1-  ) ,

h�( r ( x ) )=

r ( x ) ,

1,

0,

�
r ( x ) # (1-  ,  ) ;

r ( x ) =  ;

r ( x ) = 1-  .

则 g , h 分别是{ � , ) , ∗ , ∃ , + , , }型同构, 其中 0 / p ( x )

/ 1, g�和 h�分别为g 和h 在克里普克结构 �中的限制.

证明:对任意 �# K , 文[ 4]已证明 g�, h�保 � , ) , ∗ , ∃
运算且是双射,所以只须证 g�, h�保 + , , 运算. 事实上,

� � g�( + p ( x ) )= (2 - 1) + p ( x ) + (1-  )

= (2 - 1) )
y # �x

p ( y ) + (1-  )

= )
y # �

x

( (2 - 1) p ( y )+ ( 1-  ) )

= )
y # �

x

g�( p ( y ) )= + g�( p ( x ) ) .

同理可证 g�保, 运算.再证 h�保 + , , 运算. 由 + p ( x ) # ( 1

-  ,  ) ∃ )
y # �

x

p ( y ) # (1-  ,  ) , + p ( x )=  ∃ )
y # �

x

p ( y ) =  和

+ p ( x )= 1-  ∃ )
y # �

x

p ( y ) = 1-  可得

h�( + p ( x ) ) =

)
y # �

x

p ( y ) , )
y # �

x

p ( y ) # ( 1-  , ) ;

1, )
y # �x

p ( y )=  ;

0, )
y # �

x

p ( y ) = 1-  .

+ ( h�( p ( x ) ) ) = )
y # �

x

( h�( p ( y ) ) )

=

)
y # �

x

p ( y ) , )
y # �

x

p ( y ) # ( 1-  , ) ;

1, )
y # �x

p ( y )=  ;

0, )
y # �

x

p ( y ) = 1-  .

所以 h�( + p ( x ) ) = + ( h�( p ( x ) ) ) , 即 h�保 + 运算. 同理可证

h�保, 运算,则 h�, g�是{ � , ) , ∗ , ∃ , + , , } �型同构, 由

�的任意性知, h, g 是{ � , ) , ∗ , ∃ , + , , }型同构.

由引理 3�1 和引理 3�2 的结论, 类似文 [ 4]证法, 可得到

如下关于模糊模态命题逻辑广义重言式的几个定理,证略.

定理 3. 3� 设( A , x ) # F( S ) ∀ U, 0<  / 1
2
, 则 A 是 M�W

中的  重言式当且仅当A 是M�W 中的 1
2
 重言式.

定理 3. 4� 设( A , x ) # F( S ) ∀ U,
1
2
<  / 1, 则 A 是 M�W

中的  重言式当且仅当A 是M�W 中的重言式.

定理 3. 5� 关于 M�W 而言, F ( S) ∀ U 只有三种不同的广

义重言式, 即
1
2
 重言式,

1
2

+

 重言式与重言式.

定理 3�3 1 定理 3�5 与文[ 4]结果是相同的, 但是将模糊

逻辑的广义重言式理论推广到更为复杂的模糊模态逻辑中

时, 必须要将命题逻辑代数进行扩充,即建立一种与克里普克

结构相适应的逻辑代数系统, 注 2 恰好说明了这种系统更加

能够反映模态逻辑的特点,因此这种推广是有意义的.

5 � 结束语

� � 本文利用广义泛代数为理论基础将王国俊教授关于模糊
逻辑广义重言式理论推广到了模糊模态逻辑中, 同时表明需

要将命题逻辑代数进行适当的扩充才能将文[ 4]中模糊命题

逻辑的有关结果推广到更为复杂的模糊模态命题逻辑系统.

进一步可仿照文[ 14, 15]研究模糊模态逻辑的归结问题、数值

分析及其在知识表示中的应用等问题.
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