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� � 摘 � 要: � 本文介绍了一种 full�2 码的虚拟顶点简单图表示法, 简化了双容错数据布局判定定理,最优冗余数据布

局定理和双容错数据布局的构造.本文还提出了一种基于完全二部图(对应二维奇偶校验码)的完全 1�因子分解的双
容错数据布局构造方法, 可构造高扩展性双容错数据布局 BG�HEDP. 与 B�CODE 等同类双容错数据布局相比, BG�

HEDP同样具有更新代价最优、高可靠性和低编码/解码复杂度的优点, 冗余率接近最优, 而扩展性更好.
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Abstract: � We present a � virtual node simple graph representation for full�2 code ( corresponds to complete graph) , this rep�

resentation simplifies the double�erasure�correcting data layout judgment theorem, the optimal redundancy data layout theorem and

the construction of B�CODE. We also present a data layout construction method based on P1F of complete bipartite graph ( corre�
sponds to 2d parity code) , this method can produce highly extensible double�erasure�correcting data layouts ( BG�HEDP) . Compared

w ith other data layouts, such as B�CODE, BG�HEDP also has optimal update penalty, high reliability and low encoding/ decoding

complexity , its redundancy is very clo se to optimal value, while it is superior in extensibility to others.
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1 � 引言

� � 磁盘阵列技术[ 1]是近二十年来存储领域最重要的成果之

一.近年来,新型应用模式对存储系统的可靠性要求越来越

高,而存储系统的一些发展趋势难以跟上这种需求, 这对

RAID技术提出了新的挑战. 因此, 近年来, 国内外学术界、工

业界在双磁盘故障容错编码和数据布局方面的研究逐渐增

多.实际上, 上世纪 90年代初 Hellerstein 等人就对双容错编码

进行过深入的研究[ 2] ,多年来也不断出现新的双容错编码和

数据布局[ 3~ 6] , 但对双容错数据布局问题缺乏系统的研究.我

们提出了一类双容错线性码的简单图表示法, 以此为基础提

出了双容错数据布局判定定理[ 7] , 并在双容错数据布局的存

在性方面取得了一些成果. 本文介绍了我们在双容错数据布

局构造方法方面的一些新的成果, 第二节介绍了背景知识和

前人工作, 第三节讨论了基于完全图和完全二部图的 P1F构

造双容错数据布局的方法,第四节进行了总结和展望.

2 � 相关研究

� � 在上世纪 90年代初就已经出现了可恢复两个磁盘故障

的RAID6结构, 但其缺点是编码/解码复杂度很高. Hellerstein

等人提出了二维奇偶校验码、full�2 码等一系列多容错线性

码[2] ,其基本思想是校验分组, 数据单元参与多个校验组, 同

组数据单元简单 XOR 运算即得到校验单元, 大大提高了编码

/解码性能. Hellerstein 等人还提出了针对这类线性码的校验

矩阵表示方法, 并提出了双容错编码评价指标: 可靠性、校验

开销、更新代价、校验组大小(影响重构性能)和扩展能力, 这

5个指标已经成为国内外相关研究工作评价双容错编码的主

要依据.

线性码编码/解码复杂度低,可靠性、更新代价方面都达

到了最优, 但缺点也是显而易见的 ! ! ! 校验开销很差, 特别是

阵列规模较小时. 而当前存储领域的一些发展趋势, 使小规模

磁盘阵列也需要双容错能力来保证较好的可靠性, 无形中这

个缺点就更为严重了. 实际上,我们完全可以将双容错编码长

度为 k 的校验条纹, 布局在磁盘数 n< k 的阵列中,仍然保持

双容错能力. 这样做可能会失去两个以上磁盘故障的恢复能

力, 但已足够保证较好的可靠性, 而冗余率上会有较大改进.

EVENODD、DH1、RDP 和 DH2、RM2、B�CODE 等双容错编码/数

据布局就是基于这种思路. 其中,前三种编码的冗余率都达到

了理论最优值 2/N , 但数据单元(校验单元)可能参与超过两

个(一个)校验组, 造成更新代价非最优,另外三种编码则严格

满足更新代价最优, 我们分别称之为一类线性码和二类线性

码. 显然,二类线性码/布局如果冗余率达到最优, 应该是各方

面都较好的双容错编码/布局方案.

利用二类线性码的特性, 我们提出了用简单图的顶点表

示校验单元(校验组) , 边表示数据单元的描述法, 可以很直观

地表示二类线性码[ 7] , 图 1 给出了 10 磁盘的 full�2 码的简单
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图表示及其一个 6磁盘的数据布局. 我们还在此基础上提出

了数据布局双容错判定定理[ 7] .如图 1( c)所示包含两端顶点

的路和图 1( d)所示的圈,即为两类不可恢复的故障条纹单元

集合(闭合校验单元子集和闭合数据单元子集)所对应的子图

构型. 实际上,这两个闭路分别对应图 1( b )数据布局中两个

不可恢复双磁盘故障:磁盘 0 和 1、磁盘 2 和 3. 若数据布局对

应的图划分中,任意两个分组的并都不包含这两类闭路 ,则布

局具有双容错能力.

3 � 用图的完全 1- 因子分解构造双容错布局

3�1 � 用完全图的 P1F构造双容错布局

双容错判定定理给出了双容错数据布局问题研究的重要

理论基础,但并未解决布局构造问题. 我们对 full�2 码 (对应

完全图)的最优冗余双容错布局的存在性进行了研究, 证明了

n 为奇数和偶数的不同情况下, 最优冗余双容错布局的磁盘

数下界, 及其应满足的构型. 我们还设计了一种利用完全图

K 2n + 2的完全 1�因子分解构造 2n 个校验组的 full�2 码(完全

图 K2 n)的最优冗余布局的方法. 所谓完全 1�因子分解(Perfect

1�Factorization, P1F) ,是指 G= ( V, E)的一个子图集合{ F0, F1 ,

∀, Fk- 1} ,所有 Fi 均为 1�因子(1�正则生成子图) , 任意子图

F i的边集均不相交,所有子图 F i 的并为 G, 且任意两个子图

F i 和Fj 的并均构成汉密尔顿回路. 这种构造方法与 B�CODE

编码方法是等价的[5] ,但我们的描述更为简洁、直观 .生成的

布局具有二类线性码的所有优点,且冗余率最优, 适用范围较

之 EVENODD等编码更广:对于 2n- 1 和 n 为素数的情况,存

在线性复杂度的 K 2n的 P1F的公式化构造方法, 对其他很多

偶数,也已找到了 K 2 n的 P1F[ 8] ,而且有一个著名的猜想 ! ! !

对所有 K2 n均存在P1F. 图 2给出了 K 6 的一个 P1F.

从前文论述容易看出, 利用简单图表示法研究双容错编

码/数据布局问题, 路、圈、分解等概念都与图论中的一般表述

方式有所差异.可以简单加以改进: 顶点只表示校验组, 不再

表示校验单元,增加一� 虚拟顶点 v , 校验组 w 的校验单元用

边( v, w)表示, 数据单元表示方式不变. 图 1( e )给出了图 1

( a) full�2 码的虚拟顶点表示. 这样, 两类对应不可恢复磁盘

故障的闭路就均转化为圈, 其中闭合校验单元子集对应包含

虚拟顶点的圈, 闭合数据单元子集对应不包含虚拟顶点的圈.

利用虚拟顶点表示法, 双容错数据布局判定定理和最优冗余

数据布局定理均可得到简化.利用完全图的 P1F构造最优冗

余双容错布局的方法也简化为一个步骤: 给出如图 2 所示 K 6

(K 2n+ 2)的一个 P1F, 其顶点 0- 3( v 0- v2n - 1 )为校验顶点, 5

( v2 n+ 1)为虚拟顶点 , 4( v2n )为辅助顶点; 对每个 1�因子, 删除

辅助顶点 4( v 2n )的邻边; 所得分组即构成 K4 ( K2 n )的一个最

优冗余双容错布局, 如图 3 所示.改进后的方法无需再考虑顶

点, 只需考虑边的划分即可,所得布局双容错能力的证明也变

得非常简单: 在删除辅助顶点的邻边后,任意两个分组的并均

删除了相邻的两条边, 而图的顶点减少了一个, 因此任意两个

分组的并均构成 K 2n+ 1的一个长度为 2n 的路, 未形成圈, 故

对应布局具有双容错能力.

3�2� 用完全二部图的 P1F 构造双容错布局

B�CODE 在可靠性、校验开销、更新代价等方面都达到了
很好的效果, 但由于校验单元的散布, 扩展能力较差.实际上,

构造最优冗余布局, 不一定基于完全图, 非完全图同样可以.

而且就目前存储技术的发展趋势看, 容量应该是最容易解决

的问题, 最优冗余目标是否必须也要打上一个问号. 以合理的

冗余率, 在其他方面获得更好的效果,可能比单纯追求最优冗

余更好. 图论领域中研究最为充分的非完全图, 容易想到二部

图. 我们发现,利用完全二部图的 P1F, 可构造出最优冗余或

者接近最优冗余的双容错数据布局(此节采用简单图表示法,

而非虚拟顶点表示法) .有意思的是, 完全二部图对应的就是

二维奇偶校验码.

与完全图的 P1F问题一样, 完全二部图的 P1F 问题的研

究也有几十年的历史了. 已知, 如果完全图 K n+ 1存在一个

P1F,则可由此构造出完全二部图 Kn, n的一个 P1F[ 9] . 这表明,

对> 2 的素数 p , Kp, p和K 2p- 1, 2p- 1均存在 P1F, 对< 50 的奇数

p ,可保证 Kp, p的 P1F 的存在.值得注意的是, 上述命题的逆命

题并不成立, 这就是说, 存在 P1F 的完全二部图的数目� 不少
于 完全图.而且, 看起来寻找完全二部图的 P1F比寻找完全

图的 P1F要� 容易 得多, 例如 K 10只存在唯一的 P1F, 而 K 9, 9

则存在 37 个不同构的 P1F[ 9] . 对于完全图,文献[ 8]中给出的

P1F公式化构造方法不是那么容易想到的. 而 p 为素数的情
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况下,可以很容易地得到完全二部图 Kp , p= ( V , W, E)的一种

P1F{ F0, F1, ∀, Fp- 1 }构造方法: 令 F i (0# i # p- 1)包含所有

边( v j , w ( j+ i)%p ) (0 # j # p - 1)即可 ,很容易证明这种图划分

满足 P1F的性质.图 4 给出了这种方法构造的 K 5, 5的 P1F.

由 Kn, n的 P1F, 将每个分组中 v0、v1、w 0 和 w 1 的邻边删

除,再对分组 1~ 分组 n - 1,交替选择 w0、w1 和 v 0、v1 的邻接

顶点(校验单元)加入分组, 即构成 Kn- 2, n - 2的一个双容错数

据布局,我们称之为二部图最优冗余布局( BG�ORDP ) . 其双容

错特性的证明利用双容错数据布局判定定理很容易得到. 显

然, BG�ORDP的构型和性能指标与 B�CODE 相似,但构造上更

容易些,更多可选布局 (更多 P1F)也为性能优化提供了更大

的可能性. 需要注意的是, 这里的� 更为容易 , 是指 BG�ORDP
的适用范围更广,对给定参数, 满足条件布局(P1F)的数量也

更多, 更容易找到,而非最优冗余布局的磁盘数范围更宽. 在

磁盘数上, 两种布局的受限程度是一样强的, 文献[ 7]中的定

理 5可以进一步加强为:

定理 1 � 对于顶点数为 n 的d�正则图, 最优冗余布局唯

一可能的磁盘数是 d + 2

证明 � 由文献[ 7]中定理 4 可知,为保证双容错 ,磁盘数

N ∃d + 2 而布局的冗余率 r= n/ ( n+ n* d/ 2) = 2/ ( d + 2) ,

为使冗余率 r 达到最优即 2/ N ,显然唯一的可能就是 N= d+

2.这与我们得到的最优冗余布局存在性的一些结论也是完全

吻合的.

BG�ORDP 在扩展性方面也与 B�CODE类似,是比较差的.

为达到较好的扩展性, 需如 EVENODD 等编码一样将校验单

元布局到独立的磁盘.循此思路, 我们得到了一种基于完全二

部图的 P1F的高扩展能力双容错数据布局( BG�HEDP)的构造

方法.

算法 1� BG�HEDP布局的构造算法

输入:完全二部图 K n, n= ( V, W , E )的一个 P1F J = { F0 ,

F1, ∀, Fn- 1}

输出: Kn - 1, n对应的双容错编码的 BG�HEDP布局
方法:

(1)将每个 F i(0 # i # n- 1)中顶点 vn- 1的邻边删除, 得

到边分组 J%= { F%0 , F%1, ∀, F%n�1}

(2)添加两个顶点分组 P = V- { vn- 1 }和 Q= W,得到分

组 J&= { F%0 , F%1, ∀, F%n- 1, P , Q} ,即为所求数据布局

图 5给出了由图 4 中 P1F 构造而得的 BG�HEDP布局.

定理 2� BG�HEDP布局具有双容错能力

证明 � 只需证明任意两个分组的并均不包含不可恢复闭

路结构即可,有三种情况:

(1) P 和Q,由于不包含边, 显然不会包含闭路

(2) P、Q 之一和任一边分组F%i ,由于 P 或Q 中顶点均不

相邻, F%i 中边也不相邻,显然两种闭路结构均不可能包含

(3)任意两个边分组 F%i 和 F%j , F i 和F j 的并形成汉密尔

顿圈, 删除 vn- 1的两条邻边后 , F%i 和F%j 的并构成K n- 1, n的长

度为 2n- 2 的路,未形成圈, 证毕.

显然, BG�HEDP 布局的冗余率未达到理论最优值 2/ N ,

但两者的差距非常微小: 当磁盘数 N= 9 时,两者相差 6% ; 而

N= 19 时,差距已缩小为不到 3% . 注意到, 对于二类线性码,

若将校验单元布局于独立磁盘, 是无法得到最优冗余布局的.

容易证明, 如果这类布局冗余率达到最优值 2/ N , 则平均每个

数据磁盘包含的数据单元数∃ n/ 2( n 为校验单元数) ,因此至

少有两个数据磁盘包含的数据单元数 ∃ n, 这两个磁盘对应

子图的并显然会形成圈 ,即布局无双容错能力, 产生矛盾! 因

此, BG�HEDP布局的冗余率已经非常接近此类布局的极限.

BG�HEDP布局的另一个问题是布局的不均衡, 类似 RAID5/

RAID6 采取循环重复方式即可解决此问题, 既能利用所有磁

盘空间, 又能均匀散布校验单元(校验负载) .

3�3� 扩展性的分析

所谓� 扩展性 , 一是指扩展布局构造算法的适用范围:

即, 对不存在 P1F 的情况, 如何改变算法, 同样能得到性能指

标很好的算法; 二是指文献[ 2]中提出的磁盘阵列扩展评价指

标: 即,向磁盘阵列增加新的磁盘后, 如何以尽量少的数据迁

移和校验计算, 重组为更大规模的阵列(布局) . 在这两个方

面, BG�HEDP与 BG�ORDP和 B�CODE 相比,都具有明显优势.

对于给定磁盘数N ,若 KN+ 1( KN- 2, N- 2 )不存在 P1F, 构造

B�CODE 和 BG�ORDP的最简单有效的方法是: 寻找 n> N+ 1

( N- 2) ,且 Kn (K n, n )存在P1F的最小的 n,由 Kn (K n, n )的P1F

构造双容错布局, 将所得布局中若干分组(磁盘)删除, 即可得

到给定磁盘数 N 的双容错布局. 但这样得到的 B�CODE 和

BG�ORDP,存在三个比较严重的问题:

(1)当删除的分组包含校验单元时,其他分组中与该校验

单元属于同一校验组的数据单元也要删除, 这样得到的布局

构型会非常不规整, 磁盘� 高度 不一, 而且可能存在多种� 高

度 .

(2)冗余率上升严重. 如, 11 个磁盘的 B�CODE 删除全数

据分组和任意 5 个混合分组得到的 5 磁盘布局, 冗余率由

18�2%变为 55�6% . 而 5 磁盘的标准 B�CODE 的冗余率为

40% .

(3)得到布局的校验组长度大小不一, 差异很大, 这一方

面会引起读写性能上的严重问题 ,另一方面, 也为布局的具体

实现带来了巨大的困难 .

BG�HEDP若采取相同的方法, 在这几方面却完全不存在

问题:

(1)只需删除全数据分组 ,布局结构的计算非常简单, 得

到的布局构型也非常规则, 实际上与初始布局是完全相似的

! ! ! 只有第二校验盘高度大 1,其他磁盘高度一致.

(2)冗余率与初始布局相比是变差了, 但与同规模标准

BG�HEDP相比, 反而更优, 也明显优于类似删除方式得到的

B�CODE 布局.如 11 磁盘的 BG�HEDP 删除 6 个数据分组得到

5磁盘布局,冗余率由 19�1%变为 41�5% , 而标准 5 磁盘 BG�

2449第 � 12A � 期 王 � 刚: 利用图的完全 1�因子分解构造双容错数据布局



HEDP的冗余率为 45�5% . 这是非常有趣的一个性质, 我们似

乎不应该构建标准 BG�HEDP,而应采取这种� 降格 的构造方
式,反而可得到性能更好的布局.

(3)得到布局的校验组长度基本一致, 只有两种可能值,

且只相差 1.

对于磁盘阵列扩展问题, 很明显, 通过将 K n 对应的标准

布局转化为K n+ m对应的标准布局, 来融合新的磁盘, 会导致

大量的数据迁移(应该是全部数据)和校验计算. 较好的方法

是采用� 降格 方式构造初始阵列, 增加新的磁盘时, 进行� 降
格 的逆操作. 采用这种方法,对 BG�HEDP, 只需将全 0的新磁

盘作为数据磁盘加入即可,避免了大量数据迁移和校验计算.

但这对 B�CODE 和 BG�ORDP 是不可行的: 一是因为添加的新

磁盘中可能包含校验单元,不可能完全消除校验计算; 二是如

上所述, �降格 布局性能很差; 更为严重的是,若严格执行� 降

格 的逆操作, 布局的� 高度 会增加 ,还是需要大量的数据移

动,如果不增加高度, 避免数据移动, 则会导致扩展后阵列的

性能一直很差.

4 � 结论

� � 本文对利用图的完全 1�因子分解构造双容错数据布局问
题进行了研究.对 full�2 编码的简单图表示, 给出了一种更为

简洁的虚拟顶点表示法,以此为基础, 简化了 B�CODE 编码的
构造算法.本文还对基于完全二部图的二进制线性码 (二维

码)的双容错数据布局构造问题进行了研究, 提出了最优冗余

的 BG�ORDP布局构造方法和高扩展性的 BG�HEDP布局构造
方法,分析表明, BG�HEDP 的冗余率十分接近最优值, 而在扩

展性上有着非常明显的优势.

我们目前的一些工作, 对于双容错数据布局问题的研究

仅仅是刚起步,只得到了一些理论上的结果, 尚有很多工作有

待开展,才能达到应用于实践的程度. 例如,对一类线性码,如

何用图很好地描述,如何将对应的数据布局等问题转化为图

论问题,都有待研究. 再如, 如前所述, 容量通常不是最缺乏

的,因此可以考虑非最优冗余布局的研究, 其性能上可能有一

些优势. 再有,对于非公式化布局构造方法的研究, 即通过搜

索、优化等方法构造双容错布局,一方面可扩展 BG�HEDP等

布局的实用范围,另一方面, 还可促进图论领域 P1F 等问题的

研究, 是理论意义和实践价值都很高的工作. 另外, 国内外相

关研究工作,基本是以 Hellerstein 等人提出的 5个理论指标评

价编码和布局方案,读写性能分析和优化的工作少之又少,而

这对双容错布局的实践应用又是十分重要的, 在这方面展开

工作,进行理论研究和仿真实验, 应该是非常有意义的.
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