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一种多层快速多极子的高效并行方案

潘小敏 ,盛新庆
(北京理工大学信息科学技术学院电磁仿真中心 ,北京 100081)

　　摘　要 :　基于多层快速多极子中不同层间数据分布和计算时间不同的特点 ,提出一种按不同方式并行处理不同

层平面波和转移矩阵的高效并行方案.从理论分析和数值试验出发 ,给出了在不同层间高效使用不同并行方式的原则

及具体公式.在北京理工大学信息科学技术学院电磁仿真中心的高性能计算机集群上成功计算了直径为 144个波长、

超过 1000万未知数模拟的金属球散射 ;与美国伊利诺伊大学计算电磁中心的报道进行了比较 ,展示了本方案的高效

精确.还计算了飞机模型的散射 ,显示本方案对电大复杂目标散射问题的求解能力.
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A Highly Efficient Parallel Approach of Multi2Level Fa st Multipole Algorithm

PAN Xiao2min ,SHENG Xin2qing
( Central for Electromagnetic Simulation , Beijing Institute of Technology , Beijing 100081 , China)

Abstract :　Based on the different characteristics of memory requirement and CPU time at different levels in the multi2level

fast multipole algorithm (MLFMA) , a highly efficient parallel approach is proposed , which employs different techniques to paral2
lelize the plane waves and translation matrixes at different levels . The formulae for efficiently implementing this proposed approach

are presented by theoretical analysis and numerical experiments . The radar cross2section (RCS) of a conducting sphere with a diam2
eter of 144 (wavelength) ,simulated by over 10 millions unknowns ,is successfully computed in the center for electromagnetic simu2
lation (CEMS) in Beijing Institute of Technology (BIT) . The comparison of numerical performance between center for computation

electromagnetics (CCEM) in University of Illinois at Urbana2Champaign (UIUC) and our CEMS is presented , demonstrating the

strong computation power of our proposed approach. The RCS of a plane model are also calculated to show our capacities to solve

large complex electromagnetic problems .
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1　引言

　　多层快速多极子算法在电磁领域的成功开发 ,是计

算电磁学领域的一大突破 ,极大地提高了电磁仿真的能

力.算法本身较为复杂 ,开发不易.其开发水准 ,从某种

意义上说 ,是一个国家计算电磁学发展水平的标志之

一.因而继美国在九十年代中期首先开发成功之后[1 ] ,

中国、法国等多个国家也都投入很大精力 ,相继初步掌

握了此项技术[2 ,3 ] .美国在开发成功之后 ,没有停步 ,一

直在优化、提高此项技术 ,并保持着此项技术的领先地

位.其突出表现是成功计算了需 1000 多万个未知数模

拟的 ,超过 100个波长的电大金属目标的电磁散射[4 ,5 ] .

达到这种计算能力的关键是多层快速多极子算法的并

行.本文正是在文献[4 ,5 ]的基础上 ,提出一种更为高效

的并行方案 ,并具体实现它 ,分析其数值性能.

多层快速多极子并行算法与串行算法有根本不同.

其开发并非只是在原有串行算法上的简单调整 ,而要从

算法原理到数据结构等方面做出根本改变 ,才能实现高

效的并行算法.多层快速多极子并行算法首先在美国开

发成功 ,文献[4 ,5 ]给出了并行多层快速多极子算法的

一些要点 ,国内也在摸索、开发高效多层快速多极子并

行算法[6 ] .负载均衡和转移矩阵是并行化的难点.文献

[4 ,5 ]组合了两种并行策略以解决负载均衡问题 ,并实

时计算转移矩阵以减少内存需求.但计算发现 ,即使利

用快速算法 ,实时计算转移矩阵时间消耗依然巨大.为

此本文优化组合平面波的两种并行处理方式 ,并提出对

转移矩阵分布存储和实时计算相结合的并行策略.即对

多极子技术中的平面波 ,在高层 ,由于用于分组的盒
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子尺寸大 ,数目少 ,按平面波方向来并行它们 ,在低层 ,

盒子尺寸小 ,数目多 ,按盒子来并行处理 ;对转移矩阵 ,

原则上在按平面波方向并行的层 ,直接存储它们 ,在按

盒子并行的层 ,用类似多极子方法实时计算.在高层按

平面波方向并行处理可多个方面优化算法 ,例如负载

均衡 ,减少通信等 ;而直接存储转移矩阵 ,使算法在兼

顾了内存需求的同时 ,从根本上提高计算效率.但是在

插值过程中 ,平面波方向的并行处理方式会带来额外

的通信 ,因此两种并行方式的选择非常关键.为此本文

从理论分析出发 ,结合数值试验 ,基于这两种并行处理

方式的特点 ,提出在不同层间优化使用它们的原则策

略 ,并推导出具体公式.在投资只有六万多人民币构建

的并行计算平台上 ,本文验证了并行方案效率 ,并在北

京理工大学信息科学技术学院电磁仿真中心的高性能

计算机集群上成功计算了 1000多万未知数模拟的直径

为 144个波长的金属球散射 ,充分证实了本并行方案的

精确、高效.本文第二部分给出并行处理方案的要点 ,

第三部分给出并行算法的数值实验数据及其结果分

析 ,最后给出结论.

2　并行处理方案要点

211　两种并行处理方式及转移矩阵的计算和存储

次相邻相互作用是MLFMA快速算法的关键 ,也是

并行处理的难点.问题的根本在于保存转移矩阵的内

存和计算它们的时间是一对棘手的矛盾.虽然转移矩

阵是对角阵 ,但如果并行处理时每个计算结点都完全

存储它 ,其内存消耗依然是计算瓶颈.文献[4 ]指出 ,计

算转移矩阵问题可转化为 L - 1阶多项式的求值问题 ,

并提出实时计算转移矩阵的方案.但数值实验发现 ,计

算转移矩阵依然耗时很多 ,如表 1所示.表中列出了用

8个节点计算不同尺寸金属球散射时 ,对第 2和 3层的

平面波方向并行处理后 ,一次矩阵向量相乘及计算转

移矩阵时资源使用的详细情况.从表中可看到 ,计算转

移矩阵的时间甚至占去整个矩阵向量相乘时间的一半

以上.而且在高层盒子尺寸大 ,所需平面波多 ,计算其

转移矩阵所需时间尤其多.

表 1　计算不同尺寸金属球散射时完成一次矩阵向量相乘和计算各

层的转移矩阵所用资源(其中 D为散射球直径 , N 为未知数个

数 , T2 , T3和 Tt分别为计算第二、三层和所有层的转移矩阵所

需时间 , TM - V为一次矩阵向量相乘的时间 , Mt为直接保存全部

转移矩阵所需内存 (应用了对称性[7 ]) , Mp为并行处理时 ,每个

计算结点直接存储第 2和 3层的部分转移矩阵的内存需求. )

D (λ) N T2 (s) T3 (s) Tt (s) TM - V (s) Mt (MB) Mp(MB)

30. 0 480000 5. 025 0. 825 6. 49 16. 32 26. 39 6. 20

80. 0 4036800 16. 964 2. 700 21. 71 46. 04 172. 08 40. 74

100. 0 5070000 71. 717 10. 393 89. 55 158. 92 273. 82 62. 66

　　为此我们提出兼顾计算效率和内存需求的新方案 :

( a)对于多极子中的平面波 :在盒子尺寸大的一层

或者几层按平面波方向并行处理 ,其他层则对盒子并

行处理 ;

( b)对于转移矩阵 :与文献[5 ]不同 ,在按平面波并

行处理的层 ,本文直接存储它们 ;其他层则实时计算.

按平面波方向做并行处理就是将每个盒子的平面

波平均分配给各个计算结点 ,也就是说各个计算结点

要保存每个盒子的部分平面波.假定平面波标号连续 ,

且以几何分布按某种顺序排列 ,那么各处理器也可分

配到顺序排列的平面波 (如按 x和 y轴的先后顺序) .假

设某层有 q个盒子 ,每个盒子需要 S = 2 ( L + 1) 2 个方

向平面波来表达它的场.那么每个处理器上应分配 Sp

= S/ P( P为计算结点的个数)个平面波 ,第一个处理器

保存该层 q个盒子、方向标号为 (0～ Sp)的平面波 ,第

二个处理器保存该层 q个盒子、方向标号为 ( ( Sp + 1)

～2 Sp)的平面波⋯⋯如图 1所示 ,处理器 p( p > 1)中第

Lev P层的平面波标号最小为 ( p - 1) 3 Sp ,最大为 p 3
Sp ;而标号为 ( ( p - 1) 3 Sp - 1)的平面波位于处理器 ( p

- 1) ,标号为 ( p 3 Sp + 1)的平面波位于处理器 ( p + 1) .

与此类似对盒子作并行是将不同盒子分配到各计算结

点.

计算高层转移矩阵所需时间远大于底层所需时

间 ,本文方案不重复计算它们 ,从而显著提高算法的时

间效率.而按平面波方向并行处理后 ,每个计算结点只

需保存部分转移矩阵 ,也即与平面波方向对应的部分 ,

可较好解决内存瓶颈问题.表1的最后两列分别给出了

按平面波方向作并行处理 ,并直接存储其转移矩阵前

后 ,各处理器的内存使用情况.

212　两种并行处理方式的选择策略

数值试验表明并行方案中 ,不同层间两种并行处

理方式的选择特别重要.文献[5 ]结合使用了这两种方

式来并行处理平面波 ,但没有提出使用它们的具体策

略.为此本文以理论分析和数值试验为基础 ,比较两种

并行处理方式的性能 ,给出选择使用它们的原则策略 ,

并推导出具体公式.

与对盒子并行处理相比 ,对平面波方向并行处理

并保存转移矩阵除了能在消耗很少内存的条件下节省

计算转移矩阵的时间 ,还有三个好处 :一是能极大提高

算法的负载均衡能力 ;二是能避免次相邻相互作用时

的通信操作 ;三是可以分布存储中心转移矩阵和插值
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矩阵.但对平面波并行处理的层不是越多越好.此时各

个处理器的平面波个数为 Sp ,插值 (反插值)所需要的

平面波不一定都在本地 ,从而需要通信以完成插值.与

此相反 ,在对盒子做并行处理的层 ,只要满足父子关系

的盒子都位于本地 ,插值就不需要通信.当额外引入的

通信开销超过平面波方向并行处理带来的好处时并行

效率就会下降 ,本文的数值试验也证实了这一点.

分析多极子技术知道 ,在对平面波方向做并行处

理的层 ,其插值 (反插值)的通信量与每个处理器上的

平面波方向的个数 Sp和使用的插值算法有关.为了减

少插值时的通信量本文选用局域方法———双立方插

值.在这种插值方式下 ,要得到细网格上 a点的值由其

邻近粗网格的 16个方向的平面波确定 ,如图 2所示.插

值算法选定后 ,每个点的插值方式就已经确定 ,通信量

只和 Sp有关.而 Sp由模式数 L 和处理器个数 P确定.

所以下面着重讨论并行处理方式的选择原则与模式数

L 及 P的关系.

假定在Lev P以上的层 (包括该层)对平面波方向

并行处理.令 p为某个处理器的标号 (处理器的标号从

1开始) , SLev P为Lev P层中在处理器 p中保存的平面波

标号的集合 , S I
Lev P要完成插值所需要的平面波标号的

集合.显然 S I
Lev P包含 SLev P.由于局域插值算法局域性的

特点以及上面提到的平面波方向的分配方式 ,每个处

理器只和邻近处理器通信即可.再由于插值算法的对

称性 ,显然能找到一个整数 n > 0 ,使 S I
Lev P中的平面波

分别位于标号为 ( p - n) , ( p - n + 1) , ⋯, p , ⋯, ( p - n

- 1)和 ( p + n)这 2 n + 1个处理器 (如果 ( p - n) ≤0 ,则

相应的处理器标号为 ( P - n + 1) ,其他处理器标号小于

零的情况依次类推) .也就是说插值操作最多需要与 2 n

个处理器通信.由于平面波方向是顺序标号 ,所以 :

n =「( S IMax
Lev P - Smax

Lev P) / Spô (1)

其中A S IMax
Lev P为 S I

Lev P中最大的标号.根据图 1 分配平面

波方向的方案和图 2所示双立方插值的规则可知 x 和

y方向上分别有 ( L + 1)和 2 ( L + 1)个点 ,因此 :

S IMax
Lev P≥2 3 2 ( L + 1) + SMax

Lev P (2)

A将式 (2)代入式 (1) ,有 :

n≥4 ( L + 1) / Sp (3)

将 S = 2 ( L + 1) 2和 Sp = S/ P代入式 (4)

n ( L + 1) ≥2 P (4)

式(4)给出了通信量 n ,处理器个数 P和层数 Lev P ( L

和Lev P一一对应)之间的关系.在本文并行环境下 , n

越大 ,插值的通信开销越大 ,并行效率会下降 (从图 5的

计算结果可看出) ,所以本文一般取之为 1 .上面的公式

就简化为 :

( L + 1) ≥2 P (5)

它表明了要保证插值式通信最小时选择并行处理方式

应满足的条件.

3　计算结果和分析

　　算法设计和实现过程中 ,本文组建了两套并行计

算系统 ,其一是用百兆交换机和以太网连接而成的 8个

结点的 PC集群———每个结点有一个 P4 310GHz 处理

器、210GB内存.代码的大部分调试和效率测试在这个

平台上完成.随后建设好另一并行平台———北京理工

大学信息科学技术学院电磁仿真中心的 322结点 IBM

刀片式Linux高性能计算机集群 ,每个刀片配置了一个

P4 310GHz 处理器和 410GB内存 ,用Myrinet 网络连接.

程序采用并行 GMRES 作为线性方程组的迭代求解

器[8 ] ,并使用了块对角预处理器加速迭代.求解出等效

电流后 ,平均地从 0 到 180 度选取 1801 个散射角度计

算 RCS.如无特别提示 ,本文计算的 RCS均为VV极化.
表 2　本文的并行算法计算能力与美国伊利诺伊大学

计算电磁中心的计算能力比较

美国伊利诺伊大学

计算电磁中心 (CCEM)

北京理工大学信息科学技

术学院电磁仿真中心(CEMS)

电尺寸 (波长) 100 144

未知数 10 ,002 ,828 10 ,156 ,800

计算平台 1282处理器 SGI Origin 2000 32结点 IBM刀片式自组集群

所用内存 ( GB) 27. 67 31. 31

计算时间 (s) 7500 3198

计算精度 ——— 0. 7dB

　　使用并行代码 ,本文在北京理工大学信息科学技

术学院电磁仿真中心的计算机集群上成功计算了超过

1000万未知数模拟的 144个波长的金属球散射.计算中

使用 9层盒子 ,对第 2 ,3和 4三层按平面波方向并行处

理 ,并直接存储相应转移矩阵.图 3给出的散射系数充

分显示了算法的精确和高效.目前国际上只有美国伊

利诺伊大学计算电磁中心报道了如此强大的计算能

力[5 ] ,表 2具体比较了本文方案与文献[ 5 ]中方案的计

算能力.表中看到本文方案在较短的时间完成了较大

目标的散射 ,而文献 [ 5 ]的方案使用的内存较少.有两
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个原因会使本文内存需求大 ,一是计算目标尺寸大 ,在

使用相同层数的情况下 ,本文各层使用的模式数肯定

比文献[5 ]的大 ,所以内存消耗要大很多 ;二是本文保

存了三个层的转移矩阵 ,总共消耗大约 1GB内存.

下面分析算法的时间并行效率.由于迭代过程是

算法最耗时的部分 ,而迭代中主要耗时操作是矩阵向

量相乘 ,所以这里只分析矩阵向量相乘的并行效率.假

设串行处理时完成一次矩阵向量相乘需时 T1 ,而 Tp为

并行处理时完成相同操作每个处理器所需时间 ,那么

并行加速比定义为 : s =
T1

Tp
,而并行效率定义为 :η=

s
p

×100 =
T1

pTp
×100 .下面本文以直径为 30λ的金属球为

散射体 ,变化并行节点个数 ,考察并行算法的效率.计

算中使用了 7层盒子.这里需要说明的是 ,串行算法中

实时计算所有层的转移矩阵.

首先看看对高层的平面波方向并行处理后 ,直接

保存对应的转移矩阵对算法效率的影响.图4中的两条

曲线描述了变化计算节点个数 ,不同并行策略的效率.

两种方案都对第 2和 3层的平面波方向作并行 ,但其中

一种是实时计算转移矩阵 ,而另外一种则直接保存对

应的转移矩阵.从图中看到完全实时计算转移矩阵时 ,

算法并行效率不高.这是因为计算转移矩阵 (尤其在高

层)耗时很多 (见表 1) ,导致该方案的并行效率下降.而

直接保存某些层 (按平面波方向并行处理的层)的转移

矩阵时 ,在额外使用较少的内存 (8 个节点总共使用内

存 1300MB左右 ,而保存转移矩阵总共需要 50MB左右)

的情况下 ,并行效率得到极大提高 ,甚至达到实时计算

转移矩阵方案的两倍.而且当使用8个处理器时并行效

率能达到 85 %以上.这充分说明了本文方案可大幅度

提高算法效率.从图中还可以看到计算节点个数对算

法效率的影响.总体来讲 ,随着处理器个数增加 ,并行

效率呈下降趋势 ,但当处理器个数为 2的幂次时 ,并行

效率优于其它情况.同时由于串行方案和并行方案中

对转移矩阵的处理方式不同 ,算法的并行效率可以大

于 1 .

为验证 2 . 2节中讨论的并行处理方式选择原则 ,在

不同层间对平面波和转移矩阵选择不同并行处理方

式 ,考察并行效率随计算节点个数的变化.考虑四种情

形 :对第 2层 ,对第 2和 3层 ,对第 2、3和 4层以及对第

2、3、4和 5层的平面波方向做并行处理.图 5 给出了这

四种情形对应的并行效率变化曲线.前面三种情形 n =

1 ,总体看来并行处理平面波方向的层数越多 ,并行效

率越高.当并行处理平面波方向额外通信的开销与其

带来的好处相当时 ,并行效率就不会增长.图 5 清晰的

反应了这一点.而当对第 2、3、4和 5层的平面波方向做

并行处理 ,并且处理器个数大于 6时 ,根据式 (4)知道 n

= 2 ,即需要与 4个处理器通信.图中看到 ,此时由于通

信量大大增加 ,并行效率大大将低.这组试验充分验证

了文中 2 . 2节的分析.

最后 ,本文计算了飞机模型的散射以验证并行方

案对电大尺寸复杂目标散射的求解能力.飞机的建模

与剖分如图 6所示.飞机主体长为 24m ,沿 Z轴放置 ;最

大翼展为 1314m ,沿 X 轴放置. 选择入射波频率为

1GHz ,计算了当入射波方向为 (0°,0°)时模型的双站雷

达散射截面.计算中所用资源如下表 3所示 ,所得雷达

散射截面如图 7所示.

表 3　计算飞机模型的散射时资源使用情况

长 (波长) 未知数 (万) 计算节点数 内存 ( GB) 迭代次数 时间 (s)

80. 0 114. 5 8 2. 41 125 1999. 6
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4　结论

　　根据多层快速多极子中不同层间数据分布和计算

量大小不同的特点 ,提出一种按不同方式并行处理不

同层平面波和转移矩阵的高效并行算法.即对多极子

技术中的平面波 ,在高层按平面波方向来并行 ,并直接

保存转移矩阵 ;在低层按盒子来并行 ,实时计算转移矩

阵.结合理论分析和数值试验提出了并行方案的优化

原则及相关公式.实验表明该算法精确高效 ,有求解未

知数超过 1000 万、电尺寸超过 100 个波长的电大尺寸

复杂形状目标散射问题的强大计算能力.
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