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　　摘　要 :　将抛物线算法应用于目标的电磁散射特性分析中.针对传统的抛物线算法在计算棱边散射体时误差较

大这一问题 ,本文引入了一致性绕射理论对其进行修正.数值结果表明 :与传统方法相比 ,该方法可以提高棱边散射体

的计算精度.
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Abstract :　The parabolic equation (PE) method was applied to analyze the scattering characteristic of objects . To eliminate

the obvious error resulted by the scattering analysis of scatterers with edges by traditional PE method ,Uniform Theory of Diffraction

was presented to solve the problem. Numerical results suggest that the method presented can improve the accuracy of computation

for scatterers with edges .
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1　引言

　　近年来 ,抛物线方程 ( PE)方法在许多领域都得到

了广泛的应用 ,如光学 ,声波或地震波的传播 ,海平面和

不规则地形上波的传播 ,等等.为解决无线电波的衍射

问题 ,PE方法首先是由Lenontovich在 1946年提出[1 ] ,随

后 ,Malyuzhiners将 PE方法和几何光学法结合 ,提出了

一种关于障碍物绕射的理论[2 ] ; Hardin 提出了分裂步

傅立叶方法 ,用来解决水下声波的传播问题[3 ] ;再者 ,

Claerbout引入了有限差分 ,将 PE方法应用于地球物理

学[4 ] .

最近 ,抛物线方程方法逐渐被应用于电磁散射领

域.它是对标量波动方程作近似处理后得到的.假设能

量以近轴方向 (Paraxial direction)为对称轴构成的锥形区

域传播的.因为抛物线方程可以通过递推方法求解 ,这

比直接求解椭圆型波动方程节约更多的计算机资源.

传统的 PE方法在计算表面光滑物体时 ,精度很

高 ,而在实际中许多物体是有棱边的 ,这时 PE方法求

解的散射精度就很差.因为在进行 PE推导时 ,利用了

一系列的近似展开 ,而展开后的算子在棱边上不是可导

的 ,从而导致了误差.本文引入了等效边缘电磁流方法
(ECM) ,结合 PE方法使得棱边散射体的散射精度得到

了很大的提高.该方法的主要思想是 ,对棱边散射体的

棱边做圆滑处理 ,将棱边等效为线 (磁)电流丝 ,计算散

射时 ,将线 (磁)电流丝的散射场计入 PE所得的散射场

中得到总散射场 ,这样使得数值结果精度得到提高 ,文

中针对该思想推导了新的雷达散射截面计算公式 ,并通

过实验证明了新方法的有效性.

2　PE算法

　　设时谐因子为 exp ( - iωt) ,在 Cartesian坐标系 ( x ,

z)下对场量Ψ作变换后的简化函数为

u( x , z) = exp ( - i k0 x)·Ψ( x , z) (1)

函数 u ( x , z)是选取 x正方向为轴向方向.在文献[5 ]和

[6 ]中对于外向型抛物线方程有详细的推导.

外向型抛物线方程如下 :

9 u
9x

= - i k0 (1 - 1 + X) u (2)
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其中 k0是空间波数 ,

X =
1
k2

0

92

9z2 + n2 ( x , z) - 1 .

对于式 (2) ,结合合适的吸收边界条件 (例如 PML) ,我们

可以由在空间步 x的值得到 x +Δx的值.各种 PE算法

的区别就在于对 (2)式中算符 1 + X的处理.最常用的

处理方法就是用一阶 Taylor展开 1 + X ,代入 (2)式有

92 u
9z2 + 2 ik0

9 u
9 x

+ k2
0 ( n2 ( x , z) - 1) u = 0 (3)

称上式为标准抛物线方程 SPE ( Standard Parabolic

Equation) .它是一个小角度近似 ,它的解可以精确到

15°.

3　PML在 PE方程中的应用

　　为了模拟无限大空间的散射 ,需要加入吸收边界

条件 ,在此引入完全匹配层 PML[7 ] .用一种扩展的复坐

标系 ẑ (Stretched Coordinate)来代替原有的坐标系 z

ẑ = z - i∫
z

0
σ(ζ) dζ (4)

其中 :
σ(ζ) = 0 , 　z≤zb

σ(ζ) > 0 , 　z > zb

标准抛物线方程改写为[5 ]

　　　
1

1 - iσ( z)
9
9z

1
1 - iσ( z)

9 u
9 z

+ 2 ik0
9 u
9 x

= 0 (5)

在实际计算过程中 ,取 PML的厚度为δ, PML的最

外层用Dirichlet边界条件截断 :

1
1 - iσ( z)

9
9z

1
1 - iσ( z)

9
9z

+ 2 ik0
9 u
9 x

= 0 , z <δ

u ( x , z =δ) = 0 , 　　　　　　 　　　　z =δ
(6)

4　近场/远场方程

　　可以由近场求得远处的场值[5 ,6 ] ,近轴的远场方程

如下

u ( x , z) =
ik0 x

2
e - ik0

( x - x0
)∫
∞

- ∞
u( x0 , z)

H
(1)
1 ( k0ρ( z′) )

ρ( z′) dz′

(7)

其中 :ρ( z′) = ( x - x′) 2 + ( z - z′) 2

在此引入Ψ( x , z) =
e ik0 x

k0 x
u ( x , z) .

则在方向θ上的 RCS为

σ(θ) = lim
r→∞

2πr
| Ψs ( rcosθ, rsinθ) | 2

| Ψi ( rcosθ, rsinθ) | 2

上式中的Ψs ,Ψi分别是散射场和入射场.

如果入射波是单位幅度的平面波 ,那么在θ方向

上的 RCS就为 :

σ(θ) = k0cos2θ∫∞- ∞u( x0 , z) e - ik0 zsinθdz
2

(8)

5　等效边缘电磁流

　　在进行 PE推导时 ,对算子 1 + X采取了近似展

开 ,要求其具有可导性 ,但是在棱边上其导数不存在 ,

所以一系列的近似展开对于棱边上的点不适用 ,从而

导致计算棱边的散射体时误差较大.在此引入等效电

磁流方法 ,即将散射体棱边处做圆滑处理 ,然后在棱边

位置处加入线电 (磁)流丝 ,这样舍去了棱边上的不可

导的点.最后计算散射时 ,将棱边的影响计入其中 ,可

以提高计算精度.

所谓的等效电磁流概念就是将边缘等效为电 (磁)

流源[8 ] .此方法主要是用来求解焦散处的场值.在电极

化时用等效线电流源 Ie 来代替 ;在磁极化时用等效线

磁流源 Im 来代替.然后调整 Im 和 Ie 使它们产生的辐

射场与相同边界条件下的边缘绕射场相同 ,就可以得

到 Ie和 Im的值.

沿轴放以线电流 ,其标量波动方程的解为[8 ]

Ψ=
Ie

4 j
H

(2)
0 ( k0ρ) (9)

则其电场为 :

E = -
k2 Ie

4ωεH
(2)
0 ( k0ρ) (10)

利用汉克尔函数的大自变量来近似 ,可得远场的表达

式 :

E = Ie Z0

2 Z0

j
2 k0π

e - jk0
ρ

ρ
(11)

根据互易原理可得线磁流的远场表达式为 :

H = Im k0

2 Z0

j
2 k0π

e - jk0
ρ

ρ
(12)

另外再利用电极化和磁极化下的边缘绕射场 ,

E = Ds ( L , < , <′) Ei ( Q)
e - jk0
ρ

ρ
(13)

H = Dh ( L , < , <′) Hi ( Q)
e - jk0
ρ

ρ
(14)

式中的 Dh ( L , < , <′)和 Ds ( L , < , <′)分别为磁极化和电

极化情况下的绕射系数[8 ] .

使式 (11) , (13)和式 (12) , (14)相等 ,即可解得等效

的电流 Ie和磁流 Im .

Ie =
8πk0

Z0 k0
e - j (π/ 4)

Ei ( Q) Ds ( L , < , <′) (15)

Im =
Z0 8πk0

k0
e - j (π/ 4) Hi ( Q) Dh ( L , < , <′) (16)

当散射体是有限长时 , Ie和 Im也是有限长的.入射

波垂直入射时 ,电极化和磁极化情况下的远区绕射场

为 :
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Ee =
jωμsinθ

4πr
e - jk0 r∫

l/ 2

- l/ 2
Ie ( z) e jk0 zcosθdz (17)

Hm =
jωμsinθ

4πr
e - jk0 r∫

l/ 2

- l/ 2
Im ( z) e jk0 zcosθdz (18)

在进行散射计算时 ,在 PE算法中按照式 (17) , (18)加入

等效电磁流的散射.

对于电极化波 ,由式 (17)求得在 ( x0 , t)处的等效电

磁流远区场值为 :

　Em =
jωμsinθ

4π x2
0 + z2

e - jk0 x
2

0 + z
2

∫
l/ 2

- l/ 2
Ie ( z) e jk0 zcosθdz (19)

假设由 PE计算所得在 ( x0 , z)处的场值为 u∥′( x0 , z) ,我

们将边缘绕射场计入其中可得下式 :

u∥( x0 , z) = u∥′( x0 , z) + exp ( - ik0 x0)·Ee (20)

同理可以得到磁极化下的 u⊥( x0 , z) ,如下式

u⊥( x0 , z) = u⊥′( x0 , z) + exp ( - ik0 x0)·Ee (21)

将式 (20) 、(21)代入式 (8)中得到新的雷达散射截面公

式 :

　　σ∥(θ) = k0cos2θ∫
∞

- ∞
u∥( x0 , z) e - ik0 zsinθdz

2

(22)

　　σ⊥(θ) = k0cos2θ∫
∞

- ∞
u⊥( x0 , z) e - ik0 zsinθdz

2

(23)

6　计算实例

　　为了验证本文提出的方法 ,首先对 TM平面波垂直

入射到真空中无限长理想导电圆柱的散射进行计算 ,

圆柱的半径为 5 个波长 ,计算频率为 30GHz.由标准抛

物线方程 SPE和矩量法MOM计算所得的 RCS比较如

图 1 ,从图中可以得到二者在 15°以内吻合的很好.

下面针对不同半径的理想导电圆柱 ,分别利用 SPE

和MOM方法对 0度到 15 度间的雷达散射截面进行计

算.所有计算都是在奔腾Ⅳ2. 66G/ 512MB的 PC机上完

成的.
表 1　CPU时间比较 (单位 :秒)

算法
半径 (米)

2λ 5λ 10λ

SPE 0. 265 0. 516 1. 344

MOM 3. 656 21. 625 89. 844

　　由表 1 可以看出 , SPE 方法的计算效率要高于

MOM ,尤其是对于电大的物体.

为了检验抛物线方法在计算棱边物体时的精度 ,

我们对 TM波垂直入射真空中的无限长导电方柱的散

射进行了计算 ,方柱的边长为 2 个波长 ,计算频率为

30GHz.分别采用 MOM ,SPE ,抛物线加等效边缘电磁流

方法 ( SPE + ECM)计算其 RCS.并对其进行比较 (如图

2) .

最后 ,对 TM波垂直入射真空中无限长导电凹槽
(结构如图 3)的散射进行了计算 ,计算频率为 30GHz.分

别采用MOM、SPE、SPE + ECM方法进行计算 ,数值结果

如图 4 .

SPE、SPE + ECM方法与MOM的计算时间比较和误

差分析 (15 度以内) 如表 2 所列 ,所有计算均在奔腾

IV2. 66G/ 512MB的 PC机上完成.由此可见 : SPE + ECM

方法相对于 SPE方法可以大大提高其数值结果的精
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度 ,而且计算时间相差无几.误差计算公式如下 :

δ= ∑
15

i = 0

(RCSi - RCSMOMi)
2/ ∑

15

i = 0

(RCSMOMi)
2 1/ 2
×100 %

表 2　CPU时间和误差分析

算　法
图 2

CPU时间 (s) 　δ

图 4

CPU时间 (s) 　δ

MOM 15. 6250 0. 0 % 19. 4070 0. 0 %

SPE 0. 8900 5. 39 % 1. 5630 5. 82 %

SPE + ECM 1. 1090 0. 55 % 1. 9970 0. 51 %

　　为了获得全角度的雷达散射截面 ,可以利用旋转

抛物线轴向的方法[5]来实现 ,SPE方法经过十二次旋转

后可得到.

6　结论

　　本文针对传统 PE算法在计算棱边散射体时精度

较差的问题 ,提出了一种新的方法 :将等效边缘电磁流

方法和 PE方法相结合 ,来计算带有棱边的物体的散

射.数值结果表明 RCS的精度得到了很大的提高 ,它的

另一个优点是计算效率高 ,可以很快的得到精确的

RCS.这对于将抛物线方程方法广泛应用到生活中是很

有理论意义的.
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