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　　摘　要 :　本文提出了一种分数阶傅里叶变换 (FRFT)高分辨 (Zoom2FRFT)算法 ,通过设置谱区间和输出点数 M ,

可实现任意局部谱的高分辨计算.随后 ,针对 M很小时 Zoom2FRFT运算效率低的问题 ,提出了基于 Horner的单点快速

计算 (SP2FRFT)方法 ,并针对零点计算做出进一步简化.利用 SP2FRFT可提高少量点输出时的计算效率 ,也可用于非均

匀采样点计算.仿真结果验证了算法的有效性.
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Abstract :　We present a FRFT high2resolution computation (zoom2FRFT) method ,which can zoom2in on any interested por2
tion of fractional spectrum by setting spectrum range and output number M. In addition ,for solving lower efficiency of zoom2FRFT

for small M ,a FRFT single2point fast computation (SP2FRFT) method based on Horner rule is presented and its further reduction is

made for zero2point computation. It can be used to increase computational efficiency for small M , and compute un2uniform output

samples . Finally ,two methods are verified by the simulations .
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1　引言

　　分数阶傅里叶变换 ( FRFT)作为广义形式的傅里叶

变换[1 ] ,已发展为分析和处理非平稳信号与时变系统的

强有力工具 ,在通信、雷达等领域获得广泛应用[4～6] .

FRFT在数字信号处理中的推广应用很大程度上依赖于

高效灵活的快速算法. 近年来主要提出两种较好的

FRFT数值算法 ,一种是 Ozaktas 等人提出的分解型算

法[2 ] ,其利用 FFT 来计算 FRFT , 计算复杂度为

O( NlogN) ,具有运算速度快 ,精度高的特点 ;另一种方

法由贝苏章等人提出[3 ] ,通过求解 DFT矩阵的 Hermite

特征向量构造离散 FRFT 的核矩阵 ,计算复杂度为

O( N2) .从输出结果看 ,两种 FRFT算法都是从信号的 N

个均匀采样出发 ,最后得到信号的 FRFT在整个分数阶

谱区间上的 N 点均匀采样值 ,因此它们所计算的是分

数阶域上具有固定分辨率的全局谱.然而在许多 FRFT

的实际信号处理应用中 ,人们不仅要了解信号在 FRFT

全局谱上的分布情况 ,更对分数阶域上某段局部谱的细

节感兴趣 ,或者仅仅需要计算分数阶谱上的一个或几个

单采样点值.上述两种标准 FRFT算法显然无法满足这

种要求.

针对上述应用需求 ,本文分别提出了 FRFT高分辨

计算 (Zoom2FRFT)和 FRFT单点计算 (SP2FRFT)两种灵活

的快速算法.这两种算法是在 FRFT分解型算法的基础

上对其分别作了两项改进得到的.与标准 FRFT分解型

算法相比 ,这两种算法在应用中更具灵活性. Zoom2FRFT

的作用好像摄影中的变焦镜头 ,可根据需要灵活调整分

数阶谱的显示区域和分辨率 ,当计算分辨率很高时可得

到局部谱的精细结构 ;利用 SP2FRFT算法可以快速计算

分数阶域上的任意采样点值 ,它既可以提高少量点输出

时的计算效率 ,也适合 FRFT非均匀采样点计算.
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2　分解型算法回顾[ 2]

　　本文所提 FRFT高分辨算法和 FRFT单点快速算法

都是在分解型算法基础上改进得到的 ,先简要介绍分

解型算法.该算法是将连续 FRFT的复杂积分变换分解

成几个简单计算步骤 ,然后经过离散化处理得到离散

卷积表达式 ,从而利用 FFT来计算 FRFT.具体来说 ,连

续 FRFT的定义式可改写为如下形式 :

{ Faf } ( x) = A<e
jπαx

2

∫
∞

- ∞
e - j2πβxx′[ejπαx′

2

f ( x′) ]d x′ (1)

其中 ,α= cot < ,β= cos < , < = aπ/ 2 , a为阶次.先做量纲

归一化处理 ,使得式 (1)中的变量无量纲化并且在所有

分数阶域上的宽度都限定在区间[ -Δx/ 2 ,Δx/ 2 ]内.当

限定阶次 015≤| a| ≤115 时 ,ejπαx′
2

f ( x′)的最高频率小

于Δx .以 1/ (2Δx)为间隔采样 ,并利用香农内插公式可

将其表示为

ejπαx′2 f ( x′) =∑
N

n = - N

e
jπα n

2Δx
2

f
n

2Δx
sin c 2Δx x′- n

2Δx

(2)

其中 N =Δx2 .将式 (2)代入式 (1) ,交换积分求和顺序

并求解积分运算后得到

{ Faf } ( x) =
A<

2Δx ∑
N

n = - N

ejπαx2

e
2j2πβx n

2Δx e
jπα n

2Δx
2

f
n

2Δx
(3)

上式中时域变量已经实现离散化 ,接下来对分数阶域

变量离散化.以 1/ (2Δx)为采样间隔 ,在全程范围 [ -

Δx/2 ,Δx/ 2 ]内对分数阶域变量采样 ,即令 x = m/

(2Δx) ,代入公式 (3) ,经过整理得到

{ Faf }
m

2Δx
=

A<

2Δx
e

jπ(α- β) m
2Δx

2

∑
N

n = - N

e
jπβ m - n

2Δx
2

·e
jπ(α- β) m

2Δx
2

f
n

2Δx
, 　- ≤m≤N (4)

上式的求和部分为离散卷积形式 ,可以通过 FFT快速

计算得到.

3　FRFT高分辨计算( Zoom2FRFT)

　　可以看出 ,分解型算法包含了 2个离散化步骤 :第

1步利用香农内插公式对时域变量离散化得到公式
(3) ;第 2步对分数阶域变量离散化得到公式 (4) .但是

第 2步离散化是以 1/ (2Δx)为采样间隔 ,在全程范围

[ -Δx/ 2 ,Δx/ 2 ]内对分数阶域变量采样.这种离散化方

式只能计算 FRFT在全局谱上的固定分辨样本值.本文

采用了一种更加灵活的离散化方法 ,其允许在变换域

的任意局部区间上作等间隔取样 ,并且取样间隔 (或取

样点数)可任意设定.这样可根据需要选择谱范围和取

样间隔 ,当取样间隔选择很小时 ,就可实现对 FRFT任

意局部谱的高分辨计算.推导过程如下 :假定要计算

FRFT在局部谱区间[ x1 , x2 ]上的 M 点等间隔取样值 ,

x1 , x2和 M的取值任意.将分数阶域变量离散化为 x =

xi + mΔI , - M/ 2≤m≤M/ 2 ,其中 xi = ( x2 - x1) / 2表示

区间中点 ,ΔI = ( x2 - x1) / ( M - 1)表示采样间隔.然后

将其代入公式 (3)中 ,得到

{ Faf } ( xi + mΔI) =
A<

2Δx
ejπα( x

i
+ mΔI)

2
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e
jπβΔI

2Δx
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· e
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2Δx e
jπα n

2Δx
2
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(5)

将恒等式 - 2 mn = ( m - n) 2 - m2 - n2代入上式 ,最后整理

得到

{ Faf } ( xi + mΔI) =
A<

2Δx
ejπα( x

i
+ mΔI)

2

e - jπβ 1
2ΔIΔx

( mΔI)
2

　　　×∑
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2
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2Δx
2

f
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公式 (6)的计算要求直接确定 xi 和ΔI 两个参数的取

值 ,这在编程实现时很不方便 ,我们更愿意使用它们的

以Δx为基准的相对取值.为此引入了两个相对因子 ,

一个是“平移因子”λ= xi/Δx , - 015 ≤λ≤015 ,它表示

局部谱中心 xi在整个谱范围[ -Δx/ 2 ,Δx/ 2 ]中的相对

位置 ;一个是“变焦因子”P = 1/ (2ΔIΔx) ,它表示局部

谱的分辨率ΔI 相对于标准分辨率 1/ (2Δx)的放大倍

数 ,一般取 P为大于1的自然数.将 xi =λΔx和ΔI = 1/

(2 PΔx)代入到公式 (6)得到

{ Faf } λΔx +
m

2 PΔx
=

A<

2Δx
ejπαΔx

2
λ

2

ej2παλΔx
m

2 PΔx
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2
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　　　 ejπ α- 1
P
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2
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n

2Δx f
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(7)

若记 �f [ n ] = f
n

2Δx
, �f a ,λ, P [ m ] = { Faf } λΔx +

m
2 PΔx

,

则公式(7)可简化为

�f a ,λ, P[ m ] =
A<e

jπαNλ
2

2 N
e

jπ
αλ
P m

e
jπ
α- Pβ
4 P

2
N

m
2

　　∑
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n = - N

e
jπ
β

4 PN
( m - n)

2

e
jπ Pα-β

4 PN n
2

e - jπ(βλ) n�f [ n ] (8)

上式中的求和部分为离散卷积形式 ,因此可以利用 FFT

来实现快速的数值计算.

4　FRFT单点快速计算( SP2FRFT)

　　Zoom2FRFT可实现任意局部谱的高分辨分析 ,但在

应用中仍然有一些不足 : (1) Zoom2FRFT在输入输出点

数相差不大时具有较高的运算效率 ,当输出点数很少

时运算效率低 ; (2) Zoom2FRFT计算的高分辨谱间隔只

能是均匀的 ,若需要输出若干非均匀采样值 ,则 Zoom2
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FRFT无法实现.针对上述问题 ,本文又利用 Horner运算

提出了一种 FRFT单点快速计算方法.

411　Horner运算

Horner运算是针对幂次多项式的求解而提出的一

种基于循环叠代的计算方法 ,它实际上可以理解为一

种幂次多项式从后向前逐次累加运算的过程.设一个

幂次多项式表示为

B ( z) = b0 + b1 z + b2 z2 + ⋯+ bMzM (9)

则 Horner运算的递推过程可以表示为

　　　　

对于一个确定的 z值 ,计算 :

　S = 0

　For i = M , M - 1 , ⋯,0　do

　　 S = bi + S·z

(10)

可以看出 Horner 运算的运算效率较高.因为运用直接

计算的方法计算幂次多项式 ,需要 M ( M - 1) / 2次乘法

和 M - 1次加法运算 ;而运用 Horner方法计算多项式 ,

只需要 M次乘法和M - 1次加法运算.

412　单点计算原理

先考虑一般的任意非零单点计算 ,再考虑零点计

算的特殊情况.若计算 FRFT在任意非零点 x0 ≠0 处的

值 ,将 x = x0代入式 (3)得到

{ Faf } ( x0) =
A<

2Δx
e

jπαx
2

0 ∑
N

n = - N

e
- j2πβx0

n
2Δx e

jπα n
2Δx

2

f
n

2Δx

(11)

令 bn = e
jπα n

2Δx
2

f
n

2Δx
, z0 = exp - j

πβ
Δx

x0 ,则式 (11)

的求和部分可表示为

B ( z0 ) = ∑
N

n = - N

bnz
n
0 = z - N

0 ( b2N + b2N + 1 z0 + ⋯+ b0 zN
0 +

b1 zN + 1
0 + ⋯+ bNz2 N

0 ) (12)

利用 Horner叠代运算过程 (10)可快速计算出 B ( z0) .最

后得到 FRFT在分数阶域 x0点处的结果为 :

　{ Faf } ( x0) =
A<

2Δx
e

jπαx
2

0 B ( z0) =
A<

2Δx
e

jπαx
2

0 B e
j
πβ
Δxx0 (13)

但是还有一个重要问题需要考虑 ,即在计算多项式系

数 bn时需要先算出序列

gn = exp jπα n
2Δx

2

, 　- N≤n≤N (14)

若按式 (14)直接计算序列 gn ,对每个点都要进行复指

数运算 ,生成序列 gn 的计算量很大 ,并且因为 gn 并非

固定序列 ,它会随着α= cot <改变 ,因此无法将 gn 事先

计算好并预存在存储器中.为减小计算量 ,本文采用递

推方法.因为 gn是偶序列 ,只需计算其在 0≤n≤N 范

围的取值即可.生成序列 gn 的递推公式推导如下 :若

令 Dn = exp j
πα
4Δx2 (2 n + 1) ,有递推公式

gn + 1 = exp j
πα
4Δx2 ( n + 1) 2 = gnDn (15)

其中 g0 = 1 .再令 W = exp j
πα
2Δx2 ,有递推公式

Dn + 1 = exp j
πα
4Δx2 (2 ( n + 1) + 1) = DnW (16)

其中 D0 = exp j
πα
4Δx2 .这样只要计算出 D0和 W的值 ,

就可以先由递推公式 (16)得到 Dn 序列 ,再由递推公式
(15)得到 gn 序列.以上为任意非零单点 x0 ≠0 的计算

方法 ,若计算 FRFT在零点 x0 = 0的值 ,则式 (11)简化为

{ Faf } (0) =
A<

2Δx ∑
N

n = - N

e
jπα n

2Δx
2

f
n

2Δx
=

A<

2Δx ∑
N

n = - N

gnf
n

2Δx

(17)

可见 ,零点计算不需要 Horner叠代运算 ,只要利用递推

方法计算出 gn序列 ,代入式 (17)即可.

5　运算量分析

　　下面对 Zoom2FRFT和 SP2FRFT的运算量进行比较

分析.假定计算 N 点输入的 M点输出 ,由于 Zoom2FRFT

和 SP2FRFT在计算之前都需要执行 2倍内插 ,它们的内

插运算量相同.内插后利用 Zoom2FRFT计算 M 点输出

的乘法运算量为 3 (2 N + M) 3 log2 (4 N + 2 M) + 8 N .内

插后利用 SP2FRFT计算单点输出的乘法运算量为 4 N ,

因此 ,利用 SP2FRFT计算 M点输出的运算量为 4 MN.容

易看出 ,当输出点数 M 与输入点数 N 相差不大时 ,

Zoom2FRFT的运算效率高 ,但是 ,当输出点数 M 很小
(只有几个点)时 ,利用 SP2FRFT的运算效率高.

6　仿真实例

611　Zoom2FRFT仿真

为了直观地展示利用 Zoom2FRFT实现局部谱高分

辨分析的效果 ,选取一个多分量 LFM信号作为仿真实

例.假定信号含有调频率相同 ,而中心频率不同的 3 个

LFM分量

f ( x) = ∑
3

i = 1

Aiexp (j2πf ix + jπmx2) rect ( x/Δx) (18)

其中信号幅度分别为 A1 = 2 , A2 = 1 , A3 = 1 ,中心频率分

别为 f1 = 2 , f2 = - 1 , f3 = - 018 ,调频率为 m = 013 ,归一

化宽度为Δx = 10 ,以 1/Δx = 011为间隔采样 ,得到 N =

100点信号样本.由于LFM信号在与调频率相垂直的分

数阶域上具有最好的能量聚集性 ,因此可利用 FRFT进

行LFM信号的检测和参数估计 ,对应的 FRFT阶次应为

a = - 018145.为进行比较 ,首先利用分解型算法计算出

f a ( x)在全局区间[ - 5 ,5 ]内的 N = 100点样本输出 ,如

图 1 ( a)所示 ,由于采样间隔较大 ,显示的谱波形很粗

糙.为了仔细观察局部谱内的波形细节 ,利用本文的
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Zoom2FRFT将分辨率提高 10 倍来显示局部谱内波形 ,

如图 1 ( b) 、( c)所示 ,图中的虚线表示图 1 ( a)中的标准

分辨率谱线 ,实线为高分辨率谱线.

通过高分辨分析可以准确地观察到局部谱的每个

细节 ,如主瓣和旁瓣的幅度、位置、宽度和过零点位置

等 ,而标准谱线由于分辨率不够而损失掉很多细节信

息.不仅如此 , FRFT高分辨计算还可以为 LFM信号的

参数估计带来好处.在基于 FRFT的LFM信号检测与参

数估计中 ,一般通过检测谱线峰值点的位置来估计信

号中心频率.由图 1 ( c) 、( d)看出 ,标准谱线 (虚线)的间

隔较宽 ,很难正好采到连续谱的峰值点 ,这样 ,当以低

分辨率的谱线峰值位置来估计中心频率时会造成较大

的误差.反之 ,高分辨谱线 (实线)很密 ,它的峰值点与

连续谱的峰值位置误差很小 ,这样可大大提高中心频

率的估计精度.

612　SP2FRFT仿真

仿真试验中 ,利用 SP2FRFT来计算一个矩形信号的

分数阶谱.为了与分解型算法的计算结果比较 ,对分解

型算法所计算的 N点中的每一点利用 SP2FRFT进行计

算 ,仿真结果如图 2所示.

　　可以看出 , SP2FRFT的计算结果在输出数值较大

时 ,与分解型算法所得到的结果的误差很小 ,如图 2 ( c)

所示.当输出数值较小时 ,单点计算的结果与分解型算

法所得到的结果有一定误差 ,如图 2 ( d)所示.这主要是

因为 SP2FRFT应用了 Horner叠代算法 ,会产生一定的叠

代误差积累 ,当输出数值较小时 ,积累误差比较明显.

7　结束语

　　FRFT推广应用很大程度上依赖于高效灵活的快速

算法.本文的主要贡献是在 FRFT分解型算法的基础

上 ,提出 FRFT高分辨计算 ( Zoom2FRFT)和 FRFT单点快

速计算 (SP2FRFT)两种新方法.最后 ,作者认为有必要总

结一下本文所采用的研究方法.由于分数阶傅里叶变

换是傅里叶变换的推广形式 ,因此在傅里叶变换中所

得出的一些定理、算法等 ,都可以设法将其推广到分数

阶傅里叶变换中.具体到数值计算方面 ,傅里叶变换的

标准快速算法是 FFT算法 ,但它是一种面向全局谱的

计算方法 ,为了满足对局部谱高分辨分析的需求 ,人们

又相继提出了多种 Zoom2FFT算法 ,以及傅里叶变换的

单频点快速算法.同理 ,分解型算法可以看作是 FRFT

的一种标准快速算法 ,那么也可以设法对 FRFT建立高

分辨算法和单点计算方法.本文遵循这样一种思路 ,借

鉴和利用了傅里叶变换高分辨算法和单点算法中的一

些技巧 ,从而分别提出了 FRFT高分辨算法和单点快速

算法.
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