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� � 摘 � 要: � 在不额外增加发射功率和带宽消耗的情况下, 注水功率分配算法能够获得最大的多输入多输出( MI�

MO)系统容量.基于拉格朗日乘数法, 推导给出了 MIMO 系统注水功率分配算法的显式解. 利用信道冲激响应矩阵的

奇异值分解( SVD)算法,推导给出了注水功率分配算法MIMO系统的容量分析公式. 利用数字波束形成( DBF)技术, 提

出了一种新的功率分配算法,推导给出了该算法 MIMO系统的容量分析公式. 仿真结果表明, 提出的功率分配算法的

系统容量虽然略低于注水功率分配算法的系统容量, 但它的计算复杂度较低.
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Abstract: � The water�filling power allocation algorithm can achieve the maximal capacity of multiple�input multiple�output
( MIMO) systems with no additional power and bandwidth consumption. Based on Lagrange method, the explicit expression of the

water�filling power allocation algorithm for M IMO systems is derived. With the singular value decomposition ( SVD) algorithm to

the channel impulse response matrix, the capacity analytical equation is derived for M IMO systems with the water�filling power allo�

cation algorithm. Employing the digital beam�forming ( DBF) technique, a novel power allocation algorithm is proposed and the ca�
pacity equation for M IMO systems with this algorithm is derived. Simulation results show that although the capacity of systems with

the proposed power allocation algorithm is slightly smaller than that of systems with the water�filling power allocation algorithm, its

computational complexity is lower.
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1 � 引言

� � 信息理论研究表明,多输入多输出技术在不增加系

统带宽和总发射功率的情况下,能够获得比单输入单输

出( SISO)技术更高的频谱效率( 归一化容量) [ 1~ 5] .为了

便于分析比较,本文采用归一化容量(容量密度)来表征

系统容量,即用频谱效率(单位: bit/ s/Hz)来表征系统容

量.MIMO系统极限容量的分析算法大致分为两类:  
基于最大互信息量的容量分析方法[ 3] ; !信道冲激响应

矩阵奇异值分解的容量分析方法
[ 4, 5]

.两类分析方法均

表明,平均功率分配算法MIMO系统的极限容量依赖于

信道的相关矩阵.

注水原理研究表明, 在不增加总发射功率的前提

下,注水功率分配算法能够获得比平均功率分配算法更

大的MIMO系统容量[ 6] . 基于拉格朗日乘数法,本文推

导给出了MIMO系统注水功率分配算法的显式解.在此

基础上,推导给出了注水功率分配算法MIMO系统的容

量分析公式.注水功率分配算法采用逐步搜索法来求解

子信道的分配功率,因而它的计算复杂度较高.利用数

字波束形成( DBF)技术,提出了一种新的低计算复杂度

的功率分配算法,推导给出了该算法MIMO系统的容量

分析公式.
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� � 本文内容安排如下,第 2节给出了平均功率分配算

法MIMO系统的容量分析公式,第 3节给出了注水功率

分配算法MIMO系统的容量分析公式,第 4 节提出了一

种低计算复杂度的功率分配算法,给出了该算法的系

统容量分析公式,第 5节通过数值计算对各种MIMO系

统的容量进行了分析比较,第 6节对全文进行总结.

2 � 平均功率分配算法MIMO系统的容量分析

� � 平均功率分配算法在多天线间平均分配MIMO系

统的总发射功率. MIMO信道为组合信道, 组合信道的

总容量小于等于每个信道独立使用时的容量总和.只

有当组合信道彼此正交时, 组合信道的总容量才等于

每个信道独立使用时的容量总和.通过对信道冲激响

应矩阵进行奇异值分解( SVD) , 找出MIMO 信道中包含

的正交 SISO 信道组,则MIMO信道容量等于正交 SISO

信道容量的总和.

用 x= [ x1 x 2∀ xK ] T表示任一时刻的发射信号列

矢量, y= [ y1 y 2∀ yM ] T 表示归一化接收信号列矢量,

n= [ n 1 n 2∀ nM ] T 表示归一化接收噪声列矢量, 其中

K 代表发射天线的数量, M 代表接收天线的数量,上标

T表示矩阵的转置运算.对于窄带MIMO 系统 (如在一

个 OFDM 子载波上) , y 可用下式表示[ 1~ 5]

y= Hx+ n ( 1)

其中M # K 矩阵H 为归一化信道冲激响应矩阵.

令 H= FDG
�
,对式( 1)中的 H 进行奇异值分解,其中上

标 �表示矩阵的共轭转置运算. F和G都是酉矩阵,即

FF�= IM , GG�= IK . D是对角矩阵

D= diag( �1 , �2, ∀, �r , 0, ∀, 0) ( 2)

其中 �1, �2, ∀, �r 为信道相关 Q矩阵 (又称Wishart 矩

阵)的特征值. Q的表达式如下:

Q=
HH�, M ∃ K

H
�
H , M> K

( 3)

其中 r = min(K , M )为发射天线与接收天线数量的较小

者,即 Q矩阵的最大秩.

将 H= FDG� 代入式(1) ,则式( 1)可改写如下:

y%= Dx%+ n% ( 4)

其中 y%= F�y 为正交信道组的输出信号列矢量, x%=
[ x1% x 2% ∀ xK%]

T= G�x 为正交信道组的输出入信号列

矢量, n%= [ n 1% n2% ∀ nM%] T= F�n 为正交信道组的输

出噪声列矢量.

由式(2)、( 4) ,我们得到MIMO 系统中包含的 r 个

正交 SISO 子信道, 因此MIMO系统的容量可由下式给

出
[ 4, 5]

:

CMIMO= &
r

i= 1

log2( 1+ �i�i ) � bit/ s/Hz ( 5)

其中 �i= E{ | x i%|
2} / E { | ni%|

2} = Px
i
%/  

2
n

i
%为第 i 正交子

信道的平均信噪比( SNR) . 用 Px
i
%表示第 i 正交子信道

的发射功率E{ | x i%|
2} ,  2n

i
%表示第 i 正交子信道的归一

化噪声功率E{ | ni%|
2} .

假设多天线的接收噪声具有正交性, 即 E{ nn�} =

 2IM ,其中  2= E { | ni |
2}为每路天线接收的归一化噪

声的平均功率.由 ni%= F�in, f�if i= 1, f i 是酉矩阵 F 的第

i 列,得到如下关系:

 2n
i
%= E{ f

�
i nn

�
f i } =  2f�i IMf i=  2 ( 6)

假设多天线的发射信号具有正交性且平均分配发

射功率,即 E{ xx�} =
PT

K
Ik , PT 表示MIMO系统的总发射

功率.由 xi%= g�ix , g�igi= 1, gi 是酉矩阵G的第 i 列,得

到如下关系:

Px
i
%= E{ g

�
ixx
�
gi } =

PT

K
g
�
igi=

PK

T
( 7)

将式( 6)、( 7)代入式 ( 5) , 得到平均功率分配算法

MIMO系统的容量分析公式:

Cavg
MIMO= &

r

i= 1

log2 1+ �i

!
K

= log2det Ir+
!

K
Q

� � � � bit/ s/Hz ( 8)

其中 != PT /  2为总发射功率与归一化噪声功率之比,

Ir为 r # r 单位矩阵, det( )表示方阵的行列式运算.由于

式( 1)中对接收噪声进行了归一化处理,因此 != PT /  2

实际上反映了接收端的信噪比.当 K = M= 1 时,式( 8)

退化为 SISO系统的容量分析公式:

CSISO= log2( 1+ !| H | 2) � bit/ s/Hz ( 9)

3 � 注水功率分配算法MIMO系统的容量分析

� � 设 MIMO 系统总发射功率 PT 保持不变, 即

&
K

i= 1

| x i | 2 = Tr( xx�) = PT ,其中 Tr( )为矩阵的迹.根据

线性代数理论,有

� &
K

i= 1

P x
i
%= Tr( x%x%�) = Tr( G

�
xx
�
G) = Tr( xx

�
)

= &
K

i= 1

| x i |
2= PT ( 10)

式( 10)表明, 正交子信道组的总发射功率仍然为

PT.如何在正交子信道间分配总发射功率 PT , 才能获

得最大的MIMO 系统容量呢? 这是一个有约束条件的

极值问题.根据拉格朗日乘数法,引入目标函数[ 6]

J= &
K

i= 1

log2 1+ �i

Px
i
%

 2
+ L PT- &

K

i= 1

Px
i
% ( 11)

令
∀J

∀Px
i
%
= 0, 求得第 i 正交子信道的发射功率

Px
i
%=

1

L ln2
-

 2

�i
= �P-

PT

!�i
( 12)
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式(12)中 �P=
1

L ln2
为待定常数, !=

PT

 2
为总发射功率与

归一化噪声功率之比.考虑到发射功率 P x
i
%只能为正

值,得到如下的注水功率分配算法[ 6] :

Px
i
%= max �P -

PT

!�i
, 0 ( 13)

其中max{∋,∋}表示取最大值运算, 而 �P 的取值受总发
射功率PT 的限制

[ 6] :

&
r

i= 1

max �P -
PT

!�i
, 0 = PT ( 14)

以下给出 �P 的求解算法. 由式( 13)、( 14)可知, �i

较大的正交子信道将被分配较多的发射功率, �i 较小

的正交子信道将被分配较少的发射功率, 甚至不分配

任何的发射功率.为了获得 �P 的显式解,对 �i , i= 1, 2,

∀, r 由大到小重新排序. 以下的 �i 是指排序后的取

值.同时对正交子信道也按 �i , i= 1, 2, ∀, r 由大到小

重新排序.设前 Nwf个正交子信道分配的发射功率不为

零,而后 r - Nwf个正交子信道分配的发射功率为零,则

式(14)改写为

�P=
PT

Nwf
+

PT

Nwf!&
Nwf

i= 1

1
�i

( 15)

将式(15)代入式(13) ,得到如下关系:

1
Nwf

+
1

Nwf! &
N

wf

i= 1

1
�i

>
1
!�wf

( 16)

Nwf的取值越小,式( 16)的不等方程越容易满足.初始值

令Nwf = 1, 通过逐次加 1 逐步搜索法, 可确定满足式

(16)不等方程的 Nwf最大值. 由于 Nwf的取值越小, 式

(16)的不等方程越容易满足, 且 Nwf ∃ r ,所以 N wf的最

大值一定存在.一旦 Nwf的最大值N max
wf 确定了, �P 的最优

值由式(15)确定,则注水功率分配算法的显式解:

Px
i
%=

PT

N max
wf

-
PT

!�i
+

PT

Nmax
wf !

&
N

max

wf

i= 1

1
�i

( 17)

将式(17)代入式(5)中,便得到注水功率分配算法MIMO

系统的容量分析公式:

Cwf
MIMO= &

N
max

wf

i= 1

log2

�i!

N max
wf

+
�i

Nmax
wf

&
N

max

wf

j = 1

1
�j

� bit/ s/Hz ( 18)

注意式(18)的结论并不要求发射信号具有正交性.

4 � 低计算复杂度功率分配算法及系统容量分析

� � 在MIMO系统的接收端采用 DBF算法以实现信道

的空间多波束分割,可构成波束信道MIMO 系统. 用 z

= [ z1 z 2∀ zB ] T表示任一时刻 B 个波束信道的输出信

号列矢量.由式(1)得

z= Bx+ q ( 19)

其中 B= W
�
H 为波束信道冲激响应矩阵,为 q= W

�
n

= [ q1 q2 ∀ qB ] T 波束信道噪声列矢量, 波束信道权系

数矩阵由各波束的权系数列矢量构成:

W= [ w1 w2∀ wb ∀ wB ] ( 20)

其中 wb 为第 b波束的权系数列矢量.对于均匀线阵, #b

指向的第 b波束信道的权系数矢量

wb=
1

M
[ 1 e

j
2∃
�d sin#

b ∀ e
j
2∃
�( m- 1) d sin#

b ∀ e
j
2∃
�( M - 1) dsin#

b ] T ( 21)

其中 �为射频载波的波长.式 (21)中对 wb 的归一化处

理保证了每个波束信道的输出噪声功率与单天线的输

出噪声功率相同.

令 B= UOV�,对 B 进行 SVD分解,其中 U和 V是

酉矩阵, O是对角矩阵

O= diag( %1, %2, ∀, %s , 0, ∀, 0) ( 22)

其中 %1, %2, ∀, %s为波束信道相关矩阵 P 的特征值. P

的表达式如下:

P=
BB�, B ∃ K

B�B, B> K
( 23)

s= min( K, M, B)为 P矩阵的最大秩.

将 B= UOV�代入式( 19) ,则式( 19)改写为

z%= Ox(+ q% ( 24)

其中 z%= U�z , x(= [ x1( x2( ∀ xK(] T= V�x , q%= [ q1% q2%

∀ qB%]
T
= U

�
q, x i(= v

�
ix , q i%= u

�
i q, ui 是 U的第 i 列, vi

是 V的第 i 列.

由式( 24) ,我们得到波束信道MIMO系统中包含的

s 个正交子信道,因此波束信道MIMO系统的容量可由

下式给出:

C beam
MIMO= &

s

i= 1

log2( 1+ %i&i ) � bit/ s/ Hz ( 25)

其中 &i= E{ | x i(|
2} / E { | q i%|

2} = Px
i
(/  

2
q

i
%为第 i 正交子

信道的平均 SNR.用 P x
i
(表示波束信道MIMO 系统第 i

正交子信道的发射功率 E{ | x i(|
2
} ,  2q

i
%表示第 i 正交子

信道的接收噪声功率E{ | q i%|
2} .

假定 E{ nn�} =  2IM .由 q i%= u�iq 和 q= W�n, 我们

得到如下关系:

�  2q
i
%= E{ | qi%|

2
} = E{ u

�
i qq
�
ui } = E{ u

�
i W
�
nn
�
Wui }

=  2 u�i W
�Wui= ∋i 

2 ( 26)

其中 ∋i= u�i W
�Wui 为第 i 正交子信道的噪声功率与单

个天线的噪声功率之比,称为第 i 正交子信道的噪声系

数.

假设MIMO系统总发射功率为 PT 且保持不变. 根

据线性代数理论,有

� � &
K

i= 1

P x
i
(= Tr( x(x(�) = Tr( V�xx�V) = Tr( xx�)

= &
K

i= 1

| x i |
2= PT ( 27)
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式(27)表明,波束信道MIMO系统中包含的正交子

信道组总的发射功率仍然为 PT ,即没有增加发射功率.

由式(26)我们发现,在波束信道MIMO 系统中,各正交

子信道的噪声系数并不相同.为了抵消噪声系数对各

子信道 SNR的影响, 我们根据噪声系数的大小对各正

交子信道进行线性功率分配,提出了如下的功率分配

算法:

P x
i
( =

∋iPT

&
s

i= 1

∋i

, i = 1, 2, ∀, s

Px
i
( = 0, i = s + 1, ∀, K

( 28)

将式( 26)、( 28)代入式( 25)中,便得到提出的功率分配

算法MIMO系统的容量分析公式:

� � CNovel
MIMO = &

s

i= 1

log2
1+ !

%i

&
s

j = 1

∋j

= log2det
Is +

!

&
s

i= 1

∋i

P � bit/ s/Hz ( 29)

其中 Is为 s # s单位矩阵.可以证明 &
s

i= 1

∋i= B,代入式

(29) ,得

CNovel
MIMO= &

s

i= 1

log2 1+ !
%i

B
= log2det Is+

!
B
P

bit/ s/Hz � � ( 30)

同样式(30)的结论并不要求发射信号具有正交性.

5 � 数值结果与分析

� � 考虑到来自不同波达角度 (AOA)的多径分量间的

相关性较弱这一事实,我们以 AOA 进行多径分量划分.

基于阵列方向响应矢量[ 7, 8] ,归一化信道冲激响应矩阵

由以下仿真算法产生

� H =
1

&
K

k = 1
&

I

i= 1

| ai
k | 2

&
I

i= 1

[ ai
1A( #i

1) ai
2A( #i

2) ∀

ai
kA( #i

k) ∀ ai
KA( #i

K ) ] ( 31)

其中 ai
k 为第k 发射天线的第 i 个 AOA 多径分量到第 1

个接收天线的空间传输复系数, #i
k 为第 k 发射天线的

第 i 多径分量的 AOA, A ( #i
k )为 #i

k 对应的M # 1 阵列方

向响应矢量.对于相临间隔为 d 的均匀线阵,阵列方向

响应列矢量

A ( #) = [ 1 e
j2∃
�

d sin#
b ∀ e

j2∃
�

( m- 1) d sin#
b ∀ e

j2∃
�

( M- 1) d sin#
b

] T

( 32)

仿真系统中接收端均匀线阵的相临间隔 d= �/ 2,

空间传输复系数 ai
k 的实部、虚部均由 N ( 0, 1)的高斯随

机变量模型产生,波达角度 #i
k 由 (#区间的均匀分布

随机变量模型产生.作为举例, 取发射天线数量 K = 6,

接收天线数量 M = 4. 在 AOA 空间角度扩散量 (#为

120度、60 度、30度的情况下, 图 1~ 3 分别给出了注水

功率分配算法MIMO系统的容量、提出的功率分配算法

MIMO系统的容量、平均功率分配算法MIMO 系统的容

量与信噪比关系曲线. 通过对数值结果进行分析比较,

我们得出以下的结论:

 提出的功率分配算法的系统容量与注水功率分
配算法的系统容量基本相近, 略小于注水功率分配算

法的系统容量.特别是当 AOA扩散量较大时,两种算法

的系统容量非常接近.

!在 AOA扩散量较小的情况下,提出的功率分配
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算法、注水功率分配算法的系统容量较平均功率分配

算法的系统容量有更大的提高. AOA 扩散量小, MIMO

空间信道间的相关性强,信道相关矩阵特征值间的差

异大,非平均功率分配算法能够更好地利用当前的信

道条件.

)在各种信噪比条件下, 提出的功率分配算法、注

水功率分配算法较平均功率分配算法对系统容量的提

升量基本相同.当信噪比较小时,由于平均功率分配算

法的系统容量较小,非平均功率分配算法对系统容量

的提升效果明显.

6 � 总结

� � 基于拉格朗日乘数法,本文推导给出了MIMO系统

注水功率分配算法的显式解. 基于这一结果,利用信道

冲激响应矩阵的奇异值分解算法,推导给出了注水功

率分配算法MIMO系统的容量分析公式.利用阵列天线

的 DBF算法,提出了一种新的功率分配算法,推导给出

了该算法MIMO系统的容量分析公式.基于阵列方向响

应矢量,提出了一种MIMO信道冲激响应矩阵的仿真算

法.仿真结果表明,提出的功率分配算法的系统容量虽

然略低于注水功率分配算法的系统容量, 但它的计算

复杂度较低.
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