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� � 摘 � 要: � 本文从分数阶 Fourier变换与时频分布的关系入手, 在离散分数阶 Fourier变换算法基础上导出了单分

量 chirp信号分数阶 Fourier谱强度的近似表达,并依据分数阶 Fourier 变换的线性性质, 得到了调频率不同的两分量

chirp 信号间分数阶 Fourier谱相互遮蔽的量化结果, 给出了图例分析, 并进行了仿真验证.通过本文的分析可以知道分

数阶 Fourier域中调频率不同的多分量 chirp 信号间的相互遮蔽主要取决于各自的幅度、调频率和采样时间. 当多分量

chirp 信号幅度、调频率确定后,可以通过延长采样时间来降低各分量间的相互遮蔽.
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Abstract: � Starting with the relationship between the fractional Fourier transform and the time�frequency distribution, w e de�

rives the approximate expression of the fractional Fourier spectrum intensity of a single chirp based on the digital computation of the

fractional Fourier transform. The shading between the fractional Fourier spectra of two chirps with different chirp rates is analyzed,

and a formula is obtained, which is illuminated by some figures and verified by a simulation. We find that the amplitude, chirp�rate
and sampling interval determine the shading between the fractional Fourier spectra of multicomponent chirp signals. Prolonging the

sampling interval can reduce the shading when amplitude and chirp�rate of multicomponent chirp signals are determined.
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1 � 引言

� � Chirp类信号是信号处理领域的常见信号之一,不

管是在自然界的天然信号中,还是人为产生的信号中,

都大量存在,而且, chirp类信号可以看成是频率时变信

号的一阶近似,因此,多分量 chirp信号的检测和参数估

计一直受到人们的关注. 近年来随着分数阶 Fourier变

换理论的迅速发展而产生了多种基于分数阶 Fourier变

换的多分量 chirp信号检测和参数估计算法[ 1, 2] ,主要分

为如下两类:一类是以变换阶数为变量,对观测信号连

续进行分数阶 Fourier变换,然后在形成的二维平面上

做峰值搜索[ 3~ 5] ;另一类则是利用分数阶 Fourier变换与

时频分布的关系来实现 chirp信号的能量累积以完成检

测和参数估计[ 6, 7] .仿真结果显示上述算法均具有较强

的抗噪性,但是影响多分量 chirp 信号检测和参数估计

的因素除了噪声外,还包括各分量间的相互遮蔽. 从文

献[ 8]可以知道一个非零信号不可能在两个不同分数阶

Fourier域 u�、u�( ��  �+ n , n ! Z)都是带限的, 这就

是说,如果信号的时域持续时间无限长,那么调频率互

不相同的多分量 chirp信号应该只是在各自对应的分数

阶 Fourier域中累积能量, 而在其他分数阶 Fourier域中

带宽是无限宽的, 这样是不会造成各分量间的相互遮

蔽.而在实际工程应用中,信号的时域持续时间必然是

有限的,因此就肯定存在各分量间分数阶 Fourier谱的

相互遮蔽问题.本文的目的是导出分数阶 Fourier域中

调频率不同的多 chirp分量间相互遮蔽的具体因素和量

化关系,为进一步降低遮蔽提供参考.
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2 � 分数阶 Fourier变换

� � 分数阶 Fourier 变换 ( Fract ional Fourier Transform,

FRFT)定义如下[ 9] :

X�( u) = F�[ x] ( u) =∀
+ #

- #
x ( t) K�( t, u) dt ( 1)

其中 �为变换阶数, K�( t , u)为变换核.

K�( t , u ) =

exp(- j sgn(sin �) / 4+ j �/ 2)

| sin �|
∃exp[ j cot �( t

2
+ u

2
)- 2j utcsc�] , ��n 

� � � � !( t- u ), �= 2n 

� � � � !( t+ u ), �= 2n   

, n 为整数 � ( 2)

接下来给出本文所要用到的分数阶 Fourier变换的两个

基本性质. (1)分数阶 Fourier变换是一种线性变换,即:

F�[ x+ y ] ( u) = F�[ x ] ( u) + F�[ y ] ( u) ; ( 2)从信号的

时频表示来看, 分数阶 Fourier 变换是对时频平面的旋

转,即:

Ws( t , ∀) = R��Ws
�
%( t, ∀) ( 3)

式中 Ws( t , ∀) = ∀
+ #

- #
s ( t+

#
2

) s
*

( t-
#
2

) e
- j∀#

d#、Ws
�

( u , v ) =∀
+ #

- #
s�( u +

#
2

) S *
� ( u-

#
2

) e- jv#d#分别表征

s( t)、S�( u)的Wigner分布, R�表征对二维函数WS�
( u,

v )作角度为 �的顺时针旋转

� R��WS
�
% ( t, ∀) = WS

�
( tcos�+ ∀sin�, - tsin�+ ∀cos�) ( 4)

根据时频分布的边缘特性,可以知道 WS
�
关于v 的积分

给出了信号 s 的分数阶 Fourier 谱密度, 即:信号 s 的�

阶分数阶 Fourier谱密度等于角度 �的 Radon�Wigner变
换.式( 4)所表示的分数阶 Fourier变换与时频分布的关

系构成了本文接下来分析 chirp 信号在分数阶 Fourier

域中能量分布的基础.

3 � 不同分数阶 Fourier域中 chirp信号的能量分布

� � 设单分量 chirp信号 g( t )模型如下:

g( t ) = A exp( j2 f 0t+ j ∃t 2+ j%) ( 5)

因为实际应用中多采用数字信号处理方式, 因此进一

步给出 g( t )的离散模型.设以采样频率 f s 对连续信号

g( t )进行采样,采样时间为�- Td/2, Td/ 2% ,则得到

g( n)= A exp j2 f 0 n-
N+ 1

2
&t+ j ∃

n-
N + 1
2

2

&t
2
+ j% , n= 1, 2, &, N � ( 6)

其中 N= f sTd+ 1(须保证 N 为奇数[ 9] ) , &t= 1/ f s .

在利用分数阶 Fourier变换快速离散算法进行离散

计算时,都认为输入离散信号是已经作了量纲归一化

处理后的采样结果[ 9] . 所谓量纲归一化处理可以理解

为引入尺度因子 ∋= Td/ f s来定义新的尺度化坐标
[ 10]

x= t / ∋= f ∃∋ ( 7)

新的坐标系( x , y)实现了无量纲化.

下面分 ∃< 0和 ∃

> 0 两种情况来分析.

首先设 ∃< 0,则量纲归

一化后 g( t )的( x , y )域

能量分布如图 1 所示.

需要注意的是图 1所示

的信号 g( t )中间频率

f 0= 0,当实际信号 g( t)

中 f 0� 0时总能通过频
移使 f 0归零,且 f 0只是

影响支撑区的位置(如

式( 16)所示) ,对分数阶

Fourier谱强度和支撑区宽度并不影响.

那么 ymax= ∋∃∃∃Td/ 2 ( 8)

x max= Td/ 2∋ ( 9)

因此

�=  - arctg
ymax
xmax

( 10)

sin�= ∃Td f 2s+ ∃2T 2
d ( 11)

(= ymax/ sin�= Tdf s+
∃2T 3

d

f s

2 ( 12)

根据式( 3)所表示的分数阶 Fourier 变换与时频分布的

关系以及离散分数阶 Fourier变换帕色伐尔定理

E= ∋
N

n= 1

| Gp ( m) |
2
= ∋

N

m= 1

| Gq( m) |
2
, p � q ( 13)

可以得到

E ( | G�( m) | 2f dTd

| umax|

f s∋/ 2
( 14)

所以

| G�( m) | (
E∋/ 2Td | umax| , )- )� ) m ) )+ )�

0, 其他

( 15)

其中 �� �0, �! ( �, �+  ) , �0= �+  /2 为信号 g( t )能

量聚集最好的分数阶 Fourier域的阶次.

)= f 0∋sin� f sTd+
f sTd+ 1

2
( 16)

)�= round Td | umax| / ∋ , round(∃)表示四舍五入取整

( 17)

umax= (∃sin( | �- �0 | ) ( 18)

因为 F�[ g ] ( u) = F2n + �[ g ] ( u)且 F�[ g ] ( u ) = F� 

F + �[ g ] ( u) = F + �[ g ] ( - u) ,当 f 0= 0时, | G�( m) |关
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于原点对称,即| G�( m) | = | G�+  ( m ) | ,所以只需考虑

�! ( �, �+  ) ,那么有 0< | �- �0 | <  / 2. 当 f 0 � 0时,

| G�( m) |与| G�+  ( m) |只是谱的位置发生了改变而强

度不变,从分析多分量 chirp信号的分数阶 Fourier谱相

互遮蔽的角度来看,仍然可以设 �! ( �, �+  ) .

又因为[ 2]

E (max
m

[ | G�
0
( m) | 2 ] ( A 2T dfd / | sin( �0 ) | ( A 2f sTd 1+ ∃2∋4

( 19)

所以将式(18)、(19)代入式(15) ,整理后得到

| G�( m) | (
A / sin| �- �0| , )- )�) m ) )+ )�

0, 其他
( 20)

由式 ( 20 )可以看出 chirp 信号 g ( t )在 �0 阶分数阶

Fourier域上能量聚积性最好,出现峰值,而当 �偏离开

�0时, 随着偏离间隔的增大, g ( t )的相应阶次分数阶

Fourier谱强度开始迅速下降,支撑区也随之展宽 (如图

2所示) .这一点反应在多分量 chirp 信号分数阶 Fourier

谱的相互遮蔽就是某分量 chirp信号在自身能量聚集性

最好的分数阶 Fourier域中的峰值受到了其他分量 chirp

信号在该阶分数阶 Fourier域能量分布的遮蔽影响.基

于分数阶 Fourier变换的线性性质, 我们以两分量 chirp

信号为例进行具体分析.设某分量 chirp信号 g( t )在 �0
阶分数阶 Fourier 域中实现最佳能量聚集, 而某分量

chirp信号 h( t )在 �1 阶分数阶 Fourier 域中实现最佳能

量聚集.定义系数

� ∗�
1
= | G�

1
( m) | 2/ | H�

1
( m) | 2=

A
2
g/ sin&�

A 2
hf sTd 1+ ∃2h∋

4
( 21)

其中 &�=
| �0- �1 | ,当| �0- �1| )  / 2

 - | �0- �1| ,当| �0- �1| >  / 2
, �0= arccot

(- ∃g∋
2) , �1= arccot( - ∃h∋

2) , Ag 和 ∃g 为 g( t )的幅度

和调频率, A h和 ∃h为 h( t )的幅度和调频率.又因为

� � � sin&�=
| ∃h- ∃g | ∋

2

1+ ∃2h∋
2 1+ ∃2g∋

4

=
( ∃h- ∃g) 2f 2sT

2
d

(f 2s+ ∃2hT
2
d ) (f 2s+ ∃2gT

2
d)

( 22)

所以,式( 21)可以化为

∗�1=
A 2

g

A 2
hf sT

2
d

( f 2s+ ∃2gT
2
d)

( ∃h- ∃g) 2
( 23)

系数 ∗�
1
体现了分量 g( t )对分量 h( t )的分数阶 Fourier

谱遮蔽程度,我们总是希望其越小越好,即希望 ∗�1趋近

于 0.从式 ( 23)可以看出分数阶 Fourier域中 chirp分量

间的相互遮蔽取决于各自的幅度、调频率以及采样时

间和采样频率.在实际应用中我们可以根据信号检测

和参数估计要求来确定相应的 ∗�1边界,然后通过选择

合适的采样时间和采样频率来满足 ∗�1边界条件.

本文取 ∗�
1
边界为 1 来考察各参数对 ∗�

1
的影响,并

对所得结论进行仿真验证.通过上述分析我们可以知

道当 ∗�
1
∗1时, G�

1
( m )将完全遮蔽住 H�

1
( m) , 此时得

到分量 h( t )的相对临界幅度  A h/ Ag 如下:

 A h

Ag
=

f 2s+ ∃2gT
2
d

| ∃h- ∃g | ∃f sT
2
d

1/ 2

( 24)

相对临界幅度  A h/ Ag给出了分量g ( t )在相应阶次分数

阶 Fourier域所能完全遮蔽住的分量 h( t )的最大相对幅

度,同时也反映出分量 g( t )的分数阶 Fourier谱偏离 �0
后的衰落情况.从式( 24)可以看出相对临界幅度与 Ag

的大小没有关系,所以我们只考虑如下三种情况:

( 1)  A h/ A g随 ∃g 的变化情况.从图 3可以看出  A h/

Ag 几乎不随∃g 而改变,这是因为为了满足采样定理恒

有 ∃gTd< f s , ∃g 的变化对式(24)影响较小.

( 2) A h/ Ag随Td 的变化情况. 我们知道当采样时间

无限长时调频率互不相同的多分量 chirp信号是不会造

成相互影响的, 因此,延长采样时间也将相应地降低

 Ah/ Ag ,这一点从图 4中得到了验证.

( 3)  Ah/ Ag 随 f s 的变化情况.从图 5 中可以看出 f s

的改变对  A h/ Ag 的影响也基本可以忽略.这是因为 f s

对式( 24)右边部分的分子分母作用相当.

需要说明的是:尽管当|H�1
( m) | 大于| G�1( m) |时,

即
Ah

Ag

>
 A h

Ag

时,在分数阶 Fourier域中 G�( m)不可能完全
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遮蔽住 H�( m) ,但是可能会造成 H�( m)峰值位置的移

动,这样就会给 h( t )的参数估计带来误差,且 |H�1
( m)

|与| G�1( m) |相差越小(离 ∗�1= 1边界越近) ,误差就越

大,因此在实际应用中需要尽量使得 ∗�
1
逼近于 0 以保

证所需的参数估计精度.

上述结论是在 ∃< 0的情况下得到的.当 ∃> 0时,

只是式(10)中的 �= arctg
ymax
x max

,代入上述推导过程,仍然

可以得到同样的结论. 由于分数阶 Fourier 变换是一种

线性变换,所以上述两分量 chirp信号的结论可以较为

简单地推广到多分量 chirp信号的情况.

4 � 仿真

� � 设两分量 chirp信号的叠加为:

s ( t ) = g( t ) + h( t ) = Agexp( j ∃gt
2) + Ahexp( j ∃ht

2+ j )

其中 Ag = 1、∃g = 10Hz/ s、∃h = 12Hz/ s、f s = 400Hz、Td =

5s,根据图 4我们可以知道在上述参数下的  A h (0�142.
图 6给出了 A h分别为 0�12、0�16 的| S�( u) |值,可以看

出左图中 | H�1
( u) | 完全被 | G�1 ( u) | 遮蔽, 而右图中

|H�1
( u) |已经能够显现出来了.图 7所用信号参数保持

与图 6中左图所示信号一样,只是图 7通过延长采样时

间到 10s,就将图 6中左图所示被遮蔽的 |H�1
( u) |显示

了出来.以上仿真结果较好地吻合了上一节的理论推

导和分析.

5 � 结论

� � 本文利用了分数阶 Fourier 变换与时频分布的关

系,在考虑了量纲归一化的影响后,导出了单分量 chirp

信号在不同阶次分数阶 Fourier 域的强度表达式,并基

于分数阶 Fourier变换是一种线性变换, 在单分量 chirp

信号分数阶 Fourier谱强的推导结果上进一步分析了调

频率不同的两分量 chirp 信号间分数阶 Fourier谱相互

遮蔽的具体因素,并给出了量化结果(如式( 21)、( 23)所

示)和图例分析(图 3~ 5) ,仿真结果与理论推导基本吻

合.通过本文的分析我们可以知道分数阶 Fourier域中

调频率不同的多分量 chirp信号间的相互遮蔽主要取决

于各自的幅度、调频率和采样时间.当多分量 chirp信号

自身特征(幅度、调频率) 确定后, 可以通过延长采样时

间来降低各分量间的相互遮蔽.上述两分量的结果可

以直接推广到多分量的情况.
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