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� � 摘 � 要: � 针对复杂噪声环境下的参数估计问题, 提出了一种稳健的自适应序贯 M 估计算法 ( Adaptive Recursive

M�Estimation, ARME) , 并从理论分析和Monte Carlo实验仿真两方面分析了该算法的收敛性、渐进无偏特性和稳健性. 理

论分析和仿真试验表明:在高斯白噪声背景下, ARME 具有与序贯最小二乘算法( Recursive Least Square, RLS)相近的性

能;在有突出干扰等非高斯噪声背景下, 与 RLS相比, ARME 的参数估计收敛速度更快, 估计误差更小, 而且在稳健性

上大大优于 RLS.
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Abstract: � To estimate the parameters in complex noise situation effectively, a new robustness algorithm for adaptive signal

pro cess is presented named adaptive recur sive M�estimation ( ARME) . And its properties of convergence, asymptotic unbiasedness

and robustness are analyzed from theory and Monte Carlo simulations. Results and simulations show that the ARME algorithm ob�

tains the advantages of the recursive least square ( RLS) in Gaussian white noise ( WGN) . More importantly , in the no�Gaussian
noise situation such asWGN with high interference, they show that the ARME algorithm has a better convergence rate and a less es�

timation deviation than those of the RLS. Besides that, the ARME is more robustness compared with the RLS.
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1 � 引言

� � 自适应理论与技术是上世纪四十年代出现并在随
后的几十年间迅速发展起来的信息科学的重要分支,在

通信、雷达、图像处理以及系统辨识与控制等许多领域

获得了广泛的应用[ 1] .自适应信号处理的重要理论依据

之一就是最小二乘估计理论 ( Least Square Est imation,

LSE) [ 2] . LSE具有很多非常好的优点, 如它是高斯背景

下的最佳无偏线性估计,也容易计算机实时实现等,以

它为出发点涌现出了大量的自适应算法[ 1] ,如最小均方

(Least Mean Square, LMS)、序贯最小二乘 ( Recursive Least

Square, RLS)以及它们的改进算法等等,并在各个领域

中得到广泛的应用.

随着社会的发展, 人们的需求不断提高,其研究的

对象也越来越精细, 研究对象所处的环境也越来越复

杂.如在雷达信号处理领域,系统的观测噪声不仅仅包

含了高斯噪声,还有器件的热噪声,周边环境的电磁干

扰.人们希望算法能够在这些复杂环境下(很大一大类

的噪声背景,不仅仅是高斯的)以最优的状态工作,此时

基于 LMS或 RLS算法的自适应滤波技术不再能够满足

要求.为此,算法的稳健性( Robustness)被作为衡量算法

的一个重要指标被提出, 也出现了很多稳健性的方

法[ 3] .研究[ 3]指出 LSE在观测误差是长尾、短尾分布时

不稳健,并给出了一种稳健的参数估计方法,即M 估计

(M�estimation) .但是M 估计没有显式表达,限制了它的

应用.已有的 M 估计算法可分为两类: ( 1 ) 批处理算

法[ 3, 5] .该类方法在获取所有的观测样本后,利用M 估

计的隐函数表达式迭代求解.该类算法适合事后处理或

者实时性要求不高的场合. ( 2) 序贯算法
[ 6, 7]

. 它们以

RLS为基础,对迭代的残差进行修正, 以提高 RLS算法
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对突出干扰的稳健性.严格地讲,它们仍然是 RLS的变种.

本文从M 估计的原理出发,导出了一种新的自适

应序贯算法 ( Adaptive Recursive M�Estimation, ARME) .该
算法具有 RLS相似的形式,但增加了稳健因子, 因而它

不仅具有 RLS的优点,而且比它更稳健,能够在一大类

噪声环境下最优 (渐进最优) 的工作. 本文其他部分安

排如下:

第二节简单回顾 M 估计的基本原理, 然后导出

ARME算法; 第三节对 ARME算法进行理论上的分析,

说明了估计量的收敛性,渐进无偏性和估计量的方差,

并与标准 RLS 比较,从理论上证明 ARME的优越性;第

四节,采用Huber 的稳健函数, 给出了 ARME算法的一

种实现,并进行Monte Carlo仿真, 分别从算法的捕获能

力和跟踪能力两方面与 RLS 算法进行比较, 从仿真上

证实ARME的优越性;最后总结全文.

2 � M估计原理和 ARME算法的推导

� � 统计信号处理中的线性回归,通信系统的自适应

均衡,雷达系统的自适应滤波, 图像背景预测以及系统

辨识与控制很多时候都可以归结为如下线性模型:

y i= x
H
iW+ �i , 1 ! i ! N ( 1)

这里 W是未知的p 维回归参数矢量; y i、xi 和 �i 分别是

第 i 次观测的因变量,自变量和随机误差; (∀) H表示共
轭转置.参数 W的M估计定义为[ 2, 3] :

W= arg min{ #
N

i= 1

f ( y i- xHi W) , W ∃ Rp } ( 2)

这里函数 f ( e )是定义在实数集上的非负偶函数, 特别

的当 f ( e ) = e2时,M 估计就是目前广泛使用的 LSE.令

式(2)中最小值代价函数对 W的导数为零:

#
N

i= 1

�( y i- xHi W) x i= 0 ( 3)

这里 �( e)是 f ( e)的导数,引入函数  ( e) = �( e ) / e,则

式(3)等价于:

� #
N

i= 1

 ( ei ) x
H
iWxi= #

N

i= 1

 ( ei) y ixi, ei= y i- xHiW ( 4)

写成矩阵形式为:

XHP( e)XW= XHP( e ) Y ( 5)

其中, X= [ x 1 � x 2 � % � xN ]
H, Y= [ y1 � y 2 � % �

yN ]
H, P( e) = diag[  ( e1) �  ( e 2) � %�  ( eN) ] ,于是参

数 W的隐函数表达式为:

W= [ XHP( e )X ] - 1XHP( e ) Y ( 6)

式( 6)说明参数 W的M 估计与 LSE具有相同的形式,

它可以称为M 估计的批处理算法,因为它利用了所有

的观测样本.但是式( 6)右边仍然是 W的函数,因此只

能通过迭代求解.

在实际应用中, 式 ( 6)的应用受到了很大的限制.

一方面,获取输入输出的所有样本往往难以达到. 另一

方面,即使能够获得足够多的样本,在某些实时性要求

较高的场合,系统延时太大致使算法不能满足要求.同

时,式( 6)需要生成大型的矩阵 X、Y,给存储带来了麻

烦;而且还需要计算大型矩阵的逆,计算复杂度也非常

高.因此本文基于式 ( 6 ) , 导出自适应的序贯 M 估计

(ARME)算法.

假定所有观测相互独立. k 次观测参数M 估计为:

W( k) = [ XH( k ) Pk( e )X ( k )]
- 1XH ( k )Pk ( e) Y( k )

( 6a)

其中 X ( k ) = [ x 1 � x2 � %� xk]
H, Y( k ) = [ y1 � y2 � %

� yk]
H, Pk( e ) = diag[  ( e1) �  ( e2) � %�  ( ek) ] ,增加

一次观测参数的M估计为:

W( k+ 1) = [ XH( k+ 1) Pk+ 1( e ) X( k+ 1) ] - 1XH( k+ 1)

Pk + 1( e ) Y( k+ 1) ( 6b)

令 Q- 1( k+ 1) = XH( k+ 1) Pk+ 1( e) X( k+ 1) ,则有:

Q- 1( k+ 1) = [ XH( k) xk+ 1]
Pk ( e )

 ( ek+ 1)

X( k)

xHk+ 1

= Q- 1( k ) + x k+ 1 ( ek + 1) x
H
k+ 1 ( 7)

根据矩阵求逆定理有

Q( k+ 1) = [ I- g ( k+ 1) xHk + 1] Q( k ) ( 8)

其中自适应增益为:

g( k+ 1) =  ( ek+ 1) Q( k ) xk+ 1 / [ 1+  ( ek+ 1) x
H
k+ 1Q( k) xk+ 1]

( 9)

将式( 7) ~ (9)代入式( 6b)得到:

W( k+ 1) = W( k) + g( k+ 1) ek+ 1 ( 10)

式( 10)就是参数 W的序贯估计,它表明增加的观测量

通过自适应增益作用到残差上.式( 8) ~ ( 10)组成了本

文的标准 ARME算法. 考虑序贯迭代中各个样本之间

的关联, 引入遗忘因子 !, 为了方便, 将有限记忆的

ARME算法归结如下:

ek+ 1= yk+ 1- x
H
k+ 1W( k) ( 11a)

g( k+ 1) =  ( ek+ 1) Q( k ) xk+ 1 / [ !+  ( ek+ 1) x
H
k+ 1Q( k ) xk+ 1 ]

( 11b)

W( k+ 1) = W( k) + g( k+ 1) ek+ 1 ( 11c )

Q( k+ 1) = !- 1[ I- g ( k+ 1) xHk + 1] Q( k ) ( 11d)

当遗忘因子为 1 时,式( 11a) ~ ( 11d)就是标准的 ARME

算法.为了方便比较,这里列出有遗忘因子的 RLS 算法

流程[ 1] :

ek+ 1= yk+ 1- xHk+ 1W( k) ( 12a)

� g ( k+ 1) = Q( k ) xk+ 1/ [ !+ xHk+ 1Q( k) xk+ 1] ( 12b)

W( k+ 1) = W( k) + g( k+ 1) ek+ 1 ( 12c )

� Q( k+ 1) = !- 1
[ I- g ( k+ 1) x

H
k+ 1] Q( k) ( 12d)
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从形式上看, ARME算法具有 RLS 算法相同的形式.但

是它的自适应增益( 11b )与当前残差 ek + 1有关, 与 RLS

相比多了因子  ,下文的理论分析和仿真表明该因子能

够大大提高本文算法的稳健性, 而且它是由稳健函数

导出的,因此称为稳健因子.文献[ 6, 7]提出的稳健 RLS

算法是修正 RLS算法中的残差 (12a) , 将修正后的残差

代入( 12c )进行迭代计算,而保持其他的计算流程不

变.而本文则是根据M 估计的原理推导出了它的序贯

算法,从流程也可以看出,本文并不修正残差, 而是通

过引入稳健因子  , 改善增益的稳健性,这也是本文算

法与文献[6, 7]的最大区别.

3 � ARME算法性能理论分析

� � 自从Huber提出稳健M估计以来,其收敛性被很多

学者研究和分析.理论研究表明[ 2, 3] ,基于式( 6)的M估

计在一定条件下具有弱相合性和强相合性. 而当观测

样本点数目大于待估计参数的维数时, ARME算法与式

( 6)的解是等同的.因此ARME是收敛的(文献[ 2]中p31

定理 2. 5)和渐进无偏的(文献[ 2]中 p63定理 3. 1) .

下面分析ARME算法的参数估计方差.设残差 e 的

概率分布函数为 F ( e) .M 估计的渐进正态分布[ 2, 3]表

明,当样本点数目 k & ∋ 时, ARME算法估计的参数方
差满足:

∀2W & t- 2∀2( E{XHX} ) - 1 ( 13)

其中, ∀2= E{  2( e ) e2} , t= F( #) - F( - #) . E{ }表示数

学期望.而 RLS算法估计的参数方差为[ 1] :

∀2RLS= ∀21( E{X
HX} ) - 1 ( 14)

其中 ∀21= E{ e 2} .则 ARME算法和 RLS算法的参数估计

方差比值为:

∃= t- 2∀2/ ∀21 ( 15)

为了给出两种算法估计性能的直观比较,本文选择Hu�
ber提出的稳健函数[ 3]做一个简单说明. Huber函数:

f ( e) =
e2/ 2, | e | ! #

#| e | - #2/ 2, | e | > #
( 16)

此时:

 ( e ) =
1, | e | ! #

#/ | e | , | e | > #
( 17)

图 1给出了残差服从不同概率分布时 a ~ #的取值曲

线.图中以 #/ ∀1为横坐标.曲线 1为残差服从零均值标

准差为 ∀1的标准正态分布 a 的取值; 曲线 2 为残差服

从污染正态分布时 a 的取值.为了方便起见,曲线 3是

给出了临界标准线, 其值均为 1.曲线 1 和 2 对应的残

差概率密度函数为:曲线 1为 e~ %( x , ∀1) =
1

2&∀1
exp

-
x2

2∀21
; 曲线 2 为 e ~ %1 ( x ) = 0�99% ( x , ∀1 ) +

0�01%( x , 2∀1) .图 1 表明, 对于标准正态分布, a 随着

Huber函数参数 #的增

大逐渐逼近 1,当 #大于

3时可以认为其值等于

1.这说明 ARME算法在

纯高斯环境下, 合适的

参数选择, 其估计的性

能与 RLS 算法不相上

下.当残差分布偏离标

准正态分布, 即使很小

的偏离 ( 1%), ARME 算

法在 #合适的情况下(文中的例子, #约为 2. 4)能够获

得比 RLS 算法更小的估计误差. 而实际工程应用中,噪

声的分布函数或多或少会偏离标准正态分布, 因此,

ARME算法估计参数误差更小,性能优.

仔细分析式( 13)和( 15) ,在污染高斯分布 ARME估

计方差更小的原因关键是因子  的引入. 从式 ( 17)可

以看到,当残差非常大是,  接近于零,此时 ARME算法

的自适应增益接近零( 11b ) ,这使得该残差在迭代中被

舍弃(因为它的影响接近零, ( 11c ) ) ,这在一定程度上

减少了该残差对估计的影响, 大大增强了算法的稳健

性.可见该因子是 ARME算法稳健的关键,因此称为稳

健因子.

对比 ARME和 RLS 算法流程, 在每一次迭代中前

者仅仅多了一次判决,两次乘法以及一个临时变量的

内存开销.因此从计算复杂度和计算存储上两者基本

相当.

4 � ARME算法Monte Carlo仿真

4�1 � 算法的暂态性能和稳态性能
自适应算法的性能主要包括两个方面,即暂态性

能和稳态性能.在算法初始,它的估计结果是真实值的

不准确的估计.随着算法的推进, 自适应处理的观察次

数不断增加,估计的系数质量得到不断的改进.估计结

果不断向真实值靠近,这种特性就是自适应算法的暂

态性能,常称为捕获能力, 它主要衡量算法的收敛速

度.对自适应算法的另一个很自然的要求是,当捕获到

了真实值后自适应过程应该停止, 并且能够自适应的

保持在真实值上.然而,由于估计结果是一种随机的方

式在真实值上下不停的波动.结果,算法将在一定时间

后达到稳态运行方式,这就是算法的稳态性能,它主要

体现算法的跟踪保持能力,特别是在真实值随时间变

化的情况下.

评价性能的指标很多, 本文选择均方偏移 (Mean

Square Deviation,MSD)学习曲线和估计参数学习曲线对

ARME算法进行评估,并与 RLS 算法比较.记待估计参
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数的真实值为 c0( n) ,自适应算法估计的结果为 c 0( n,

∋) ,则MSD为:

MSD( n)  E{ ( c( n , ∋) - c 0( n) (
2} ( 18)

它衡量自适应算法结果和真实参数矢量的平均差别.

MSD( n) ~ n 曲线称作MSD学习曲线, 可以用来表征自

适应滤波器的性能,虽然MSD在实际中是不可度量的,

但它对于分析和研究是有用的. 当 c0( n)不随时间 n 变

化,式(18)可以评价算法的捕获能力; 当 c0( n)时变时,

式( 18)可以评价算法的跟踪保持能力.因此,在下文利用

两个例子进行Monte Carlo仿真,分别是平稳的系统参数

辨识和非平稳的信号平滑滤波,前者比较 ARME算法的

捕获能力,后者比较 ARME算法的跟踪保持能力.

4�2 � 平稳环境下算法的性能仿真
为了方便,对仿真模型作如下假定:

A1: x( n)是高斯白噪声 (White Gaussian Noise, WGN) ,输

入序列由 x ( n) ~ WGN( 0, ∀2x ) , ∀
2
x = 1以及它的延时构

成,即 X( n) = [ x ( n) x ( n- 1) x ( n- 2) ] H;

A2:期望的输出 y ( n)的序列满足: y ( n) = cHoX ( n ) +

e 0( n) ,其中 e0( n)为WGN(0, ∀2) ; c0= [ 0�2 1 0�8] H,附

加的噪声方差为 ∀2= r∀2x ; r控制信噪比.

仿真中遗忘因子为 0�99. 为了说明本文算法的有
效性,这里给出了 RLS 算法的运行结果和本文算法的

结果.

情形 1 � 无外加人为突出干扰
图 2给出了 r = 0�01时本文算法和标准 RLS 算法

的Monte Carlo仿真运行结果.模型运行 100 次,每次样

本点为 1000 点.图(2a)给出了系数 c02( i)的学习曲线,

其真实值为 1;图( 2b)是MSD 学习曲线. 实线和虚线分

别表示ARME和 RLS.

图 2以及更多的仿真结果表明, RLS算法和本文算

法在两种信噪比条件下具有相同的收敛速度和捕获性

能,它们的对应学习曲线基本重合. 这说明, 在平稳环

境下,没有外加的突出干扰, ARME具有 RLS 算法相同

的性能.这与前面的理论分析相符.

情形 2 � 有外加人为突出干扰

在输出序列中加入人为的突出干扰. 采用将序列

的第 nT 个样本点反向, 幅度扩大 K 倍的做法实现. T

反映突出干扰的频度, 越小其受到的干扰程度越频繁;

K 反映突出干扰的大小, 值越大突出干扰越大.限于篇

幅,这里仅仅给出 r= 1, K = 10, T= 50的Monte Carlo仿

真结果, 见图 3.模型运行 100 次, 每次样本点为 1000

点.图( 3a)给出了系数 c02( i )的学习曲线, 图 ( 3b)是

MSD学习曲线,实线和虚线分别表示 ARME和 RLS.

图 3 以及更多的仿真表明: ( 1)突出干扰幅度相同

情况下, T 越小,两种算法的性能越差,MSD 增大, 滤波

的系数也越偏离真实值. ( 2)T 相同的情况下,干扰幅度

越大,两种算法的性能越差, MSD 增大, 滤波得到的系

数也越偏离真实值. ( 3)所有情形下, ARME捕获能力都

要好于 RLS 算法. 图 3 中 ARME的MSD至少比 RLS 的

低一个数量级.这说明 ARME 算法较标准 RLS 算法具

有很强的稳健性,而且环境越复杂这种稳健性越明显.

综合以上的结果, ARME算法在平稳环境下能够很

好的收敛到真实值,具有与 RLS 相当的捕获能力; 更重

要的,它比标准 RLS 更稳健,在有突出干扰时依然保持

良好的捕获效果.

4�3 � 非平稳环境下算法性能仿真
与前不同,此处仿真模型是时变的:

A3:输入数据矢量 X ( n)的序列为WGN(0, I2) 2) ;

A4:期望的输出 y ( n)的序列满足: y ( n) = cHo ( n)X ( n)

+ e0( n) ,其中 e0( n)为WGN( 0, ∀2) ; ∀= 0�1
A5:系数满足 c0( n) = (c0( n- 1) + v ( n) , 0 ! (! 1, v

( n)为 WGN [ 0, ( 0. 01) 2I2) 2] ; (= 0�999, 初始值为

[ - 0�8 0�95] H.
A6:随机序列 X ( n) , e0( n)和 v ( n)是互相独立的.

仿真中遗忘因子为 0�90. 与前类似从两种情形下
比较本文算法和标准 RLS 算法的性能.

情形 1 � 无外加人为突出干扰

模型运行 100 次,每次样本点 1000个.图 4给出了

模拟的结果.其中( 4a)是系数 c 0( 1, n)的真实值和两种

算法的学习曲线. ( 4b )表示 ARME和 RLS 的MSD 学习

曲线.图 4表明,在没有外在突出干扰的情况下,ARME

具有与 RLS 算法等同的跟踪系数时变的能力, 它们的

学习曲线基本重合.而且从系数的学习曲线看,算法都
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能够很好的跟踪参数的变化.

情形 2 � 有外加人为突出干扰
突出干扰的配置与 4. 2 节情形 2相同,图 5给出了

K = 10, T= 50 的Monte Carlo 仿真结果, 模型运行 100

次,每次样本点 1000 个.图 5( a)是系数 c 0( 1, n)的真实

值和两种算法的学习曲线; 图 5 ( b)表示两种算法的

MSD学习曲线.

图 5表明,当观测数据受到突出干扰时, RLS 的跟

踪能力急剧下降,MSD至少比本文算法高一个数量级.

从系数的学习曲线看, 当有突出干扰时, 标准 RLS 算法

滤波结果已经大大偏离了真实值.而本文算法仍然能

较好的跟踪系数的变化, MSD只有 10- 1量级( RLS 算法

101量级) .更多的模拟同样表明, ARME算法能够在较

大的突出干扰下较好的跟踪系数的变化, 不同程度的

干扰下其跟踪能力的表现都优于 RLS算法.

5 � 结论

� � 依据M 估计的原理,本文导出了一种自适应的序

贯M 估计迭代算法(ARME) ,证明了算法的收敛性和渐

进无偏性. 理论分析了 ARME 参数估计的方差, 结合

Huber稳健函数,证明了在纯高斯噪声背景下 ARME的

方差逼近于 RLS算法;更重要的,在污染高斯噪声环境

下,即使污染很少, ARME也能获得比 RLS 算法更小的

方差.这从理论上证实了 ARME算法比 RLS 稳健,更适

合实际工程的应用.

在第 4节,本文利用Monte Carlo方法进行大量的模

型仿真, 比较了 ARME和 RLS算法的自适应性能,即捕

获能力和跟踪能力.结果表明, 没有突出干扰, ARME算

法具有与 RLS 算法相当的捕获能力和跟踪能力; 受到

突出干扰时, RLS 的捕获能力和跟踪能力大幅降低, 而

ARME算法,仍然能够很好的收敛到真实值,并且很好

的跟踪参数的变化. 这从实验上证实了 ARME算法的

优越性.同时仿真结果与理论分析符合良好,二者互相

印证,也反映了前述分析 ARME的过程的正确性.

由于该算法的稳健性以及与 RLS 相当的计算复杂

度,在线性系统辨识和控制, 信道均衡, 雷达信号处理

以及图像处理等领域中具有很高的实用价值.
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