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　　摘　要 : 　谱聚类是近来出现的一种性能极具竞争力的聚类方法 ,它的成功很大程度依赖于相似性度量的选择.

本文通过分析这一性质并结合数据聚类特性 ,提出一种数据依赖的相似性度量———密度敏感的相似性度量.该相似性

度量可以有效描述数据的实际聚类分布.将其引入谱聚类得到密度敏感的谱聚类算法.与原有的谱聚类算法相比 ,新

算法不仅能够处理多尺度聚类问题 ,而且对参数选择相对不敏感.算法有效性分析以及实验验证了所提算法的有效性

和可行性.

关键词 : 　聚类 ; 谱聚类 ; 距离测度 ; 相似性度量 ; 相似性矩阵

中图分类号 : 　TP18　　　文献标识码 : 　A　　　文章编号 : 　037222112 (2007) 0821577205

Density2Sensitive Spectral Clustering

WANGLing ,BO Lie2feng ,J IAO Li2cheng
( Institute of Intelligent Information Processing , Xidian University , Xi’an , Shaanxi 710071 , China)

Abstract :　Spectral clustering has become increasingly popular in recent years . Being a pairwise method ,the success of spec2
tral clustering depends heavily on the choice of similarity measure. Through analyzing the property of data clusters ,a novel data2de2
pendent similarity measure is proposed ,namely density2sensitive similarity measure ,which has the ability of describing the characters

of data clustering compared with the traditional Euclidian metric based similarity measure. Based on the novel similarity measure ,we

have a density2sensitive spectral clustering algorithm. Compared with the original spectral clustering ,it has the advantages of effec2
tively dealing with the multi2scale problems and relatively not sensitive to parameter. It obtains promising results not only on artifi2
cial datasets but also on USPS handwritten digit dataset .
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1　引言

　　聚类问题一直是模式识别领域一个比较活跃而且

极负挑战性的研究方向.现有的基于产生式模型的聚类

方法由于使用参数密度估计 ,不得不简化问题的模型 ,

如假设每一类的分布是高斯分布.这使得算法仅在具有

凸形结构的数据集上有好的聚类效果 ,不适于具有任意

复杂分布形状的聚类问题.其他算法如基于中心的聚类

方法在紧凑的具有超球形分布的数据集上具有很好的

聚类性能[1 ] ,但这些算法仍不适合任意形状聚类问题.

最近 ,一种称为谱聚类的聚类方法开始得到关注 ,

它的思想来源于谱图划分理论[2 ,3 ] .谱聚类仅与数据点

的数目有关 ,而与维数无关 ,因而可以避免由高维特征

向量造成的奇异性问题.谱聚类又是一种判别方法 ,不

对数据的全局结构作假设.尽管是一种极具竞争力的聚

类方法 ,但其目前仍处在研究初期 ,算法本身存在一些

亟待解决的问题.现有的算法对分析尺度的选择非常敏

感 ,使得尺度参数的正确选择成为算法成功的关键.使

用者必须花费大量的精力用于选取参数.在真实世界问

题中 ,数据通常具有多重尺度 ,谱聚类仍然不适合处理

一些多尺度聚类问题[4 ] .本文试图改进谱聚类算法以解

决上述问题.

本文设计了一种简单有效的相似性度量———密度

敏感的相似性度量 ,它可以放大不同高密度区域内数据

点间距离 ,同时缩短同一高密度区域内数据点间距离 ,

最终有效描述数据的实际聚类分布.将其引入谱聚类得

到密度敏感的谱聚类算法.有效性分析和实验表明 ,所

提算法相对于原有算法在聚类性能上有了显著提高.

2　密度敏感的谱聚类

　　我们观察到数据聚类具有如下两个所谓的一致性

特征 ,这与半监督学习中数据的一致性先验假设恰好是

相符的[5 ] .

(1)局部一致性　指的是在空间位置上相邻的数
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据点具有较高的相似性 ;

(2)全局一致性　指的是位于同一流形上的数据

点具有较高的相似性.

传统的欧氏距离仅能反映聚类结构的局部一致性

特征 ,而不能反映全局一致性特征.用一个简单例子说

明该问题.如图 1 ( a)所示 ,期望的是在某一测度下点 a

和点 c更接近.在欧氏距离测度下 ,点 a更接近于点 b ,

这便没有反映聚类的全局一致性.对于复杂问题 ,简单

的基于欧氏距离的相似性度量不能完全反映聚类结

构.

从数据的空间分布情况观察到 ,同一聚类内的数

据趋向于分布在一个密度较高的区域 ,而在不同聚类

之间存在一个数据分布相对稀疏的低密度区域.我们

可以根据数据的这一局部密度特征来设计一类数据依

赖的相似性度量.

将数据点看作是一个加权无向图 G = ( V , E)的顶

点 V ,边集合 E = { Wij}表示数据点间的相似度.期望设

计这样的相似性度量 :如果两个数据点可以由一条穿

过高密度区域的路径相连接 ,则这两点间将被赋予较

高的相似度 ,否则将被赋予较低的相似度.有实验表

明 ,利用这一相似性度量的思想可以显著改善半监督

学习分类精度[6 ] .用图 1 ( a)来解释这一思想 ,也就是说

要设计这样的相似性度量 ,使得点 a和点 c之间的距离

比点 a和点 b之间的距离短.最终达到的目的是 :放大

那些穿过低密度区域的路径长度 ,而同时缩短那些没

有穿过低密度区域的路径长度.

为达到该目的 ,首先需要设计一个密度可调节的

线段长度.观察到这样一个性质 :满足聚类全局一致性

的距离并不一定满足欧氏测度下的三角不等式.也就

是说 ,满足聚类全局一致性的距离能够使得两点间直

接相连路径不一定最短.如图 1 ( b)所示 ,为了满足聚类

的全局一致性 ,必须使得穿过高密度区域用较短边相

连的路径长度比穿过低密度区域直接相连的两点间距

离来得短 ,即图 1 ( b)中 af + fe + ed + dc + cb < ab.

定义 1　密度可调节的线段长度 :

L ( x , y) =ρdist ( x , y) - 1 (1)

其中 dist ( x , y)为求数据点 x和 y间的欧氏距离 ,ρ> 1

称为伸缩因子.

这样定义的线段长度满足上面的性质 ,可以用来

描述聚类的全局一致性.我们通过调节伸缩因子ρ来

放大或缩短两点间线段长度.

基于密度可调节的线段长度 ,进一步定义密度敏

感的距离测度 :

定义 2　将数据点集 V = { x} n
i = 1看作是图 G = ( V ,

E)的顶点.令ρ= { p1→p2→⋯→pl} ∈Vl表示图上一顶

点数为 l = :|ρ| 的连接点 p1 和 pl 的路径 ,其中边 ( pk ,

pk + 1) ∈E ,1≤k < l .令 Pij ,1≤i , j≤n ,表示连接数据点

对 xi , xj 的所有路径的集合 ,则数据点对 xi , xj 间的密

度敏感的距离定义为 :

Dij = min
ρ∈Pij
∑
l - 1

k =1

L ( pk , pk + 1) (2)

其中 L (·,·)表示两点间密度可调节的线段长度.

定理 1　对于数据点 xi , xj , xk ∈V ,1≤i , j , k ≤n ,

密度敏感的距离满足测度的四个性质 :

(1)非负性 Dij≥0 ; (2)自反性 Dij = 0 当且仅当 xi = xj ;

(3)对称性 Dij = Dji ; (4)三角不等式 Dij≤Dik + Dkj .

证明 :欧氏距离满足非负性、对称性和自反性.显

然 ,根据定义 1 ,密度可调节的线段长度也满足非负性、

对称性和自反性.由于密度敏感的距离为对密度可调

节的线段长度的线性求和 ,从而也满足这三个性质.

根据密度敏感的距离定义 , Π xi , xj , xk ∈V ,经过数

据点 xk 连接 xi 和 xj 的路经的最短长度为 Dik + Dkj .由

于 Dij为连接 xi 和 xj的所有路径中的最短路径 ,从而 Dij

≤Dik + Dkj .定理 1证明完毕.

算法 1　密度敏感的谱聚类算法(DSSC)

输入 : n个数据点{ xi}
n
i = 1 ,聚类数目 k

输出 :数据点集的划分 C1 , ⋯, Ck

(1)根据密度敏感的相似性度量构造相似性矩阵 W∈Rn×n ,其中

　　　Wij =
1

min
ρ∈P

ij
∑
l - 1

k =1

(ρdist ( p
k

, p
k+1

) - 1)

, Wii = 0 ;

(2)构造Laplacian矩阵 P = D - 1/ 2 WD - 1/ 2 ,其中 D为对角度矩阵

　D ii = ∑
n

j =1
Wij ;

(3)求 P的 k个最大特征值对应的特征向量v1 , v2 , ⋯, vk ,构造

矩阵 V = [ v1 , v2 , ⋯, vk ]∈Rn×k ,其中 vi为列向量 ;

(4) 规范化 V 的行向量 , 得到矩阵 Y, 其中 Yij = Vij/

( ∑
j

V2
ij)

1/ 2 ;

(5)将的 Y每一行看成是 Rk空间内的一点 ,使用 K均值或其他算

法将其聚为 k类 ;

(6)如果 Y的第 i行属于第 j类 ,则将原数据点 xi也划分到第 j类.

　　密度敏感的距离可以度量沿着流形上的最短路

径 ,使得位于同一高密度区域内的两点可用许多较短
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的边相连 ,而位于不同高密度区域内的两点要用穿过

低密度区域的较长边相连 ,最终达到这一目的 :放大位

于不同高密度区域的数据点间距离 ,而缩短位于同一

高密度区域内的数据点间距离.因此 ,这一距离测度是

数据依赖的且可以反映数据的局部密度特征即所谓的

密度敏感.图 1 ( b)说明伸缩因子如何受密度的控制.显

然 ,利用式 (1)计算的线段长度可以起到相对缩小同一

流形上数据间距离的作用 ,ρ的增大使得这一作用更加

显著 ,从而达到对数据密度的敏感.

基于密度敏感的距离测度可以很容易地设计一个

新颖的相似性度量 ,称为密度敏感的相似性度量 :

Wij =
1

min
ρ∈Pij
∑
l - 1

k = 1

(ρdist ( p
k
, p

k+1
)

- 1) + 1

(3)

与高斯核函数相比 ,该相似性度量不需要引入核函数 ,

可以在距离测度上直接计算相似度.需要指出的是 ,密

度敏感的相似性度量仅涉及一个自由参数ρ,而文献

[7 ]的方法是通过高斯核函数获得相似性度量 ,从而引

入两个自由参数 ,增加了参数选择的困难度.根据上述

分析 ,将密度敏感的相似性度量引入谱聚类算法中 ,得

到密度敏感的谱聚类算法.

3　算法有效性分析

　　首先给出谱聚类涉及的几个重要概念[8 ] :

谱映射 :如果 n维向量集合 v1 , v2 , ⋯, vk 相对于一个聚

类Δ= { C1 , ⋯, Ck}是分段常数向量 ,那么谱映射 i →

( v1
i , v2

i , ⋯, vk
i )将每一个类 Ck ∈Δ映射到 Rk 中的唯一

点.所谓 n维向量 v对于聚类Δ是分段常数向量是指 :

如果 i , j在同一个类 ,那么 vi = vj .

理想矩阵 :如果每个类 Ck ∈Δ经过谱映射以后简化为

单个点 ,则所使用的相似性矩阵 W对于算法是理想

的.

块对角矩阵 :对于一个聚类Δ= { C1 , ⋯, Ck} ,当数据点

i , j属于不同类时Wij = 0 ,则称矩阵 W为对应于聚类Δ

的块对角矩阵.

块随机矩阵 :随机矩阵 P 称为相对于一个聚类Δ =

{ C1 , ⋯, Ck}是块随机的 ,当且仅当对于所有的 s , s′=

1 ,⋯, k ,求和 P̂is = ∑
j∈Cs

Pij对于所有的 i ∈Cs′都是相等

的 ,并且矩阵 P̂ = [ P̂ss′] (其中 P̂ss′= ∑
j∈Cs′

, Pij , i ∈Cs)是

非奇异的.

从前两个概念可以看出 ,谱映射本身具有产生理想

聚类的功能.如果相似性矩阵是理想的 ,则在 Rk 中聚类

映射后的数据点将变得相当容易.理想相似性矩阵代表

了谱聚类的理想情况.很容易证明块对角相似性矩阵对

于所有谱聚类算法都是理想矩阵.然而实际情况中相似

性矩阵一般不是块对角矩阵 ,那么怎样判断相似性矩阵

是否为理想矩阵呢 ? 可以将数据点间的相似性关系看

作是一个Markov随机游走中的边流 ,谱聚类中规范化的

相似矩阵 P即为该Markov链的转移概率矩阵[9] .引理 1

给出了一个矩阵为理想矩阵的充要条件.

引理 1 　[8 ] 　相似性矩阵 W 对于聚类Δ= { C1 ,

⋯, Ck}为理想矩阵 ,当且仅当规范化的相似性矩阵 P

对于聚类Δ= { C1 , ⋯, Ck}是块随机矩阵.

根据引理 1 ,如果 P 对应的 Markov链可以聚集成

一个具有状态空间Δ= { C1 , ⋯, Ck}和转移概率矩阵 P̂

的Markov链 ,则相似性矩阵对于算法来说是理想的.也

就是说 ,规范化的相似性矩阵 P经过一定步数的随机

走动可以很明显地显示出块状分布结构.

当相似性矩阵是块对角矩阵这一理想情形时 ,谱

聚类算法可以找到完全正确的聚类.谱聚类算法成功

的关键是选择合适的相似性度量 ,使得产生的相似性

矩阵具有明显的块分布.图2显示基于高斯核函数和密

度敏感的相似性度量计算出的相似性矩阵.对矩阵按

照样本类属重新排序后可明显看出 ,密度敏感的相似

性度量得到的相似性矩阵的块状效应更明显.这说明

使用该相似性度量可以缩小不同类数据点间相似度 ,

同时增大同一类内数据点间相似度.这一特性使得规

范化的相似性矩阵 P能够经过很少步的随机走动显示

出明显的块结构.也就是说 ,由密度敏感的相似性度量

计算的相似性矩阵更接近于理想矩阵.因此 ,相对于原

有的谱聚类算法 DSSC能够更好地识别数据本质的聚

类结构.

DSSC算法的计算复杂度由求最短路的计算量所决

定.本文采用 Dijkstra 最短路算法[10 ] ,该算法的计算复

杂度为 O ( n3) .原有的谱聚类算法需要对整个核矩阵

进行特征分解 ,这一运算的计算复杂度同样为 O ( n3) .

因此 ,DSSC算法的计算复杂度与原有谱聚类算法的计

算复杂度在同一个数量级上 ,仅相差一个常数因子.

4　实验

411　人工数据集

文献[11 ]给出一些“挑战性”问题.从中挑选较为困
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难的 ,并给出另一些困难数据集.图 3 给出 DSSC在八

个数据集上的聚类结果.对于所有问题 ,DSSC都可成功

识别聚类.这里需要强调的是 ,DSSC能够在一个很宽的

参数范围内获得最优聚类 ,而 SC只能在一个较小的参

数范围内取得最优聚类 ,即 SC对尺度参数比较敏感.

以两个圆问题为例 ,对于在区间[1 , e29 ]上的任意伸缩

因子ρ,DSSC都可识别聚类 ;而 SC中的核参数σ必须

在区间 [011443 , 116013 ]中选择才能识别聚类 ,很小的

扰动都会引起错分.图 4显示核参数σ对 SC聚类结果

的影响. DSSC在一定程度上克服了谱聚类算法对尺度

参数选择敏感的缺陷.此外 ,SC不能识别一些多尺度聚

类问题如“blobs and circle”,而DSSC却可成功识别.这是

由于 SC所使用的相似性度量 (高斯核函数)本身缺陷

所致 ,该相似性度量不适合这类问题.

412　手写体数据集

USPS数据集由 16×16维灰度图像构成 ,其中包含

7291个训练样本 ,2007个测试样本.取全部测试样本作

为聚类数据集 ,分别执行四组实验 ,包括识别两组较难

的数字 0、8和 3、5、8 ;两组较容易的数字 1、2、3、4和 0、

2、4、6、7 .四组实验分别在以下参数区间上执行 : [2 - 8 ,

2 - 7. 9 , ⋯, 2 - 5 ] , [ 2 - 9 , 2 - 819 , ⋯, 2 - 5 ] , [ 2 - 10 , 2 - 9. 9 , ⋯,

2 - 5. 5 ] , [2 - 7 ,2 - 6. 95 , ⋯,2 - 5 ] .为避免后处理步骤中 K均

值陷入局部最优 ,在每一个候选参数上运行 K均值 100

次取最优结果. K均值最大迭代步数设为 500 ,停止阈

值设为 10 - 5 .

为比较不同算法的性能 ,我们利用了 USPS数据集

的类属信息 (注意在真实聚类问题中类属信息不可获

得) .假设已知聚类划分为Δtrue = { Ctrue
1 , Ctrue

2 , ⋯, Ctrue
k

true
} ,

算法获得的聚类划分为Δ= { C1 , C2 , ⋯, Ck} . Π i ∈[1 ,

⋯, ktrue ] , j∈[1 , ⋯, k ] ,用 Confusion ( i , j)表示已知聚类

Ctrue
i 和算法划分的聚类 Cj 之间相同的数据点个数 ,则

聚类误差定义如下 :

CE(Δ,Δtrue) =
1
n ∑

ktrue

i = 1
∑

k

j = 1
i≠j

Confusion ( i , j) (4)

其中 n为数据点个数.这里存在一个重新编号的问题 ,

例如实际聚类中的第 1类有可能被算法指派成第 3类。

为了克服这一问题 ,需要对算法产生的聚类划分在所

有可能的 Ck
k

true
个序号组合上计算聚类误差 ,取其中最小

值即为算法的聚类误差。
表 1　USPS数据集上的最优聚类误差和平均运行时间

数字集
DSSC SC

CE Time (秒) CE Time (秒)

0 ,8 0. 025 3. 468 0. 059 2. 722

3 ,5 ,8 0. 163 3. 088 0. 325 2. 537

1 ,2 ,3 ,4 0. 064 8. 861 0. 091 5. 964

0 ,2 ,4 ,6 ,7 0. 093 22. 267 0. 228 15. 531

　　表 1给出算法在四个数据集上取得的最优聚类误

差和对应参数段上的平均运行时间 (实验执行在具有

1. 86GHz处理器 ,2G内存和 Windows XP操作系统的个

人计算机上) . DSSC的性能均明显优于 SC ,平均运行时

间与 SC是可比的.图 5给出算法在上述参数区间上的

性能对比.可以很明显地看出 ,DSSC在所有数据集上的

聚类误差都明显低于 SC ,并在比较宽的参数范围内取

得最优聚类 ,而 SC仅在极少数参数上获得最优聚类.

SC对最优参数的选择极为敏感 ,本文算法克服了该问

题. DSSC在较为困难的数据集 0、8 和 3、5、8 上相对于
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SC具有明显的优势.这说明密度敏感的相似性度量能

够很好地描绘数据间复杂的相似性关系.

在 0、2、4、6 上观察到两个算法均出现性能不稳定

现象 ,SC表现得尤为明显.这是由于谱聚类算法存在一

个在特征空间对数据后处理的问题.目前采用简单的 K

均值后处理方法.由于 K均值对初始聚类中心选择极

为敏感 ,造成算法产生不稳定的聚类结果.观察到本文

算法存在一个参数段 ,在该参数段内算法表现出良好

的稳定性.这归功于参数段内计算的相似性矩阵更接

近于理想矩阵.

5　结论

　　本文研究了数据聚类的两个一致性特征 ,提出一

个新颖的相似性度量 ,得到密度敏感的谱聚类算法.该

算法不仅能在较大的分析尺度范围内识别“挑战性”问

题 ,而且可以识别多尺度问题 ,在 USPS数据集上的性

能明显优于原有谱聚类算法 ,且克服了对尺度参数敏

感的缺陷 ,这表明该算法更适合实际问题.未来工作包

括将密度敏感的相似性度量嵌入到更一般的聚类方法

中 ,期望提高聚类性能.该思想已成功应用于 K均值算

法[12] .
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