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� � 摘 � 要: � 离散W变换( DWT)在数字信号和图像处理领域有着广泛的应用. 由于其涉及的计算的复杂性,众多学

者提出了诸多 DWT 的快速算法来降低计算复杂度和硬件复杂度. 本文针对任意长度的序列提出一种新的计算 DWT

的递归方法.我们利用 Clenshaw 递归关系式推导了一种可以有效计算 II型 , III型和 IV型 DWT 系数的递归算法. 结果

表明,该算法不仅结构简单, 而且非常适合采用 VLSI来并行实现.
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Computation of Discrete W Transform with Arbitrary Length

Using Clenshaw� s Recurrence Formula
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Abstract: � The Discrete W Transforms ( DWT) have been widely used in the field of digital signal and image processing.

Due to its high computational complexity, many fast algorithms for computing the DWT have been reported in the literature to im�
prove the computational speed and hardware complexity . In this paper , a recursive algorithm for computing the DWT is propo sed. By

using Clenshaw� s recurrence formula, we derive an efficient method for computing the type�II,�III, and�IV DWT of sequences with

general length. The results indicate that the proposed algorithms achieve a simple computational structure which is particularly suit�

able for parallel VLSI realization.
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1 � 引言

� � 自从 Wang
[ 1]
引入离散 W 变换 ( Discrete W Trans�

forms: DWT) ,它在离散信号和图像处理领域有广泛的应

用.较之离散傅立叶变换, DWT 的一个显著特点是当输

入信号为实序列时不需要进行复数运算. DWT 具有四

种类型,分别称为 I型、II型、III型和 IV型.Wang已经证

明[ 2] , DWT 与信号处理领域另一重要的变换  DHT
(Discrete Hartley Transform)具有相似的定义.

由于 DWT涉及大量的运算, 有关其快速算法研究

吸引了众多学者的关注[ 3~ 10] . Wang [ 3]提出了一种素数

因子的 DWT�I型快速算法;当序列长度 N= qm 时(其中

q 为奇数) , Bi[ 4]通过将序列分解为若干短序列的 DWT

和离散余弦变换(DCT) ,实现了一种 DWT�II型的快速算
法; Bi[ 5]还对 N = p ! 2m (其中 p 为奇数) 的情形提出了

一种基 2的分解方法;曾泳鸿
[ 6]
等人提出了一种基于素

数因子分解的一维任意长度的 DWT 快速算法, 曾泳

鸿
[ 7]
还通过将二维 DWT转化为一种可分离核的变换来

提高计算效率, 并提出了利用基于多项式变换的多维

DWT的快速算法[ 8] ;钟广军[ 9]等人利用一维 DWT 以及

多维多项式变换来计算多维 DFT; Liu 等人[ 10]通过将三

角函数展开为泰勒级数, 建立了 DWT 与一维信号几何

矩之间的关系,实现了一种仅需进行加法运算的 DWT

计算方法.此外, 针对不同类型的 DHT, Hu[ 11]对于序列

长度 N= 2m 的情况, 提出了基 2 的快速计算 GDHT�II
型、III型和 IV型的方法; Bi[ 12] 提出了序列长度为复合

数的快速算法.

上述算法除了曾和 Liu的以外,大多针对特定的序

列长度进行计算. 假如所要计算的 DWT 长度不满足算

法的要求,必须进行补零,从而降低算法的效率. 此外,

上述算法大部分是基于蝶型结构的快速算法,不便于采

用并行算法实现.由于递归算法非常适合于硬件设计,

所以在过去的十多年中, Chau 和 Siu[ 13, 14] , Wang [ 15] ,

Aburdene[ 16]以及 Nikolajevie和 Fettweis[ 17]分别提出了计

算任意长度的 DCT 和 MDCT 系数的递归算法, 章品

正[ 18] 等人利用 Clenshaw 递归关 系式得到了 二维

Tchebichef正交矩反变换的快速算法. 在参考上述文献

所采用方法的基础上,我们提出了一种利用 Clenshaw递

归关系式来计算 DWT�II, �III,�IV 的递归算法.该算法具

有公式一致, 结构简单的特点, 并且特别适合于采用
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VLSI实现并行算法.

2 � Clenshaw递归关系式

� � Clenshaw递归关系式是一种能够有效计算一系列

满足递归关系多项式之和的方法,本文中我们将其用

于计算 DWT�II,�III, �IV型系数.

定义一个由多项式线性组合的函数 f ( x)如下

f ( x ) = ∀
N- 1

n= 0

cnFn( x) ( 1)

其中 Fn( x )满足如下递归公式

Fn+ 1( x ) = �( n, x ) Fn( x ) + �( n, x ) Fn- 1( x ) ( 2)

这里 �( n , x )和 �( n, x)是关于 n 和x 的函数.

Clenshaw递归关系式存在两种形式:升序形式和降

序形式,其定义[ 19]为

2�1 � 升序形式
定义序列 yn , n = 0, 1, #, N - 1, 它满足如下递归

关系:

� �
y - 2= y- 1= 0

yn=
1

�( n+ 1, x )
[ yn- 2- �( n , x ) yn- 1- cn]

( 3)

则函数 f ( x)可由下式获得

� f ( x ) = cN- 1FN- 1( x ) - �(N - 1, x ) FN- 2( x ) yN- 2

- FN- 2( x ) yN- 3 ( 4)

2�2 � 降序形式
定义序列 yn , n = 0, 1, #, N - 1, 它满足如下的递

归关系:

� �
yN+ 1= yN= 0

yn= �( n , x ) yn+ 1+ �( n+ 1, x ) yn+ 2+ cn
( 5)

则 f ( x)可通过下式计算

f ( x )= �( 1, x ) F0( x) y2+ F1( x ) y1+ F0( x ) c0 ( 6)

3 � DWT的递归算法

� � 本节中利用基于升序的 Clenshaw递归关系式计算

出辅助系数an ,再利用式( 4)得到最后结果,由此给出了

DWT�II型、DWT�III型和 DWT�IV型的递归计算方法.

3�1 � DWT�II型计算方法
长度为 N 的序列x ( n)的 DWT�II型的定义如下[ 1]

X II( k) = ∀
N- 1

n= 0

x ( n) cas
 (2n+ 1) k

N
,

k= 0, 1, #, N- 1 � ( 7)

其中 cas!= cos!+ sin!.

比较式 ( 7 )与式 ( 1) , x ( n)对应式 ( 1)中的 ck, 而

cas[ ( 2n+ 1) k] / N则对应Fn( x ) ,下面我们给出 Fn( x )

满足的递归关系.令

Fn( !k ) = cas n+
1
2

2k 
N

= cas n+
1
2

!k ( 8)

其中 !k= 2k / N .

利用关系

Fn+ 1(!k)+ Fn- 1( !k)= cas n+
3
2

!k + cas n-
1
2

!k

= 2cos( !k)∃cas n+
1
2

!k

= 2cos( !k)∃Fn ( !k)

可得 Fn+ 1( !k) = 2cos( !k)∃Fn( !k ) - Fn- 1( !k) ( 9)

比较式( 9)和式(2) ,容易看出

�( n , k) = �( k) = 2cos( !k ) , �( n, x) = �= - 1

定义如下的递归关系式:

a- 2= a- 1= 0

an= x ( n)+ 2cos( !k ) an- 1- an- 2

n= 0, 1, #, N- 1 � ( 10)

利用式( 4) , (7)中的 X
II
( k)可由下式获得

X II( k) = x ( N- 1) FN- 2( !k ) + FN- 2( !k ) aN- 2

- FN- 1( !k ) aN- 3 ( 11)

由式( 8) ,上式右端的函数表达为

FN- 1( !k ) = cas N- 1+
1
2
!k = cas N-

1
2
!k

= cas -
!k
2

FN- 2( !k ) = cas N- 2+
1
2
!k = cas N-

3
2
!k

= cas -
3

2
!k

将上述关系式代入式( 11) ,可得

� � X II( k) = cas -
!k
2

∃[ x (N- 1) - aN- 3]

+ cas -
3
2
!k aN- 2 ( 12)

令式( 10)中的 n= N- 1,有

x ( N- 1) - aN- 3= aN- 1- 2cos( !k )∃aN- 2

则式( 12)可写为

X
II
( k) = cas -

!k
2

∃( aN- 1- 2cos!k∃aN- 2)

� + cas -
3
2
!k ∃aN- 2

= cas -
!k
2

∃aN- 1- aN- 2

� ∃ 2cos!k∃cas -
!k
2

- cas -
3
2
!k

= cas -
!k
2

aN- 1- cas
!k
2

aN- 2 ( 13)

根据式( 10) ,我们能够从输入序列 x ( n)得到 an .
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在第 N 步的时候,我们可以用式( 13)得到第 k 个 DWT�
II型系数 XII( k ) . 图 1 画出了以这种方法计算第 k 个

DWT�II型系数的信号流图.该流图结构可以采用并行

VLSI实现,从而提高计算效率.

上面我们采用了 Clenshaw 递归关系式的升序形式

计算 X
II
( k) .我们也尝试了基于降序的 Clenshaw递归关

系式的计算 X II( k )的方法,我们发现, 它需要和升序方

式同 样数目的乘法器、加法器以及延时器,并且输入序

列还需要进行倒序运算,从而更为复杂. 因此本文只选

择了基于升序形式的计算方法.

3�2 � DWT�III 型计算方法
长度为 N 的序列x ( n)的 DWT�III型的定义如下[ 1]

X III( k) = ∀
N- 1

n= 0

x ( n) cas
 ( 2k+ 1) n

N

k= 0, 1, #, N- 1 � ( 14)

令 Fn( ∀k ) = cas n
( 2k+ 1) 

N
= cas( n∀k ) ( 15)

其中 ∀k= ( 2k+ 1) / N .

定义如下的递归关系式:

b- 2= b- 1= 0

bn= x ( n) + 2cos( ∀k ) bn- 1- bn- 2 ,

n= 0, 1, #, N- 1 � ( 16)

采用与 3. 1节中类似的方法,可得

X III( k) = bN- 2- cas( - ∀k ) bN- 1 ( 17)

由式( 16) ,我们可以得到 bn . 在第 N 步的时候,可以用

式( 17)计算出第 k个 DWT�III型系数 X III( k) .图 2给出

了信号流图.

3�3 � DWT�IV型计算方法
长度为 N 的序列x ( n)的 DWT�IV型的定义如下[ 1]

X IV( k) = ∀
N- 1

n= 0

x ( n) cas
 ( n+ 1/ 2) (2k+ 1)

N

k= 0, 1, #, N- 1 � ( 18)

令 Fn( #k ) =

� cas n+
1
2

( 2k+ 1) 
N

= cas n+
1
2

#k ( 19)

其中 #k= ( 2k+ 1) / N .

定义如下的递归关系式:

c - 2= c- 1= 0

cn= x( n) + 2cos( #k) cn- 1- cn- 2,

n= 0, 1, #, N- 1 � ( 20)

采用与 3. 1节中类似的方法,可得

X IV( k ) = - cas -
#k
2

cN- 1+ cas
#k
2

cn- 2 ( 21)

根据式( 20) , 我们得到 cn . 在第 N 步时,可通过式( 21)

计算出第 k 个 DWT�IV 型系数.图 3给出了信号流图.

3�4 � DWT的并行结构

我们提出 DWT递归算法的主要目的就是寻找一种

适合硬件设计的结构,提高计算效率,并简化结构使得

其易于硬件实现.图 4 为相关算法的并行结构图, x ( n)

可以并行地输入到 N 个处理单元( Processing Unit)中,

每个处理单元只负责计算一个 X ( k ) ,且每个处理单元

递归运算时所需要用到的乘法器 2cos!k 只和k 有关,与

n 无关,是一个常数.最后得出的结果可以由多路选择

器选择按顺序输出.

3�5 � 二维DWT计算方法

因为二维 DWT 变换的核是不可分离的[ 7] ,无法使

用传统的行�列算法来计算,利用文献[ 20]中提出的方

法,我们可以将二维 DWT 转化为一种可以具有可分离

核形式的类 DWT变换.

首先给出二维 DWT定义:

X( k1 , k1) = ∀
N

1
- 1

n1= 0
∀
N

2
- 1

n2= 0

x ( n1 , n 2) cas( �+ �) ( 22)

其中 �= 2 ( n 1+ a) ( k1+ b) / N 1, �= 2 ( n 2+ a) ( k2+

b) / N 2, a , b % {0, 1/2} .

利用三角函数性质

2cas( �+ �) = cas( �) cas( �) + cas( �) cas( - �)

+ cas( - �) cas( �) - cas( - �) cas( - �) ( 23)

可以将二维 DWT变换 X( k1, k2)变化如下

2X( k1, k2)= T( k1, k2)+ T( k1, N 2- k2)+ T( N1- k1, k2)

- T (N 1- k1, N2- k2) ( 24)

其中
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T ( k1 , k2) = ∀
N

1
- 1

n1= 0
∀
N

2
- 1

n2= 0

x ( n1 , n2) cas( �) cas( �) ( 25)

式( 24)表明二维 DWT 对应于 4 个可以使用行�列
算法的类 DWT 变换形式.将 X ( k1, k2)分为 4块矩阵计

算,可以得到如下的形式:

2X( k1, N 2 - k2)= T( k1 , N2- k2)+ T( k1 , k2)

+ T( N 1- k1 , N 2- k 2) - T ( N 1- k1, k2) ( 26)

2X (N 1- k 1, k2) = T ( N 1- k1, k2) + T ( N 1- k1 , N 2- k 2)

+ T ( k1, k2) - T ( k1, N 2- k2) ( 27)

2X(N 1- k1, N 2- k2) = T (N 1- k1, N2- k2)

� + T(N 1- k1, k2)+ T ( k1, N 2- k2)- T ( k1 , k2) ( 28)

可以看出只要计算式(24)中 k1= 0, 1, #, N 1/ 2- 1, k2=

0, 1, #, N 2/2- 1的序列就可以通过式 ( 26) ~ ( 28)得到

整个矩阵的其他部分,由此可以看出将一个长度为 N 1

!N 2的序列转换为 4 个长度为 N 1/2 ! N 2/ 2的类 DWT

变换.从而可以利用上面提出的一维 DWT 递归结构借

助行�列算法计算二维 DWT.

4 � 计算复杂度分析和讨论

� � 本文提出的 DWT 递归算法具有公式一致、结构简

单的特点,算法的流程也很简单(图 5) .每个 x ( k )的计

算相对独立,可以如图 4 直接并行地设计 N 个递归结

构,适合利用 VLSI实现并行计算. 为了比较,我们给出

文献[ 6]中提出的任意长度 DWT 算法的流程图 (图 6) .

可以看出当 N 较大时,程序的深度可能将很大,且包含

很多子程序, 当遇到较大的素因子时,程序运行较慢,

如果利用并行电路实现时则需要等待底层计算出结果

以后再对得到的结果进行附加运算, 然后高层才可以

进行下一步的计算.

表 1� 用递归算法得出的计算复杂度

DWT�II DWT�III DWT�IV

普通 并行 普通 并行 普通 并行

延时器 2 2N 2 2N 2 2N

乘法器 3 3N 2 2N 3 3N

加法器 3 3N 3 3N 3 3N

乘法 N+ 2 ( N + 2) / N N + 1 ( N+ 1) / N N+ 2 ( N+ 2) /N

加法 2N+ 1 (2N+ 1)/ N 2N+ 1( 2N+ 1) / N2N+ 1( 2N + 1) / N

总循环次数 N 2 N N 2 N N 2 N

表 2� DWT�II计算时间比较

文献[ 5]中的算法文献[ 6]中的算法 递归并行算法

TM/N TA/ N TM/ N TA/N TM/ N TA/ N

12 1. 167 5. 833 2. 667 6 1. 1667 2. 083

36 1. 611 6. 944 4. 444 9. 111 1. 056 2. 028

64 2. 969 7. 156 1. 531 6. 594 1. 031 2. 016

72 2. 361 8. 194 4. 694 9. 861 1. 028 2. 014

192 3. 240 9. 927 4. 198 10. 594 1. 010 2. 005

240 2. 925 10. 525 4. 290 13. 875 1. 008 2. 004

576 3. 955 12. 476 5. 975 10. 041 1. 003 2. 002

1152 4. 491 13. 960 6. 460 15. 158 1. 002 2. 001

� � 本算法的计算量可以从各种类型的递归算法的信
号流图中直接得出,我们将其列在表 1中,表中的数字

是计算每一点的 DWT 所需要的运算量,虽然普通的结

构与直接计算复杂度大致相同,但是可以看出并行结

构只需要 N 次递归,对于每一个 X ( k )计算的结构均相

同,只是在乘法器的参数上有所不同,且乘法器上的参

数 !k 与 n 无关, 对于一个固定的 k, !k 为常数,这样就

使得计算循环次数降到了 N,其代价是硬件设计时需

要 N 个递归处理单元. 由于迄今为止尚未见有关 DWT

递归算法的文献报道, 我们列出了文献[ 5] 和[ 6] 中蝶

型算法平均计算一点 DWT 所需要的时间,与递归的并

行算法进行比较,结果见表 2(其中 TM 和 TA 分别为计

算一个乘法和加法所需要的时间,这里都设为 1) . 从表

中可以看出, 在利用了并行算法以后, 平均计算一点

DWT 所需要的复杂度是递减的,这是因为并行结构中

设置了更多的 PU, N 点的X ( k)可以直接并行计算, 而

不像上述算法需要等待其他计算的结果才可以开始计

算,所以节省了时间.文献[ 5]和[ 6] 中的算法也可以用

类似并行 FFT 电路的方法通过设计并行电路来提高计

算速度,但是对于每个不同的 N 都需要按照其因子的

组合来重新设计,不像递归算法只需要添加或减少 PU

来实现其他的长度那么简单. 假如有很多不同长度的

N 需要计算时,利用上述算法针对不同的 N 分别设计

出相应的并行电路结构的工作量将会很大.综合以上

分析,本文提出的计算任意长度的 DWT方法更有效,且

硬件实现更为简单.

5 � 结论

� � 本文首先利用 Clenshaw 递归关系式得到了一种可

以用硬件实现并行计算的结构, 利用 N 个递归结构进

行递归计算,可以使计算效率提高 N 倍.本文的算法对

于任意长度的 DWT都可以用相同的结构来实现, 具有

公式一致、结构简单的特点,而且在计算的时候不需要

补零来达到特定的序列长度而降低计算效率. 对于输

入输出序列都不需要进行数据重排,因而更加适合于

实时计算.由于递归算法自身易于并行计算的特点,此
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算法非常适合利用并行 VLSI来实现,并且可以利用文

中提出的方法将二维 DWT 转化成一维 DWT 来计算.
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