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� � 摘 � 要: � 长期以来, 人们猜想( 2n- 1)级的均匀混洗交换网络 � 对置换 2n � 2n 是可重排的.若干论文企图从理

论上给出其充分性证明,但都没有成功, 包括最近的一次证明[ 24] ,仍然是错误的, 但还没有人指出.本文的目的之一是

澄清这一点.当 n= 3 时已有学者给出了证明[1, 2] . 本文针对 n= 4时的 7 级 � 网络,给出了实现 16 � 16 可重排性的构
造性证明.论文提出了避免内部冲突的平衡树模型,置换的连接图、回路图表示和对称图形、同解变换等概念, 并基于

图形压缩、图形剖分等方法, 将 16� 16 置换分为五种情况, 共给出五种赋值算法. 这些算法比较简洁, 易于编程实现.

本文提出的思想对研究高阶网络的可重排性也有一定参考价值.
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Abstract: � It is a long outstanding conjecture that any ( 2n - 1)�stage shuffle�exchange network ( Omega network) is rear�
rageability for 2n � 2n . Since then many researchers have attempted to solve this conjecture without success. A new result on the suf�

ficiency proof has been established by Hasan. however, nobody have pointed out this proof to be incorrect. To clarify this fact is one

of the objectives of this paper. The case n = 3 was proved by many researchers. U sing a constructive approach, this paper also

pro ves that when n = 4 the 7�stage 16 � 16 shuffle exchange network is rearrageability. The model of the balanced tree to avo id in�
ternal conflict, the repetition of permutations using connective graph and cycle graph, the concept of symmetry graph and equivalent

transform are also presented in this paper. Based on the graph composition and bipartition the permutations 16� 16 are divided into
five classes, and total five assignment algorithms are proposed. These algorithms are more simple and clear and to be programmed.

The techniques used for n = 4 may provide useful hints for general case n > 4.
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1 � 引言

� � 1971 年由 Stone 提出的混洗交换 ( SE: Shuffle/Ex�
change)网络在并行处理机和各类通信交换机中得到了

广泛的研究和应用
[ 3]
.输入输出各为 N= 2

n
线 (简记为

N �N )的混洗交换网络通常是不低于 n 级(阶) 的多级

互连网络MIN(Multistage Interconnection Network) ,其中每

级有 N / 2个 2 � 2 的基本交换单元( Switch Element ) ,又
称开关. 每个开关只能是两种基本状态之一: 直通

( through)或交叉( cross) , 以实现交换功能; 相邻两级开

关间的连线体现了均匀混洗( Perfect Shuffle)的特征
[ 3]
.

Omega网络( 简记为 � )是均匀混洗交换网络的典型代

表[ 4] .在 n 级 � 网络中,一对入出线之间不仅存在惟一

的路由,而且具有自路由 ( self�routing)能力, 即根据输入
输出地址的比特串,可确定开关的状态.图 1 给出了入

出各为 16线的 4 级 � 网络拓扑结构的表示方法.

在多级互联网络中,可以将 N 条入出线地址间的

一一对应关系,看作是 N 个自然数的一组置换( Permu�
tation) . N 个数的置换共有 N ! 种. 在消除了出线冲突

后, N 条入线同时通过 � 网络时, 仍有可能存在内部阻
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塞( blocking) 或冲突 ( conflict) . 可以证明,对于某些置换

来说,例如等同置换或线性置换[ 5] , 能在 � 网络中找到

N 条无冲突的路由.然而,这类置换在 N ! 种置换中仅

占很少一部分. 对 N ! 种置换均无内部冲突的多级混

洗交换网络称为可重排列网络 ( Rearrangeable Network)

或可置换网络.

在 n 级 � 网络中,实现可重排的方法有两种.一是

将 N 条入线分批, 每批入线能无阻塞地一次性地通过

� 网络.这种办法归结为寻求最少批数[ 6] . 二是增加 �

网络的级数,使不同去向的 N 个信元均能无阻塞地一

次性地通过. 此时每对入出线通过网络的路由不再惟

一,从而有可能避开 n 级 � 网络中难以避免的内部冲

突.这种办法归结为寻求最小级数问题.

随着集成电路技术的进步及元器件成本下降,人

们更多地关注后一种解决办法. 30 多年来,许多学者致

力于这方面的研究[ 7~ 12 ] . 1975年, Benes猜测( 2n- 1)级

混洗交换网络 � 是实现可重排列的充要条件[ 13] .猜测

的必要性很容易证明, 而猜测的充分性证明则相当困

难.虽然有人用扩展回路算法证明了: ( 2n - 1) 级的

Benes网络能保证其重排列性[ 15] ,但( 2n- 1) 级 � 网络

是否为可重排列的充分条件, 长期以来不得而知.人们

曾尝试用布尔代数、有限状态机模型、图论、矩阵等方

法解决这个难题, 并先后取得 2n
2
,

3
2
n
2
-
n
2

, n
2
,

3n , ( 3n - 1 ) , ( 3n - 3 ) , ( 3n - 4 ) 等 较 佳 下

界[ 3, 7, 9, 14, 16~ 19] ,但仍然没有达到( 2n- 1)的极限. 有人

曾运用拓扑等价的方法证明各类 SE 网络的同构

性[ 20~ 22] ,但后来发现证明过程中有错[ 5, 23] .论文[ 24]证

明( 2n- 1)级 � 网络可重排的思路是: 构造 N � ( 2n-

1) 阶平衡矩阵集, 并从中逐一筛选符合特定模板

( frame)要求的矩阵. 但论文没有证明对任一置换经过

筛选后的平衡矩阵集非空, 也没有给出构造性算法实

例.从工程角度出发, 需要研究一种简捷高效的路由算

法.

当 n= 3时,早在 1987年就有了 5阶 � 网络可重排

的构造性算法[ 1, 2, 18] , 从而证明了猜想的充分性, 但以

后一直没有突破性进展. 文献[ 5] 报导曾用计算机程序

验证了 n= 4 的各种情况,但没有给出分析性证明. 有

人用分类方法求解 n= 4 的问题, 但划分的类别太多,

算法过于繁琐.针对 n= 4时的 7 级 � 网络,本文提出

一种可重排的构造性算法.它藉助于置换的图形表示

及其等效变换原理,将 16! 种置换归结为 5大类, 对每

类置换给出相应的路由算法.

论文的其余部分是这样组织的.第 2节介绍置换的

矩阵表示、转移矩阵概念、内部冲突的窗口检测法和平

衡树模型等基本知识. 第 3 节介绍置换的图形表示法、

连接图的压缩与分解、等效变换和置换的分类. 第 4 节

介绍置换的对称性和两种基本的赋值算法.第 5节是本

文的核心,主要介绍同解变换概念、回路图表示法和三

种基于同解变换的赋值算法.在最后的结束语中, 总结

了连接图或回路图的判分原则,并对任意级 � 网络的

可重排性作了初步探讨.

2 � 基本知识

2�1 � 置换的矩阵表示

P =

S1 S 2 S 3 S4 D 1 D 2 D 3 D 4

0 0 0 0 0 1 1 1

1 0 0 0 0 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0 1

1 1 0 0 1 1 1 1

0 0 1 0 0 0 0 1

1 0 1 0 1 1 0 0

0 1 1 0 0 1 0 0

1 1 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 1 1 1 0

1 0 0 1 0 1 1 0

0 1 0 1 0 0 0 0

1 1 0 1 1 1 0 1

0 0 1 1 1 0 0 0

1 0 1 1 1 0 1 1

0 1 1 1 1 0 1 0

1 1 1 1 1 0 0 1

=

S 1 S 2 S 3 S4 D 1 D 2 D 3 D 4

0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1

1 1 1 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 1 1

0 1 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 1 0 1

1 0 0 1 0 1 1 0

0 0 0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 0 1 0

1 0 1 1 1 0 1 1

1 0 1 0 1 1 0 0

1 1 0 1 1 1 0 1

0 0 0 1 1 1 1 0

1 1 0 0 1 1 1 1
图 2 � 置换的矩阵表示法

本文用四位二进制数分别表示输入地址 S =

S 1S 2S 3S 4,输出地址 D= D1D2D3D 4,对应的一组置换可

以表示为 16 � 8的矩阵 P= [ S 1 S 2 S 3 S 4 D 1 D2 D3 D 4] ,

矩阵中每一个元素均为比特值 0或 1,故又称 [ 0, 1] 矩

阵.矩阵中的行自上而下编号为 0 到 15.矩阵 P 中任意

两行位置对换后,仍表示同一置换.图 2为同一置换的

两种矩阵表示形式: 一种是按输入地址的逆向次序排

列,即 S 4S 3S 2S 1从 0000, 0001, 0010  一直到 1111;另

一种是按输出地址的正常次序排列, 即 D 1D2D3D4 从

0000, 0001, 0010  一直到 1111.

2�2 � 内部冲突的检测
设 � 网络的级从 1 开始, 从左到右顺序编号(图

3) .在 4级 � 网络中,自路由算法决定了各级开关的状
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态.对给定一组由入出地址组成的置换来说, 第 i 级开

关的状态取决于 S i  Di 值. 当输入地址中第 i 位与输

出地址中的第 i 位相同时,开关为直通状态,否则为交

叉状态.或者说,输出地址 Di 的比特值决定了第 i 级开

关的输出,通常 0表示从开关的上端输出, 1 表示从开

关的下端输出.所谓内部冲突, 就是进入开关的两条入

线要求有相同的出口, 或者进入开关的同一入线要求

有不同的出口,从而使开关处于既要直通又要交叉的

状态.例如图 3所示的 � 网络中同时有两对连接: ( 0010

!0111) , (1010!0001) .他们通过第 1级开关后,均要求

从输出地址 0100 进入下一级.显然,这两条连接是无法

同时建立的.

为了检查多条连接的路由是否冲突, 通常采用窗

口检验法.在 16 � 8的置换矩阵 P中,将相邻的 4列子

矩阵看作一个窗口(Window) . 如果窗口中逐行的二进

制串各不相同,换言之, 如果是 0000 到 1111的全排列,

则对应的这级开关就不会产生冲突, 因为它们不再有

相同的输出地址. 由于第一个窗口和最后一个窗口分

别是输入地址和输出地址,各行的二进制串肯定不同,

所以我们只需检查中间的 3个窗口即可.一般来说,由

输入地址和输出地址组成的置换矩阵 P,中间 3个窗口

很难做到全排列.

2�3 � 置换的转移矩阵
如将 4级 � 网络增加一级,对某个连接来说,可供

选择的路径就增加一倍;增加两级,可选路径就增加到

4;增加三级,可选路径就增加到 8,所以扩展后的7 级 �

网络有可能避免内部冲突,使 16条路由一次性地通过.

此时共有 8 � 7= 56 个开关,每个开关有 2 种状态,总共

可形成 2
56
= 6�4 � 1016量级的解空间,远大于 16! = 2�1

� 1013量级的问题空间. 关键在于如何为连接寻找一条
确定的、互不冲突的路由,或者说,要确定路径上逐级

开关的输出地址.为此需要将置换矩阵 P[ 16, 8]扩展成

转移矩阵 T [ 16, 11] , 即在中间增加 3 列,记作 [ XYZ] ,

于是有:

T= [ S 1 S 2 S 3 S 4 X Y Z D1 D2 D 3 D4]

如果 T [16, 11]能通过窗口检验,即其中任何连续4

列的子矩阵(窗口)中逐行的比特串各不相同,则 16 条

路由在 7 级 � 网络中必定无冲突[ 18] .这样,可重排性问

题归结为如何填写 XYZ 各列中的比特值,即确定 16 个

三位的二进制数,每个数字恰好出现两次. 对于某特定

连接来说,相当于在每行输出地址串前增加 3位地址,

又称路由前缀或扩展的输出地址。一条路由中各级开

关的状态取决于 Tij  Ti, j + 4( 0 ∀ i ∀ 15, 1 ∀ j ∀ 7)的值.
2�4 � 无冲突的平衡树模型

为保证转移矩阵 T 中间的 6 个窗口 [ S 2S 3S 4X ] ,

[ S 3S 4XY] , [ S 4XYZ] , [ XYZD1] , [ YZD 1D 2]和 [ ZD1D2D3]

均为全排列,即每行的二进制数值各不相同,我们给出

多维地址空间的概念, 并对 XYZ 三列的比特值有如下

要求:

一维空间左平衡: 当 S 2S 3S 4相同时, 对应的 X 不

同;

二维空间左平衡: 当 S 3S 4相同时, 对应的 XY 不

同;

三维空间左平衡:当 S 4相同时,对应的 XYZ不同.

一维空间右平衡:当 D1D 2D 3相同时, 对应的 Z 不

同;

二维空间右平衡: 当 D 1D 2相同时, 对应的 YZ 不

同;

三维空间右平衡:当 D1相同时,对应的 XYZ不同.

满足上述条件的 XYZ称之为合理赋值. 如将 T按

上下左右分成 4个象限,每个象限表示一个三维地址空

间,则可用平衡树模型表述这些要求.图 4和图 5给出的

2棵树分别表示第#象限( S4= 0)和第∃象限( D 1= 0)的平

衡条件,每棵树有 3层.另两棵平衡树的结构类同.

混洗交换网络具有一题多解的特点. 例如,如果向

量组 XYZ满足平衡树的要求,那么将 X、Y、Z独立或同

时取反,形成新的向量组 !X YZ、X!YZ、XYZ、XY!Z、X YZ、

!XY!Z、XYZ也是合法解.

3 � 连接图的分解和置换的分类

3�1 � 置换的图形表示
可以用正则的二部图表示任一 16 � 16 置换, 左列

节点用二进制的输入地址表示,右列节点用二进制的
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输出地址表示,节点之间的连线 (边)表示一对置换.每

条边都对应有合理的 XYZ值.图 6( a)为前述置换 P对

应的二部图.

可以对二部图作适当压缩, 将属于一维空间的节

点( S 2S3S 4相同或 D1D2D3 相同 )合二而一,形成左右

各有 8个节点的连接图,见图 6( b) ,并记为 G 或G( 16) ,

G中每个节点的秩 (度)为 2.这样,汇聚在同一节点的

两条边属于相同的一维空间.属于相同二维空间 ( S 3S 4

或 D 1D 2相同)的两个节点保持上下相邻的关系. G 图

和二部图表示了同一组置换 P ,以后简称 G 为 P 的连

接图,并可用笛卡尔坐标轴将 G 图分成 4个象限.

定义 1 � 输入/输出地址在第 %/第 ∃象限的边或
在第#/第 &象限的边称之为交叉边.输入/输出地址

分别在第#/第∃象限或分别在第%/第&象限的边称
之为非交叉边.

推论 1 � 第%/第∃象限的交叉边和第#/第 &象

限的交叉边数量相同.

推论 2 � G图中交叉边的对数m ∀ 8.
3�2 � 连接图的等效变换

混洗交换网络除一题多解外,还具有多题一解的

特点.例如,利用下述引理 1~ 4 对输入/输出地址进行

对换和组合后,会得到若干新的置换, 但它们具有相同

的解,从而可以将置换归类. 下面是在拓扑同构前提

下,连接图的一些等效变换法则:

引理 1 � 在连接图中,属于同一节点(一维空间)的

两个入/出地址可以对换其位置.

引理 2 � 在连接图中,属于同一二维空间的两组一

维空间的入/出地址可以对换其位置.

引理 3 � 在连接图中,属于同一三维空间的两组二
维空间的入/出地址可以对换其位置.

引理 4 � 在连接图中, 属于同侧的上下两个象限
(三维空间)的地址可以成组对换其位置.

根据引理 4对连接图施行等效变换后,可以使交叉

边与非交叉边对调.若对调前 G图有m对交叉边,在对

调后则有( 8- m)对交叉边.不失一般性,在以后的讨论

中,我们约定 m ∀ 4.
引理 5 � 在连接图中,对换左右两侧的输入地址和

输出地址后,新的置换关系为原置换之逆(将 XYZ 换为

ZYX) .

基于上述等效变换法则, 适当调整图 6( b )连接图

的输出地址位置,尔后再一次进行压缩,将属于相同二

维空间的两个节点合二而一,形成的正则连接图 G,如

图 7所示.根据引理 1~ 4,在以后的连接图中, 将不再

标注节点的二进制地址,集中研究抽象的 G 图中 16 条

边的 XYZ合理赋值问题.

3�3 � 连接图的分解
连接图 G中的 16条边可以组成一个回路,也可以

组成长度不等的多个回路.通过沿回路交替取边法,可

将图 G( 16)一分为二,形成 G1和 G2 .在 G1和 G2中,将

属于相同二维空间的边汇聚成在一起, 再次运用沿回

路交替取边法, 将 G1 分成两个 4 � 4 的二部图 G11和

G12 ,将 G2分成两个 4 � 4的二部图 G21和 G22,每个二部

图中有 4 条边,以下简称 G ij ( i, j = 1, 2)为四元组. 上例

中的图 G有两种判分方法,对应的 G1和 G2 及其四元

组分列于右,如图 8 所示.

推论 3 � 设回路长度为 L ,当 G( Gi )为单回路时, Gi

( Gij )的分法是唯一的;当 G( Gi )由多条 L ∋4的回路组
成时, Gi ( Gij)的分法是不唯一的.
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推论 4 � 四元组 Gij中的交叉边均是成对出现的,

对某个 Gij来说,交叉边的对数 ∀ 2.
从理论上讲,不同拓扑结构的 Gij共有 4! = 24种,

比较典型的有 13种,如图 9所示.其中有一对交叉边的

Gij有 7 种.当四元组 Gij的交叉边的对数为 0和 2时,其

XYZ的赋值方法没有什么差异.因此, 我们主要关注有

一对交叉边的 Gij . 以后如无特殊说明, 有交叉边的 Gij

均是指只有一对交叉边的Gij .

3�4 � 置换的分类
将图 G分解成四个 Gij后,根据有交叉边的 Gij个数

k,可将 G分成五种情况.

CASE 0:有交叉边 Gij的个数 k= 0

CASE 1:有交叉边 Gij的个数 k= 1

CASE 2:有交叉边 Gij的个数 k= 2

CASE 3:有交叉边 Gij的个数 k= 3

CASE 4:有交叉边 Gij的个数 k= 4

注意:这种分类方法和 G 图中交叉边的对数 ( m)

不完全相同,表1 列出了两者的对应关系.表中的( = )、

( � )和( # )分别代表 G ij有 0对、1 对和 2对交叉边.
表 1� 不同交叉边对数的 G 图在五种类别中的分布

G中交叉边对数m CASE 0 CASE 1 CASE 2 CASE 3 CASE 4

0 = = = =

1 � = = =

2 = = = # � � = =

3 � = = # � � � =

4 = = # # � � = # � � � �

� � 下节将说明,对 CASE 0和 CASE 1 可直接运用赋值

算法 1;对 CASE 4可直接运用赋值算法 2.当 CASE 2和

CASE 3的 G图具有对称性时,可直接运用赋值算法 1.

当 CASE 2和 CASE 3 的 G图为非对称时,需适当调整

交叉边或非交叉边的端接位置,即实施同解变换后,再

运用赋值算法 1或 2.因此,算法 1和 2是基本的赋值算

法.

4 � 基本赋值算法

4�1 � 置换的对称性
为引入 G图的对称性概念,我

们将 G 中每个象限分为上下两个

分区(每个区是属于相同二维地址

空间的各边的端接处) ,从上至下记

为 A , B, C, D,左右象限对应位置的

区号相同,如图 10所示. Gi, G ij ( i , j

= 1, 2)中分区的位置与 G 相同.

定义 2 � G的对称性
在 CASE 2和 CASE 3中, 如果诸 Gij的一对交叉边

的右(左)端接点分别落在 A、D 区和/或 B、C 区(见图

11a) ,或分别落在 A、C区和/或 B、D 区 (见图 11b) ,则

称 G的诸交叉边端接点分布是右(左)对称.如果 G 是

左对称和/或右对称,则称 G中交叉边的分布具有对称

性;否则称 G 为非对称,即既非左对称又非右对称 (见

图 11c) .

在 CASE 1 中, G 具有天然的对称性.在 CASE 0 和

CASE 4中, G的对称性概念不适用.

根据引理 2~ 引理 5 ,可以将 G 进行规范化. 不失

一般性,以后假定对称图 G具有右对称性,且交叉边端

点成对地落在右侧 A、D 区和/或 B、C 区, 如图 11( a)

所示.

4�2 � 两个基本的赋值算法
算法 1 � (适用于 CASE 2、CASE 3 中对称的G,包括

CASE 0和 CASE 1)

赋值思路如下: X 值按G11 G12和 G21 G22分组的方

式赋不同的值, Y 值按 G11 G22和 G21 G12分组的方式赋
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不同的值; Z值按右侧A D 区、B C区的分组方式,赋以

不同的值.赋值通式如图 12所示.图中还给出了一个具

体赋值的例子.

注意:当 G ij为两对交叉边时,其赋值方法与没有交

叉边的 G ij完全相同.从通式中可以看出,用这种方法为

16条边赋 XYZ 值, 其结果是不惟一的. 但不论如何赋

值,每个四元组中交叉边的 XYZ值总是对应相等.

定理 1 � 用算法 1对 CASE 0、CASE 1 和其他对称 G

赋值一定能满足平衡树模型.

定理的正确性不难检验.

算法 2 � (仅适用于 CASE 4)

四个 G ij中各边的XYZ值如图 13 所示.图 ( a)是一

般的赋值方法,图( b)是一个赋值的特例.其中 X , Z值

分别由每条边左右侧所在位置决定. Y的赋值方式同

算法 1.

定理 2 � 用算法 2对 CASE 4中的 Gij赋值一定是合

理的.

证明:略.

注意:CASE 4 的 Gij中, 两条交叉边的 XYZ 值并不

相同, G11与 G22的两组交叉边是对应相等的. 对 G12和

G21来说,也是如此.

5 � 基于同解变换的赋值算法

5�1 � 对同解变换的要求
同解变换是指图 G 在变更拓扑结构后仍具有相同

的解空间.为实现 CASE 2 和 CASE 3 中非对称图的赋

值,需对引理 2~ 引理 4的等效变换原理加以推广.

引理 6 � 交换二维空间内两条边的端接位置(同解
变换 1)

将 G中位于相同二维空间(区)但分属不同一维空

间的两条边右端接位置对调, 生成新的 G∗.如果 G∗能
合理赋值,并保证对调的两条边有相同的 Z值,则 G也

能有合理赋值.

根据 引理 6,

可以对图形进行

(棍棒化)处理. 参

见图 14 ( a ) , 当

e 1, e3 两条边左端

接, 右端在不同的

一维空间、但处于相同二维空间时, 固定左端接点,对

换右端接点,可以将回路一分为二, 形成由( e1∗, e 3∗)组

成的、回路长度为 2的( 棍棒), 如图 14 ( b)所示.显然,

当( b)图有合理赋值时, (棍棒)中两条边 e1∗, e 3∗的XYZ

值可以对换,且 Z 值一定相反, 可以保证 e1∗边的 Z 值

与 e2∗边的Z 值相同.引理 6表明, ( 棍棒化)后对 G图的

合理赋值不会产生影响.

引理 7 � 交换三维空间内两条边的端接位置 (同解

变换 2)

固定 G 中互不端接两条边的左端点, 将位于同一

三维空间,但分属不同二维空间的右端点位置对调( A、

B区互换,或 C、D 区互换)后, 生成新的 G∗.如果 G∗能
合理赋值,并保证对调后的两条边有相同的 YZ值, 则

G也能有合理赋值.

参见图 15.当 e1,

e2两条边对换右端接

位置后,形成 e1∗, e2∗.

如果这两条边的赋值

是 XYZ 和 !X YZ, 并能
保证图 G∗一维、二维
空间右平衡,那么将 G中e1 , e2两条边分别赋值XYZ和

!XYZ 后,也能保证图 G一维、二维空间右平衡.

引理 8交换不同三维空间内两条边的端接位置(同

解变换 3)

固定 G 中互不端接两条边的左端点, 仅在不同三

维空间之间对换右端接位置(从 ∃象限对换到 &象限

或反之) ,生成新的 G∗.如果 G∗能有合理赋值, 且对换

端点的两条边有相同的 XYZ 值,则 G 与 G∗同解, 即 G

也有合理赋值.

引理 6, 7, 8 同样适用于两条边右端点固定,左端点

对换位置的情况.

在以下的算法中,如无特殊说明,我们将需搬移端

点位置的交叉边和非交叉边分别记作 e1和 e2 .如果 e 1,

e2在 G中属于同一回路,可用算法 3或算法 5 对 e 1, e 2

边实施同解变换;否则, 需用算法 4 对两对边同时进行

同解变换.

5�2 � 回路图与同解变换
定义 3 � 回路中边的距离
两条边的距离 d 为从一条边的起点开始,沿回路

到达另一条边的起点, 中间所经过的较少边的数量. d

为偶数时称为偶距,为奇数时称为奇距.如果将回路图

G的边二着色,或交替标以( + ), ( - )号, 则回路中同
色的两条边为偶距,异色的两条边为奇距.

鉴于在多回路的连接图中回路相互交错,难以分

清,为此设计了与连接图拓扑等价的回路图,其中横坐

标上四个点代表右侧分区 ABCD ,纵坐标上四个点代表
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左侧分区 ABCD .对于某个给定的回路, 将连接图中的

(边)用回路图中的( 点)来表示,其横坐标为该边在右侧
分区的端接位置,纵坐标为该边在左侧分区的位置;连

接图中的端接点用回路图中的直角边来表示,回路图中

水平连线表示连接图中的左端接点,垂直连线表示连接

图中的右端接点. ( 棍棒)在回路图中为重合的两个点,
用( : )表示之.回路图中每行每列刚好有 4个点.

图 16( a)给出的回路图与图 7的连接图等价,图中

有 2条长度分别等于 8和 4的回路,另有 1 条长度等于

4 的回路集中在右下角的一个坐标点上,我们用小矩形

示之.同样沿回路交替取( 点) ,可将回路图 G 一分为

二,形成 G1( 8)和 G2( 8).并和连接图一样,有两种分法,

如图 16( b)和( c )所示,它们分别与图 8上下两个子图

G1, G2相对应.

可以用笛卡儿坐标将回路图分为上下左右四部

分.不难看出, 连接图中的交叉边对应回路中 ∃、%象
限的点,我们称这些点为( 交叉点) ; 回路图中 #、&象

限中的点相当于连接图中的非交叉边,我们称这些点

为( 非交叉点).

推论 5 � 当回路中 ( L ∋4)偶距的两条边越区对换
右(左)端点位置时,将分裂为两条新的回路,每个新回

路包含其中的一条边.

图 17( a)、( b)示例说明了连接图中对换两条边右

端接点后回路的变化.选择同号的边 e 1, e2 变换右端接

点后, 原回路 L 一分为二,拆成两个较小的回路 L 1和

L 2,其中 e1∗ + L 1, e 2∗+ L 2,此时各边的标号(着色)不变.

但变换后的两条边处在不同的回路中, e1∗, e 2∗也可着不

同的颜色.图 17( c)、( d)是对应的回路图的变化.

推论 6 � 当回路( L ∋6)中奇距的两条边越区对换

右(左)端点位置时,新生成的两条边仍是同回路中奇

距,且保留异着色,但它们之间的两条路径中, 有一条

路径上的各边要变更颜色.

图 18 的示例说明

了变换前后回路图的

变化. 其中 e 1, e2 在同

一回路中奇距, 交换前

后两点的着色不变, 但

它们之间在右下角路

径上的点变更了颜色.

推论 7 � 位于两个回路中的两条边对换端点位置
后,两个回路合并成一个回路,这两条边在新的回路中

为偶距(同色) .这是推论 5之逆.

在下面的行文中, 越区或异区对换, 对连接图来

说,指两条边在同象限的两个区中互换端接点位置;对

回路图来说,指同侧或上半部/下半部的两个点相对平

移.

5�3 � 同回路异区的同解变换
算法 3 � (同回路中交叉边和非交边的同解变换)
设非对称 G图中需要更右端接点位置的交叉边为

e 1,在相同三维空间、但在不同二维空间的非交叉边为

e2 ,且 e1 , e2在 G的同一回路中( L ∋4) ,则可对换 e 1, e 2

右端接位置,形成交叉边满足右对称要求的 G∗图,并与
G图同解.

step 1:保持 e 1, e2左端点位置不变,右端点位置对

换,生成新的边记作 e1∗, e 2∗ + G∗.如果 e1 , e2在 G 中同

回路偶距,根据推论 5,在 G∗中将会生成两条新回路,
分别包含 e 1∗, e 2∗;如果 e1, e2在 G中同回路奇距, 根据

推论 6, e1∗, e2∗在G∗中仍保持同回路奇距.
step 2:采用沿回路交替取边法,将 G∗一分为二,若

e1∗, e2∗在 G∗中同回路奇距,则自动分到 G1∗和G2∗中; 若

e1∗, e2∗在G∗中属于不同回路时,有意识地将其分到 G1∗

和G2∗中.
step 3:对 G1∗和G2∗实施沿回路交替取边法, 生成右

对称的 G11∗, G12∗, G21∗和 G22∗.不失一般性, 假设 e1∗ + G11∗,
e2∗+ G22∗.

step 4:调用算法 1为 G∗赋值,并令 G11∗和G22∗的 Y值

相等.

step 5: G 中未变动的边与G∗中对应的边赋值相同,

( e1∗) ∀ e1 , ( e2∗) ∀ e2.
图 16所示的非对称图 G 可用同解变换来求解,如

图 19所示.图中,交叉点 e 1在 A 区,需变更到 B 区,非

交叉点 e 2在 B区,相应变更到 A 区.变换后的 G∗有两

种判分方法,我们将 e1∗留在 G1∗中, e2∗安排到G2∗中, 以
保证 e 1∗和e 2∗能有相同的 YZ 值.图 19 的右下方给出了
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四个四元组的一组赋值.从中可以看到, e1∗的XYZ值为

000, e2∗的XYZ值为 100,其 YZ 值相同.

定理 3 � 在 CASE 2和 CASE 3中,如果交叉点 e1和

非交叉点 e2同回路( L ∋4)异区,则非对称图 G 一定有

合理的赋值.

证明:略.

算法3通过变更交叉点的分区位置,实现了非对称

图向对称图的转化, 同回路的条件保证了交叉点 e1∗和

非交叉点e2∗赋予相同的 YZ 值,故 e1 , e 2也有相同的 YZ

值.又因为 G∗赋值XYZ 后满足平衡树要求, 根据引理

7,图 G的XYZ值也一定能满足平衡树要求.

图 20 是图 6所示例子 XYZ的最终解.图中还给出

了 7级 � 网络的拓扑结构,以及每级 8个开关的状态.

5�4 � 同回路异区的判别准则
当一个交叉点 e1 需要越区对换位置时,首先要保

证 e 1所在的回路中有一个异区的非交叉点 e 2.因此,判

定非对称图 G 中是否存在同回路、异区的非交叉点,是

运用算法 3的前提.考虑到交叉点(或非交叉点)在回路

中总是成对出现的,于是有下面两个引理.

引理 9 � 在一条 L ∋4 的回路中,如果含有同一象

限的两个交叉点,则在该回路中一定能找到一对偶距、

异区的交叉点与非交叉点.

在图 21 中所示

的两类回路图中, 均

有同象限的两个交

叉点和两个非交叉

点,从而能符合算法

3的要求. 根据引理

9可得出如下推论.

推论 8 � 当回路图中某一回路仅有的两个交叉点
位于同象限时,仅当 L = 2 时(棍棒化)时, 在该回路中

才找不到与 e1对应的偶距、异区的非交叉点 e2 .

引理 10 � 在一条 L ∋6 的回路中,如果含有分处两

象限的两个(或两个以上的)交叉点,则在该回路中一定

能找到一对偶距(或奇距)、异区的交叉点与非交叉点.

图 22( a)、( b)示意在 L = 6的回路中,一对异区的交

叉点和非交叉点的分布.图 22( c)、( d)所示的是 L = 8的

回路,其中含不同象限的 4个交叉点,还有 4 个非交叉

点.因为非交叉点与交叉点皆为奇距,所以一定可以在

回路中找到一对奇距、异区的交叉点和非交叉点, 从而

能符合算法 3的要求.根据引理 10可得出如下推论.

推论 9 � 当回路图中的回路有两个或两个以上的
交叉点位于异象限时, 仅当 L = 4 时, 在该回路中才找

不到与 e1对应的异区的非交叉点 e2 .

5�5 � 异回路的同解变换
判定 G 是否为非对称图, 是运用算法 3的前提条

件之一.在 CASE 2时,当左边和/或右边的两对交叉边

集中在 B、C两个分区( 0 2 2 0 型) ,或均匀分布在四个

分区( 1 1 1 1 型)时, G图是对称的.只有当交叉边分布

为 0 2 1 1型,才能为非对称.于是有如下引理.

引理11 � 在 CASE 2中,当交叉边的分布如图 23所

示时,图 G为非对称.

从上下、左右两个方向看回路图 23,其中交叉点的

分布均呈 0 2 1 1 型. 四个交叉点中任一个进行跨区对

换,都可以使 G变成对称图.
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在图 23 中, 对于选定

的交叉点 e 1来说, 如果找

不到同回路异区的非交叉

点 e 2, 根据推论 9, 只有一

种可能,即不同象限的一对

交叉点形成了独立的 L= 4

回路,如图 24所示.

处理图 24这类特殊的

非对称图需要有新的算法.

为将 G 变为对称图,交叉边

e 1欲变更分区位置,但异区

的非交叉边 e2 属于另一回

路,此时需要运用推论 7 和

推论 5,先交换异回路中 e 1和 e2端点的位置,再交换新回

路中另一对偶距的非交叉边的端点位置,使 e1和 e2仍在

异回路中,即需要同时变更两个回路中的两对边.

算法 4 � (异回路中两对边的同解变换)
step 1:在图 25所示的 G 中,设需要改变右端接位

置的交叉边为 e1,在右 B区与非交叉边为e 3端接,在右

A 区选择一对端接的非交叉边 e 2和 e4, 且这四条边不

在 G图的同一回路中.

step 2:将 e2, e4的右端接点交换到 B 区,并保持两

者的端接关系,记新生成的边为 e2∗和 e4∗;保持 e1 , e3的

右端接的关系,并将它们交换到 A 区,记作 e 1∗, e 3∗.

step 3:在 G∗中用交替取边法将其一分为二, 由于
G∗是由两个以上的回路组成, 所以有两种以上的剖分
方法.不失一般性,令( e 1∗, e 2∗) + G1∗, ( e 3∗, e 4∗) + G2∗.

step 4:将 Gi∗一分为二,形成右对称的 G ij∗.此时 e1∗,
e 2∗在Gij∗的分布有两种可能: ,若( e1∗, e2∗) + G1∗的不同

回路,需根据 e3∗, e4∗的分布情况决定 e1∗, e2∗的分布: e3∗,
e 4∗同在 G22∗时,令 e1∗, e2∗同在 G11∗;若 e3∗ + G21∗, e 4∗ + G22∗

时,则使 e1∗, e2∗分布在不同G1j∗中; −若( e 1∗, e 2∗) + G1∗同

回路偶距(奇距),则要求 e1∗, e2∗在同一(不同) G1j∗中时,
e 3∗, e 4∗也要在同一(不同) G2j∗中.

step 5:调用算法 1为 G∗赋值,此时 eij∗四条边的Y值

或者全部相同;或者两两相同,即 e 1∗与 e4∗的 Y 值同, e3∗
与e 2∗的 Y值同.

step 6:为 G 赋值, ( ei∗) ∀ ei ( i= 1, 2, 3, 4) , 此外, G

中未变动的边与G∗同值.

图 26是算法 4 的一个例子. 它用连接图表示交换

前后 G图的变化.其中被交换的两对边集中在两个四

元组中,并赋予相同的 Y值.

定理 4 � 在CASE 2的非对称图中,运用算法 4在两

条回路中实施同解变换,一定能使 ( e 1∗, e 4∗) ( e2∗, e3∗)
分别赋予相同的 YZ值,并使 G 有合理赋值.

证明:当出现图 24所示的情况时, 图 G 由 2 个以

上回路组成,所以有可能让 4个交叉点都分到 G1中.由

于回路图 G1是由 8个点组成的,分布在不同行和/或列

的两个交叉点一定能和分处两区的两非交叉点处于同

回路中(见图 27,虚线为 G 中回路,实线为 G1中回路) .

而保证( e1 , e2) 在 G1中同回路则是调用算法 4处理非

对称 CASE 2的关键.

因为( e1 , e2)在 G1中同回路偶距,根据推论 5,在跨

区交换端接点后, ( e 1∗, e2∗)在新的 G1∗中属于不同的回

路,这时( e1∗, e2∗)可以都分到 G11∗中,也可将 e 1∗分到G11∗,
将 e 2∗分到 G12∗中, 这取决于 ( e 3∗, e4∗)在 G2∗中的分布情
况.总之,为了使它们 Z值相同, ( e1∗, e4∗)要在不同四元

组的不同区, ( e2∗, e3∗)也要在不同四元组的不同区. 因
为( e1∗, e2∗) + G1∗的同一回路的情况不会出现, 从而避

免了算法 4 中 step 4的第 −种可能性.
下面证明四条边的

Y 值两两相同.如果( e 1∗,
e2∗) + G11∗, ( e3∗, e 4∗) +

G22∗, 则令这两个四元组

Y 同值 (见图 28) ; 否则,

令 e1∗, e4∗所在的两个四元组 Y同值, e 2∗, e 3∗所在的两个

四元组 Y同值.

1883第 � 10� 期 戴 � 浩: 在 7级混洗交换网络中实现 16� 16 的可重排性



5�6 � 同回路异象限的同解变换
在讨论 CASE 3非对称图前,先考察三对交叉点在

回路图中的分布.在一个象限中,上下两区交叉点的分

布有 0 3 或 2 1两种.从 G 图左右或上下看,有 0 3 3 0

型, 1 2 2 1型和 0 3 2 1 型三种.其中, 0 3 3 0型肯定是对

称的; 0 3 2 1型肯定是非对称的; 1 2 2 1 型有可能是对

称的,也有可能是非对称的. 判定图形 G为非对称,一

定要保证它既不是左对称,又不是右对称,因此从任何

一个侧面看,都不能有 0 3 3 0型.仅当从左右或上下看

为 1 2 2 1 型 和 0 3 2 1 型时,才有可能为非对称.此时

有三种组合方式.

引理 12 � 在 CASE 3中,当出现图 29 所示的三类 6

种情况时,图 G为非对称.

对 G二着色.首先三对交叉点不可能同色,否则在

剖分 G 时, 可将三对交叉点都分在 G1 中, G 就属于

CASE1了.因此一定有一对交叉点的着色与另两对交叉

点不同,图中用( 1)示之.从左右、上下两个方向看回路
图 29,在图( a)中,交叉点的分布都是 0 3 2 1型,因而是

非对称图.在图( b)、( c )中,交叉点的分布是混合型,即

上下看是 0 3 2 1 型,左右看是1 2 2 1型;当有一对交叉

点分布如图所示时,余下的两对交叉点分布类同图 23

( b) ,所以从左右看也是非对称.在图( d)、( e)、( f )中,

交叉点的分布都是 1 2 2 1 型.当一对交叉点在 G ij中的

配对如图所示时,余下的两对交叉点分布, ( d )类同图

23( a) , ( e) , ( f )类同图 23( b) ,所以从上下、左右看都是

非对称的.

在一般情况下,用算法 3可解决 CASE 3 的非对称

问题.但对给定的交叉点 e1来说,如果不存在处于同回

路、异区的非交叉点 e2时,根据推论 8和 9,只有两种可

能:同象限同位置的两个交叉点在 L = 2的回路上;不

同象限的两个交叉点在 L= 4 的回路上.因为回路中的

交叉点是成对出现的, 如果有同象限的两个交叉点组

成了 L = 2的回路,同象限的第三个交叉点只能和异象

限的某个交叉点组成 L= 4 的回路.所以在非对称的 G

图中,至少有一条 L = 4 的回路,其中两个交叉点和两

个非交叉点分布在四个象限中. 此时可运用引理 8(同

解变换 3)来解决.

算法 5 � (同回路中一对非交叉边的同解变换)
当 CASE 3中非对称图 G 属于图29所示的情况时,

可在连接图 G 中选择同一回路中偶距、异象限的非交

叉边 e1, e2 , e1横越第#和第 ∃象限, e2 横越第 %和第

&象限.
step 1:保持 e 1, e2左端点不变,右端点位置对换,生

成新的交叉边 e1∗, e2∗,在 G∗中属于不同的回路.
step 2:采用沿回路交替取边法将 G∗一分为二, 并

将 e1∗分到G1∗,将 e2∗分到G2∗.

step 3:采用沿回路交替取边法继续对 G1∗和 G2∗一
分为二,生成四个有交叉边的 Gij∗.不失一般性,假设 e1∗

+ G11∗, e2∗ + G22∗.
step 4:调用算法 2为 G∗赋值,并令 G11∗和G22∗的 Y值

相等,从而保证 e 1∗, e 2∗边的XYZ 值完全相同.
step 5: ( e1∗) ∀ e1, ( e 2∗) ∀ e 2, G 中未变动的边与 G∗

中对应的边赋同值.

图 30给出的例子表明:此时的非对称的 G图无法

运用算法 3,只能用算法 5 赋值.

定理 5 � 在 CASE 3 中, 非对称的 G 图一定能有合

理的赋值.

证明: (略)

最后说明一点,

经过算法 5 的变换

后, G∗会不会蜕变为

CASE 2.首先 G 不可

能有三条含一对异

象限交叉点的 L= 4

的回路,否则在剖分

G时,可以将三对交

叉点集中在 G1 中,

使 G1的两个四元组

为# �型,这与 CASE 3前提矛盾.引理 9说明同象限的

两个交叉点如在同一条 L> 4的回路中,就能用算法 3.
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所以必须用算法 5 的 G 图,只能有一条 L = 4 的回路,

其中含一对交叉点.其余四个交叉点形成两个( 棍棒),
如图31所示.选择非交叉点 e1 , e 2后,实施算法 5变换,

G∗中的 e1∗和e 2∗与原有的一个交叉点又形成(棍棒) .当

剖分 G∗时, G1∗和G2∗中交叉点分布完全相同.

6 � 结束语
� � 混洗交换网络的可重排性是交换机的核心问题.本
文借助连接图和回路图的表示方法,交替运用图形分解

与图形压缩手段,直观地给出了 16 � 16的 7级 � 网络的

无阻塞路由解.虽然 16 � 16的可能置换数多达 21万亿,

但我们将置换归并成 5类,并提出了 5 种赋值算法.在

CASE 2和 CASE 3中,首要选择是算法 1和算法 3,算法 4

和算法 5并不适用于任何对称的 G图,它仅是算法 3的

补充和非对称图赋值的最后手段.实践证明,当非对称

图通过同解变换后都能变为对称图,实质上这是重新安

排交叉边或非交叉边在四元组中的配对.

如何借助于本文提出的分类思想和同解变换方

法,将赋值算法进一步推广到 n ∋5 的多级 � 网络中,

仍然是一个极富挑战性的课题.当 n ∋5后, 置换的分
类数量将会增大,此时需要寻找能递归的构造型算法,

才有可能证明(2n- 1)级混洗交换网络的可重排性.
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