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� � 摘 � 要: � 利用 GPS 确定星间相对位置,在无法得到精确的卫星相对运动动力学模型时, 事后处理一般采用最小

二乘方法,但实际应用时该方法采用的随机模型没有考虑实测GPS 数据的异方差、时间和空间相关特性. 为提高相对

定位精度,本文提出了一种利用样条函数模型进行迭代随机建模的相对位置确定方法,即先根据相对位置参数的连续

特性,建立基于样条表示的函数模型; 然后根据历元差分原理消除原始双差 GPS 观测量的时间相关性; 再利用

MINQUE 方法求解去相关 GPS观测量的方差�协方差分量, 最后利用 LAMBDA方法固定整周模糊度并确定相对位置.

实验仿真得到两个结论: ( 1)函数模型的样条表示不仅有利于消除动态条件下测量量的时间相关性, 而且能起到节省

参数、平滑噪声的作用, 因此可大大提高相对定位的精度; ( 2)在样条函数模型的基础上, 采用MINQUE 方法迭代随机

建模,能进一步提高相对定位精度.
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Abstract: � when GPS is used to determinate the inter�satellite relative position and the precise dynamic model of inter�satellite
relative movement cannot be obtained, the least square method is usually used in the post data pro cessing, but in practice, the

stochastic model used by LS method do not take into account the characteristic of heteroscedastic, space� and time�correlated of real

GPS measurements. In order to solve this problem and improve the po sitioning precision, this paper proposes a new relative position�

ing method, which first founds the spline function model based on the continuity of the relative position, then eliminate the time cor�
relation of GPS double�difference measurements based on epoch�difference theory, then uses M INQUE to solve variance�covariance

components of de�correlated GPS measurements iteratively , finally uses LAMBDA to fix the integer ambiguities and determinates the

relative po sition. The experiment simulation gets two conclusions: ( 1) spline function model can not only benefit eliminating time

correlation of GPS measurements in dynamic condition, but also improve the relative po sitioning precision greatly because of its

functions of saving the number of unknown parameters and smoothing noise; ( 2) the iterative stochastic modeling using MINQUE

method can improve relative po sitioning precision more based on spline function model.
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1 � 引言

� � 高精度的星间相对状态确定是卫星编队飞行的一

项关键技术, 是目前国内外研究的热点问题
[ 1, 2]

. 常用

的星间测量手段有激光、红外、无线电、可见光和 GPS

等,其中 GPS 以其全天候、全天时、测量不受信号覆盖

范围限制、能提供多种测量信息 (包括位置、速度和时

间)、测量设备体积小、重量轻等特点, 已成为大多数研

究人员关注的焦点
[ 3~ 5]

.

GPS用于高精度的星间相对状态确定,在无法得到

高精度卫星动力学模型的情况下,参数估计一般采用最

小二乘方法(简称 LS) [ 6, 7] . 通过建立函数模型 (描述测

量量与待估参数之间的关系)和与观测数据相对应的随

机模型(描述测量量的统计特性) , 最小二乘法可实现
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未知参数的无偏估计. 可见,函数模型和随机模型准确

与否是影响最终结果估计精度的关键.

GPS 技术发展至今,相对定位常用的函数模型可认

为已足够精确,而随机模型至今仍是阻碍定位精度提

高的一个难题.由于 GPS双差观测量受多种误差因素

(如残余的轨道误差、残余的电离层延迟误差、多路径

误差、天线相位中心误差和系统噪声等) 的影响, 而这

些误差由于本身所具有的复杂性,很难将其严格建模,

因此在参数估计时,必须进行随机建模 (即估计观测值

的协方差矩阵) .在工程应用中,为简单起见,随机建模

主要是基于假设: ( 1) 相同类型观测数据的方差相等且

相互独立; ( 2)不同历元观测数据对应的协方差矩阵相

等; ( 3)不具有时间相关性. 但大量的实测数据分析表

明: GPS 测量具有异方差、时间和空间相关特性
[ 8]

.由此

可见,传统随机模型与实际不符,进而可能导致参数估

计结果出现偏差.

为解决该问题并进一步提高相对定位精度, 作者

提出了一种利用样条函数模型进行迭代随机建模的相

对定位方法, 即先根据星间相对位置变化的连续特性

以及样条函数的局部支撑特性, 建立基于样条表示的

函数模型;然后再利用历元差分原理构造去相关矩阵,

消除 GPS双差观测量的时间相关性; 再利用最小范数

二次无偏估计 (简称MINQUE) 方法确定去相关 GPS 观

测量的方差�协方差分量,最后利用 LAMBDA 方法固定

整周模糊度并确定相对位置.

2 � 基于样条表示的函数模型

� � 高精度的星间相对定位通常采用 GPS 双差载波相

位观测方程,以双星编队为例, t 时刻其具体形式为[ 9]

��i ( t) = Ri (X ( t ) , t) - ��N i+ vi ( t) ( 1)

其中,上标 i 表示形成双差观测量的 GPS 卫星对; �为

载波波长; �为双差载波相位观测量; R为真实几何距

离对应的差分项; X( t ) = [ x ( t ) , y ( t ) , z ( t ) ]
T
表示第 t

个历元的相对位置矢量; N 为双差整周模糊度; v 为差

分后的 GPS载波相位观测误差,由于这里主要研究低

轨卫星的相对定位, 因此该项主要考虑与电离层延迟、

多路径效应误差、天线相位中心误差、相对论效应及观

测噪声等误差项.

由卫星运动的轨道动力学原理可知[ 10] , 卫星的空

间位置随时间连续变化,从而星间相对位置也是连续

变化的.根据函数逼近理论[ 11] ,一段时间内的卫星状态

参数可用基函数精确表示.图 1给出了利用标准 B样条

函数分段拟合高精度卫星轨道模型(包括 J40 项地球引

力场模型、大气阻力、日月引力、太阳光压以及固体潮

模型)产生的两颗编队卫星间相对位置的残差图.仿真

结果表明:只要节点数选择适当,利用标准 B样条可以

精确地表示星间相对位置.

由于与多项式样条函数相比, B样条基底具有局部

支撑等特性,可以保证在对数据进行最小二乘拟合时,

估计结构更加稳定,估计精度更高.因此本文采用等距

节点的 3次标准 B�样条基底.具体原理:对 j ( j = 1, 2,

3) ,状态矢量 X( t)中的三个分量分别用 3次标准 B�样
条函数表示,即

x ( t) =  
M

1
+ 2

k= - 1

bx
kB

t -  k
hx

y ( t) =  
M 2+ 2

k= - 1

b
y
kB

t -  k
hy

z ( t) =  
M 3+ 2

k= - 1

bz
k B

t -  k
hz

( 2)

令 != [ bx
- 1 , !, bx

M 1+ 2, by
- 1, !, by

M2+ 2, bz
- 1, !, bz

M3+ 2]
T,

并代入式( 1) ,则式(1)可转换为

��i( t ) = R i( !, t ) - ��Ni+ v i ( t ) ( 3)

式( 3)为非线性方程,通常先根据视线平行假设进

行线性化.下式给出了 m 个历元的线性化观测方程的

联合矩阵形式(假设此时间段两接收机的共视 GPS 卫

星不发生变化) :

li= Ai�x+ vi ( 4)

式中, li= [ ��i ( 1) , ��i ( 2) , !, ��i ( m) ] T; x= [ !T, NT] T

为待估参数矢量,其中 N= [ N 1, N 2, !, N n] T ; Ai 为对

应于第 i 个 GPS卫星对的线性化设计矩阵; v i= [ vi ( 1) ,

vi (2) , !, v i ( m) ] .

假定两接收机的 GPS 共视卫星数为 n+ 1颗, 则可

形成 n 个双差 GPS卫星对,将其联立可得

L= A�x+ V ( 5)

式中 L= [ lT1, l
T
2 , !, lTn ] T; A= [ AT

1, A
T
2 , !, AT

n ] T; v=

[ vT1 , v
T
2, !, vTn]

T.

需注意:对于高精度的相对定位而言, 从式 ( 3)转

换到式( 4)过程中的线性化误差不可小视.实验表明,

当星间距离为 10km时, 100m的单点定位误差(考虑 SA
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影响)引起的线性化模型误差最高可达 2m,因此实际应

用时,需对其进行修正,具体的修正公式见文献[ 12] .

3 � 基于传统随机模型的参数 LS估计

� � GPS 测量误差的复杂性导致精确的随机建模过程

非常复杂,因此为简单, 通常作如下假设 (以下简称传

统随机模型) [ 13, 14] : ( 1)不同接收机接收到的同类观测

数据方差相等且相互独立; ( 2)不同时刻观测数据的方

差�协方差矩阵相等; ( 3)不具有时间相关性.假定载波

相位测量的方差为 ∀2,则观测矢量 L 的协方差矩阵 C

可表示为

C= # ! Im= ∀2�Q! Im ( 6)

式中,符号!表示 Kronecker积; # 为单个历元的协方差

矩阵; Q为与 # 对应的协因数矩阵(具体如式 ( 7) ) ; Im

为m ∀ m 维的单位矩阵.

Q=

4 2 ! 2

2 4 ! 2

∃ ∀ ∀ ∃

2 ! 2 4 n∀ n

( 7)

根据式(5)、( 6)表示的函数模型和随机模型,利用

加权最小二乘法进行参数估计,可得

� � � x̂ = [ AT( #- 1 !Im )A] - 1AT ( #- 1! Im) L

= [ AT( Q- 1! Im) A] - 1AT( Q- 1! Im) L ( 8)

v̂= L- Âx ( 9)

并且,由式(9)可得方差估计值

∀̂2=
v̂T( Q- 1 !Im ) v̂

f
( 10)

其中 f 为自由度.将式(10)代入 #= ∀2�Q,可得估计值

#̂ ,然后再用 #̂ 代替式 ( 8)中的 # , 可得与 x̂ 的协方差

矩阵

cov( x̂ ) = [ AT( #̂- 1 !Im )A ] - 1 ( 11)

4 � 随机模型的迭代估计

� � 由式 ( 8)和( 11)可知,估计值 x̂ 及其协方差矩阵

cov( x̂ )都与 # 即随机模型有关, 因此当随机模型不准,

就会导致待估参数的最终估计结果出现偏差. 传统的

随机模型是基于方差相等、不存在时间相关性等条件

构造出来的, 虽然从过程上有效地降低了随机建模的

难度,但与实际情况显然不符, 因此, 进一步提高相对

定位精度需建立准确的随机模型.

4�1 � 方差分量估计的 MINQUE方法

从数学上讲,随机建模也就是确定观测量的协方

差矩阵.目前,常用的方法是最小范数二次无偏估计法

(简称MINQUE) .下面简单介绍该方法的基本原理.首

先,将双差 GPS 载波相位观测量 L 的协方差矩阵 C表

示为线性函数

C= P
- 1

=  
k

i= 1

∀iTi ( 12)

式中 P为权矩阵; ∀i 为协方差矩阵 C 中的方差�协方差
分量; k 为 C中方差�协方差分量个数,由于 C 关于主

对角线对称,因此 k= n( n+ 1) / 2; Ti= diag( Tij ) ( j = 1,

2, !, m)是与 %i 相对应的常系数矩阵,其中

T1i=

1 0 ! 0

0 0 ! 0

∃ ∃ ∀ ∃

0 0 ! 0

, T2 i=

0 0 ! 0

0 1 ! 0

∃ ∃ ∀ ∃

0 0 ! 0

,

T2i=

0 0 ! 0

0 1 ! 0

∃ ∃ ∀ ∃

0 0 ! 0

, T ( n+ 1) i=

0 1 0 ! 0 0

1 0 0 ! 0 0

0 0 0 ! 0 0

∃ ∃ ∃ ∀ ∃ ∃

0 0 0 ! 0 0

0 0 0 ! 0 0

,

T( n+ 2) i=

0 0 1 ! 0 0

0 0 0 ! 0 0

1 0 0 ! 0 0

∃ ∃ ∃ ∀ ∃ ∃

0 0 0 ! 0 0

0 0 0 ! 0 0

, Tki=

0 0 0 ! 0 0

0 0 0 ! 0 0

0 0 0 ! 0 0

∃ ∃ ∃ ∀ ∃ ∃

0 0 0 ! 0 1

0 0 0 ! 1 0

,

由最小范数二次无偏估计(MINQUE)理论可知[ 15] ,

∀i 的线性函数 g 1∀1+ g 2 ∀2+ !+ gk∀k 的最小范数二次

无偏估计为二次型函数 LTML, 其中矩阵 M 可通过解

如下带约束的矩阵最小迹问题得到:

Tr{ MCMC} = min ( 13)

其中

MA= 0

Tr{ MTi } = g i

( 14)

其中 Tr(�)表示矩阵求迹.基于式(13)和(14) ,协方差矩

阵 C中的方差�协方差分量 ∀i 可用下式估计:

∀̂= [ ∀̂1, ∀̂2 , !, ∀̂k]
T= S- 1q ( 15)

式中 S= { sij = Tr{ RTiRTj } } ; q = { q i= LTRTiRL} ; R=

P [ I- A( A
T
PA)

- 1
A

T
P ] .

由上面的分析可知,方差分量的估计 ∀̂与权矩阵

P有关,而 P= C- 1, 因此在求解时,需采用迭代的方

法,具体的迭代格式为

∀̂j + 1= S- 1( ∀̂j ) q( ∀̂j ) , � j = 0, 1, 2, ! ( 16)

4�2 � 消除 GPS双差观测量的时间相关性

上述MINQUE方法只能用于不具有时间相关性的

协方差矩阵分量估计.因此若利用该方法得到与实际

情况相吻合的随机模型,须先消除 GPS 双差观测量的

时间相关性.由文献 [ 8] 可知, 双差 GPS 载波相位测量

的时间相关性可用一阶Markov过程近似描述

v( t) = &�v( t- 1) + u( t ) ( 17)
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式中, v( t- 1)、v ( t )分别表示历元 t- 1和 t 的双差观

测列矢量 ( n ∀ 1 维) ; u( t )为随机变量,满足 E[ u( t )�
u(  ) T] = 0( t #  )和 E[ u( t )�u( t )T ] = ∋ ; &= { &ij } ( i,

j = 1, 2, !, n)为 n ∀ n 维的相关系数矩阵,其中 &ii表示

与第 i 个卫星对有关的 GPS双差观测量的时间相关系

数; &ij表示与第 i 个和第 j 个卫星对有关的 GPS双差观

测量间的互时间相关系数.

消除如式(17)的时间相关性,通常采用相邻历元差

分法(限于篇幅,具体不再赘述 ) .假设利用该方法得到

的去相关矩阵为 G,将其同时作用式( 5)的两端,可得

#L= ∃A�x+ u ( 18)

式中 u为白噪声,满足 E[ u�uT ] = ∋ ! Im; #L = GL ; ∃A
= GA,其中

G=

G11 G12 ! G1n

G21 G22 ! G2n

∃ ∃ ! ∃

Gn1 Gn2 ! Gnn nm ∀ nm

( 19)

其中

Gii=

!ii 0 0 ! 0 0

- &ii 1 0 ! 0 0

0 - &ii 1 ∀ 0 0

∃ ! ! ∀ ∃ ∃

0 0 0 ! 1 0

0 0 0 ! - &ii 1 m ∀ m

,

Gij=

!ij 0 0 ! 0 0

- &ij 0 0 ! 0 0

0 - &ij 0 ∀ 0 0

∃ ! ! ∀ ∃ ∃

0 0 0 ! 0 0

0 0 0 ! - &ij 0 m ∀ m

� ( i # j ) .

其中

B=

!11 0 ! 0

!21 !22 ! 0

∃ ∃ ! ∃

!n1 !n2 ! !nn n ∀ n

( 20)

矩阵 B可通过以下三个步骤得到:

(1)利用关系式 #= &#&T+ ∋ 解算得到 Vector( # )

= ( I- &! &)- 1Vector( ∋ ) , 其中操作符 Vector(�)是将

矩阵按行排列成矢量;

(2)Cholesky分解矩阵 ∋ 和 # ,得到下三角矩阵 H1

和 H2,其中 ∋ = HT
1H1 , #= HT

2H2;

(3)由条件 B#BT= ∋ ,可得 B= H1H
- 1
2 .

4�3 � 时间相关系数矩阵的估计
从上面的分析可知, 矩阵 G与时间相关系数矩阵

&有关,而 &的真实值是未知的,因此需对其进行估计.

估计 &要用到真实的残差量, 但实际的残差是不可能

知道的,因此只能利用式 ( 9)得到的残差估计值进行初

步估计.首先,由式( 17)可得

v̂ i ( t2)

v̂ i ( t3)

∃

v̂ i ( tn)

=

v̂( t2)

v̂( t3)

∃

v̂( tn)

�&i+

ui ( t2)

ui ( t3)

∃

ui ( tn)

( 21)

式中 i= 1, 2, !, n ; &i 为矩阵&第 i 行元素的列矢量表

示.因此为了确定矩阵 &,共有 n 个与式( 21)类似的方

程,将其联立可得

Eb= EaVector( &) + u ( 22)

其中 Ea = diag ( E1, E1 , !, E1) ; Eb = [ ET
21 , ET

22, !,

ET
2n]

T; E1= [ v̂( t 2)
T , v̂ ( t 3)

T, !, v̂ ( tn)
T] T; E2i= [ v̂ i ( t2) ,

v̂ i ( t 3) , !, v̂ i ( tn) ] T.

式( 22)利用加权最小二乘法进行估计,可得

Vector( &̂) = [ ET
a( ∋

- 1 !Im- 1) Ea]
- 1ET

a( ∋
- 1 !Im- 1) Eb

( 23)

4�4 � 随机模型的迭代估计
由前面的理论分析可知,协方差矩阵 ∋ 必须通过

迭代的方式进行估计,具体的实施步骤为:

∃利用样条函数拟合原始 GPS 载波相位测量量,

将其所得残差量的方差作为 ∀2的初始值;

%基于传统的随机模型(如式( 6) ) ,分别利用式( 7)

和( 8) ,得到未知参数和残差的估计值;

&利用式( 6)、(10)得到协方差矩阵的估计值 #̂ ,并

令 ∋̂ = #̂ ;

∋利用式( 23)得到时间相关系数矩阵估计值 &̂;

(基于前面得到的 ∋̂ 和 &̂,利用式( 19)、( 20)构造

去相关矩阵 G,并得到去相关 GPS 双差观测量 I ;

)利用MINQUE方法估计 #L的协方差矩阵 ∋̂ ;

∗利用MLS 方法得到未知参数的浮点解 x̂= [ ∃AT

( ∋̂- 1!Im) A]
- 1∃AT

( ∋̂ - 1 !Im ) #L ;

+利用 x̂ 及式(8) ,得到新的残差矢量 v̂;

,检测相邻两次迭代过程中矩阵 &̂、̂∋ 各元素的

变化量,若变化量满足一定的精度,停止迭代; 否则返

回步骤∋,重新进行计算.

5 � 相对位置参数的确定

� � 迭代随机建模完成后,可得到未知参数的浮点解.

为了得到相对定位的最终结果,还需固定双差整周模

糊度.这里采用经典的 LAMBDA方法[ 16] .该方法主要包

括去相关、构造搜索空间以及整周模糊度的搜索等三

个步骤.首先,由前面的过程可获得双差整周模糊度 N

及样条系数 !的浮点解及相应的方差�协方差矩阵:
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N̂

!̂

QN̂ QN̂!̂

Q̂!N̂ Q!̂

然后,再采用 Z变换去相关

z= ZTN , ẑ = ZT N̂ , Qẑ = ZTQN̂Z ( 24)

去相关后,可构造如下双差模糊度的搜索空间:

( ẑ- z )TQ- 1
ẑ ( ẑ- z ) − (2 ( 25)

利用上式搜索可得到一个最优的整周模糊度矢量,然

后利用式(24)将此模糊度作反变换,就得到真实的整周

模糊度(记为 N) .再利用

!= !̂- Q̂!N̂Q
- 1
N̂ ( N̂- N)

Q!= Q̂!- Q̂!N̂Q
- 1
N̂ QN̂!̂

( 26)

对 !̂和Q!̂进行修正,从而得到参数 !的最终估计值 !

和方差�协方差矩阵Q!.

最后,将估计值 !代入式 ( 2) ,就可得到任意时刻

的星间相对位置.

6 � 数值仿真与分析

6�1 � 观测数据的仿真
为了验证算法的有效性, 给定参考卫星的轨道根

数( 7000km, 0, 97., 0., 0., 0.) ,利用文献 [ 17] 中的方法得

到具有绕飞半径为 20km的双星空间圆编队,然后利用

作者所在实验室自行研制的软件模拟产生 GPS 观测数

据.在仿真过程中,为了尽可能真实地再现空间环境对

GPS 测量的影响,对影响低轨空间环境下 GPS测量的各

类误差(主要包括电离层延迟误差、多路径误差、相对

论效应误差、天线相位中心误差、内时延误差以及观测

噪声误差等)进行了建模,其中具体采用的模型详见参

考文献[ 18] .另外, 在相对定位过程中,还需要 GPS 卫

星的位置和速度信息,而这些信息包含在星历数据中,

因此在仿真过程中,也对 GPS 星历误差 (这里主要是考

虑精密星历)进行了建模.

6�2 � 仿真结果与分析
整个仿真过程采用的数据段时间长度为 100s,采

样周期为 1s,蒙特卡罗仿真 100次.

( 1)函数模型样条表示的优越性

新方法根据相对位置的连续特性,将传统的相对

定位函数模型用样条函数表示(简称样条函数模型) ,

不仅有利于消除动态条件下 GPS 双差观测量的时间相

关特性,而且还可提高相对定位的精度, 具体原因有:

1)样条函数模型在给出测量量与待估参数几何关系的

同时,还考虑了待估参数的运动信息; 2) 利用样条表示

相对位置参数,可以节省待估参数的个数,并且联解的

时刻越多,节省的参数个数也越多; 3)样条模型可以平

滑噪声.就其频域特性而言,样条拟合相当于一个低通

滤波器,可以有效地保留低频状态的信号, 而滤掉高频

状态的噪声,从而大大提高估计精度.表 1给出了基于

传统的随机模型, 分别利用传统函数模型和样条函数

模型的相对定位结果.从中可看出:采用样条模型, 相

对定位精度大致提高了 4~ 5倍.

表 1 � 两种函数模型对应的相对定位精度

∀x / mm ∀y / mm ∀z /mm ∀/mm

传统函数模型 26. 4 30. 3 14. 9 42. 9

样条函数模型 3. 86 7. 31 3. 68 9. 05

� � ( 2)迭代随机建模的优越性

基于样条函数模型,表 2给出了利用三种随机模型

(即传统的随机模型、修正的传统随机模型以及本文的

迭代随机模型)得到的相对定位结果,其中修正的传统

随机模型是在传统随机模型基础上考虑了 GPS双差观

测量的异方差性.

表 2 � 不同随机模型对应的相对定位精度

∀x / mm ∀y / mm ∀z /mm ∀/mm

传统的随机模型 3. 86 7. 31 3. 68 9. 05

修正的随机模型 4. 54 6. 47 2. 94 8. 43

本文新方法 2. 92 6. 38 1. 84 7. 25

� � 从表 2可看出:由于传统随机模型在建立过程中假

设条件过于理想化,因此相对定位的精度最差;而当在

传统随机模型的基础上, 考虑各接收机测量数据的异

方差性,因此定位精度大约提高了约 7% ; 而利用本文

提出的方法, 在随机建模的过程中进一步考虑了时间

相关噪声,定位精度大约提高了 20% .注意:表 1 和表 2

中 ∀= ∀2x+ ∀2y+ ∀2z .

7 � 结束语

� � 卫星编队飞行是目前国内外航天领域研究的热

点,其中星间相对位置的高精度确定又是其工程实现

的一个关键问题. 为解决该问题并基于实测 GPS 观测

量的异方差、时间和空间相关性, 提出了一种基于样条

函数模型的迭代随机建模方法. 实验仿真表明:与传统

LS方法相比,新方法能大大提高相对定位精度.
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