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重量分布式约束的 ＬＤＰＣ码性能研究
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摘 要： 本文对“重量分布式约束的码集合内码性能”这一命题进行了初步研究，分别得到了码集合性能的上限

和下限，本文给出了性能下限码的ＦｉｌｌＳｈｉｆｔ构造方法，而且由ＬＤＰＣ码校验矩阵不变性可以对ＬＤＰＣ码的校验矩阵作必
要的初等变换，这样可以在保持码性能不变的前提下降低编码复杂度和实现系统编码；此外，还可以利用该性质加强

对重要信息符号的差错保护．
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１ 引言

ＬＤＰＣ（ＬｏｗＤｅｎｓｉｔｙＰａｒｉｔｙＣｈｅｃｋ）码是一种线性分组
码，由Ｇａｌｌａｇｅｒ在１９６２年提出［１］．１９９６年，ＭａｃＫａｙ和Ｎｅａｌ
的研究表明：采用 ＬＤＰＣ长码可以达到 Ｔｕｒｂｏ码同样的
性能［２］．而最近的研究表明，被优化了的非规则 ＬＤＰＣ
码能得到比 Ｔｕｒｂｏ码更好的性能［３］．

文献［４］指出，在同一重量分布式约束的码集合内，
会有较多的具体码型，这些码的性能各有差异，并且进

一步提出了一个猜测：在码集合内，平均环长较长的码

型应该有较好的纠错性能．本文对这一命题进行了初步
研究，得到了初步定性结论：密度进化理论可以得到重

量分布式约束的 ＬＤＰＣ码性能的理论上限；本文给出的
填充移动法（ＦｉｌｌＳｈｉｆｔ）可以得到该码集合的性能下限；
对校验矩阵做初等矩阵变换得到的 ＬＤＰＣ码性能保持
不变．下面将对这些结论进行阐述．

２ ＬＤＰＣ码校验矩阵的重量分布式表示

采用重量分布式来描述 ＬＤＰＣ码的校验矩阵．同一
类 ＬＤＰＣ码校验矩阵的列重量分布可以用分布式表示
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为：

λ（ｘ）＝∑
ｄｖ

ｉ＝２
λｉｘｉ－１ （１）

式中λｉ表示重量为ｉ的列的重量在矩阵中所占的分量
比，ｄｖ为矩阵中列重量的最大值．同样，同一类 ＬＤＰＣ码
校验矩阵的行重量分布式可以采用下式描述：

ρ（ｘ）＝∑
ｄｃ

ｊ＝２
ρｊｘ

ｉ－１ （２）

式中ρｊ表示重量为ｊ的行的重量在矩阵中所占的分量
比，ｄｃ为矩阵中行重量的最大值．

由重量分布式（１）和（２）所约束的 ＬＤＰＣ码集合中
包含数量众多的不同具体码型，码集合中的不同码型

的总量会在数十万甚至百万计，这些码型的性能是否

相同？下面将对这一问题进行分析．

３ 密度进化理论和重量分布式约束的 ＬＤＰＣ码集
合性能上限［６］

不失一般性，考虑由式（１）和式（２）约束的（ｄｖ，ｄｃ）
规则ＬＤＰＣ码，ｄｖ表示和信息节点连接的校验节点数
目，ｄｃ表示和校验节点连接的信息节点数目．在使用置
信传播译码算法情况下，信息节点和校验节点迭代地

传递判决信息，校验节点从与其连接的 ｄｃ－１个信息节
点处接收信息，将其处理后送给余下的另一个信息节

点，信息节点从与其连接的 ｄｖ－１个校验节点处接收信
息，将其处理后送给余下的另一个校验节点．

上述过程迭代 ｎ次后，信息节点根据这 ｎ次迭代
涉及的校验节点带来的信息对其约束的符号做出判

决．如果校验矩阵的Ｇｉｒｔｈ足够大，则这些校验节点互相
不重复，因此这些校验节点带给信息节点的信息是互

相独立的．如果编码分组足够长，根据中心极限定理，
对于几乎所有随机构造的 ＬＤＰＣ码和几乎所有的输入
来说，译码性能都逼近于理想状态下的译码性能，即 ｎ
次迭代后涉及的校验节点互相不重复条件下的性能．

定义 ｖ＝ｌｏｇ ｐ（ｙ／ｘ＝１）ｐ（ｙ／ｘ＝－１）为信息节点的输出消息，

ｕ＝ｌｏｇ ｐ（ｙ′／ｘ′＝１）ｐ（ｙ′／ｘ′＝－１）为校验节点的输出消息．根据置

信传播算法，有

ｖ＝∑
ｄｖ－１

ｉ＝０
ｕｊ （３）

ｔａｎｈｕ２＝∏
ｄｃ－１

ｊ＝１
ｔａｎｈ

ｖｊ
２ （４）

ｕ０是 译 码 器 接 输 入 消 息 的 判 决 似 然 比，服 从

Ｎ（２／σ２，４／σ２）的高斯分布．使用 ｍｕ、ｍｖ和ｍｕ０分别表示
ｕ、ｖ和ｕ０的平均值．那么，经过 ｌ次迭代后对于一个度
数为ｉ的信息节点有：

ｍ（ｌ）ｖ，ｉ＝ｍｕ０＋（ｉ－１）ｍ
（ｌ－１）
ｕ （５）

定义函数

（ｘ）＝ １－ １
４π槡 ｘ∫Ｒ

ｔａｎｈｕ２ｃ
－（ｕ－ｘ）

２

４ｘ ｄｕ{
１

（６）

在第 ｌ次迭代中，传递到校验节点的信息服从概率密度
分布：

ｆ（ｌ）ｖ ＝∑
ｄｖ

ｉ＝２
λｉＮ（ｍ（ｌ）ｖ，ｉ，２ｍ（ｌ）ｖ，ｉ） （７）

通过式（７）可以得到：

Ｅ ｔａｎｈｖ
（ｌ）[ ]２ ＝１－∑

ｄｖ

ｉ＝２
λｉ（ｍ（ｌ）ｖ，ｉ） （８）

在第 ｌ次迭代中，度数为 ｊ的校验节点的输出为：

ｍ（ｌ）ｕ，ｊ＝－１（１－［１－∑
ｄｖ

ｉ＝２
λｉ（ｍ（ｌ）ｖ，ｉ）］ｊ－１） （９）

通过线性相加度数为２，３，…，ｄｒ的校验节点，可以得到

ｍ（ｌ）ｕ ＝∑
ｄｃ

ｊ＝２
ρｊ

－１（１－［１－∑
ｄｖ

ｉ＝２
λｉ（ｍｕ０＋（ｉ－１）ｍ

（ｔ－１）
ｕ ）］ｊ－１）

（１０）
至此，我们可以得到由式（１）和式（２）约束的 ＬＤＰＣ

码的性能上限的定义：ｓ ＝ｍｕ０ ＝ｉｎｆ（Ｒ
＋），Ｒ＋满足

ｍ（ｌ）ｕ→∞当 ｌ→∞，即 ＬＤＰＣ码能容忍的噪声方差上限
为２／ｓ．也就是说，由λ（ｘ）和ρ（ｘ）约束的全部 ＬＤＰＣ
码中，性能最好的码可以容忍的噪声方差上限为２／ｓ，
当方差低于这个门限时，只要迭代次数足够多，误码率

可以降低到任意低的数值．

４ ＦｉｌｌＳｈｉｆｔ构造法和码集合性能下限
本文中我们给出了一种构造由重量分布式约束的

ＬＤＰＣ码的算法，该算法给出了 ＬＤＰＣ码纠错性能的下
限，虽然我们无法给出解析的数学证明，但是可以通过

直观的分析来说明．
４１ ＦｉｌｌＳｈｉｆｔ构造ＬＤＰＣ码算法

ＦｉｌｌＳｈｉｆｔ算法思想是首先按照行重量分布式约束
条件，按照行重依次增大的顺序对校验矩阵的每一行

从左到右进行填充，这个过程结束后，则行重量分布式

的要求已经满足，但是却不符合列重量分布式的要求．
对于一个由重量分布如公式（１）、（２）约束的 ＭＮ的
校验矩阵，行重量分布式的填充如下：

Ｈｉ，ｊ＝０，１≤ｉ≤Ｍ，１≤ｊ≤Ｎ （１１）
当 ｉ＝２，３，…，ｄｃ时，
Ｈｘ，ｙ＝１，Ｍ（ρ２＋…＋ρｉ－１）＋１≤ｘ≤Ｍ（ρ２＋…＋ρｉ－１＋ρｉ）

１≤ｙ≤ｉ （１２）
不失一般性，下面我们看第列的移动过程，１≤ｉ≤Ｎ，

ｊ，满足
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Ｎ（λ２＋λ３＋…＋λｊ－１）＜ｉ≤Ｎ（λ２＋λ３＋…＋λｊ－１＋λｊ）
（１３）

则该列重量为 ｊ，算法思想是保持该列的后 ｊ个‘１’位置
不变，对于该列其他的‘１’则将其移动到它对应行的右
首第一个‘０’的位置，这样第 ｉ列就会满足列重量分布
式的约束条件，第 ｉ列的算法流程如图１所示．

ｚ＝Ｍ；
ｄｏｗｈｉｌｅ（ＨＭ，ｉ＋ＨＭ－１，ｉ＋…＋Ｈｚ，ｉ＜ｊ）｛ｚ－－；｝

ｆｏｒｌ＝１ｔｏｚ－１ｄｏ｛
ｉｆＨｌ，ｉ＝１｛

Ｈｌ，ｉ＝０；

ｋ＝ｉ＋１；
ｄｏｗｈｉｌｅＨｌ，ｋ≠１｛

Ｈｌ，ｋ＝１；

ｋ＋＋；
ｂｒｃａｋ；｝｝｝

图１ ＦｉｌｌＳｈｉｆｔ算法流程

需要指出的是，算法最后需要根据针对特定的重

量分布式做局部微小调整，如图４的右下角不规则部分
所示．可以看出，上述ＦｉｌｌＳｈｉｆｔ算法构造的ＬＤＰＣ码校验
矩阵是（１）、（２）约束的 ＬＤＰＣ码集合的子集，它的纠错
性能也反应了重量分布式约束的 ＬＤＰＣ码的特点．和高
斯逼近密度进化理论给出的性能上限不同，ＦｉｌｌＳｈｉｆｔ构
造方法给出了ＬＤＰＣ码集合的性能下限．虽然构造出纠
错性能低的码在实际应用中没有使用价值，但是对码

的构造有指导意义．
４２ ＦｉｌｌＳｈｉｆｔ构造算法的码纠错性能

这里我们把 ＦｉｌｌＳｈｉｆｔ构造算法的码性能和 ＰＥＧ方
法构造的码性能进行比较，可以得到比较明显的结果．
从图２可以看出，ＦｉｌｌＳｈｉｆｔ算法给出的３种码性能都很
低，远低于ＰＥＧ方法的纠错性能，并且也低于一般随机
码的性能，这里没有给出例子；此外，还发生了随着信

噪比的上升误码率不仅没有降低，而且出现了上升的

趋势，并且误码率始终处于一个比较高的水平上，这种

现象是很少见的．但是，这种 ＬＤＰＣ码和 ＰＥＧ算法构造

的ＬＤＰＣ码却同属于同一对重量分布式所约束的码集
合，这种现象可以借助影响 ＬＤＰＣ码性能的一个重要参
数环路来分析．

ＦｉｌｌＳｈｉｆｔ方法在构造 ＬＤＰＣ码的过程中没有考虑环
路这一重要参数，相反，这一构造方法产生了最大可能

的环路数目，如图 ４所示，而且这些环路都较短，长度
为４的占了很大的比重，当然，这些数目很难用有效的
数学手段来计算，但我们可以分别观察两个列填充、行

移动的校验矩阵的图，为了观察的方便我们这里进行

的是列填充（Ｆｉｌｌ）行移动（Ｓｈｉｆｔ），而不是４．１所述的行填
充列移动，但二者的原理是完全相同的，对于一个由

λ（ｘ）＝０．３ｘ２＋０．３ｘ３＋０．２５ｘ４＋０．１５ｘ７ （１４）

ρ（ｘ）＝０．５４ｘ
４＋０．４６ｘ５ （１５）

约束的５０６０的校验矩阵的列填充图、行移动分别如
图３和图４所示，二者中的黑点表示‘１’元素所在的位
置．
根据 ＬＤＰＣ码环路的
定义，该列填充后的

校验矩阵有最大可

能数目的长度为 ４
的环路，处于任意两

行（列）相同位置的４
个‘１’元素就构成一
个长度为４的环路，
不仅如此，还有大量

的长度为 ６、８等的
环路，还没有找到有

效的数学手段来证

明它的长度为 ４的
环路是最多的，但是

从直观上和 Ｇｉｒｔｈ的
定义可以理解这一

点．如图 ４所示，在
行移动后其环路会

大为减少，但其环路

数仍然保持非常大

的数量，不仅如此，如图示前３个校验式参与校验了前
５个信息位，而且 ３个校验式是相关的，而且这 ５个信
息位只有这３个校验式来约束．而３节中所述的高斯逼
近密度进化理论中假设不存在环路，图 ２中所涉及的
ＰＥＧ方法中环路实现了局部最大化，因此 ＦｉｌｌＳｈｉｆｔ算法
构造的 ＬＤＰＣ码的纠错性能最差也就得到了合理的解
释．

５ 校验矩阵不变性及其应用

对重量分布式和约束的校验矩阵做初等变换得到
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的具体ＬＤＰＣ码型数量极多，最多会有 Ｎ！个，我们在
实际应用中，需要的是一个具体的好码，而不是一个码

集合．的确，具体分析如此众多的码型纠错性能的差
别，其工作量是非常巨大的，我们这里分析其中的几个

有代表性的码型，来推测比较这些码型的性能．下面我
们选择４种重量分布有代表性的码型，分别是：文献［７］
定义的原始码、随机列变换码、列重量递增排列码和下

三角最大化码．
５１ 校验矩阵典型初等变换

变换后的校验矩阵在结构上和原始码相比有了很

大的变化，但是它们的重量分布式相同：

λ（ｘ）＝０．１７５ｘ＋０．４５ｘ２＋０．３７５ｘ５ （１６）

ρ（ｘ）＝ｘ
９ （１７）

因此它们服从于文献［４］提出的命题．
５２ 校验矩阵的性能比较

图５给出了３ａ／４码率 ＬＤＰＣ码３种典型初等变换
的性能比较，仿真采用ＡＷＧＮ信道，假定有理想的信道
估计、定时，无码间串扰．可以看出，包括原始码在内的
共４种码型有几乎完全相同的纠错性能，其他１８种码
率的ＬＤＰＣ码也有类似的结果，考虑到噪声的不完全随
机性和试验数据量的有限性，我们可以认为，校验矩阵

初等变换后得到的不同 ＬＤＰＣ码型有相同的纠错性能，
这与我们在试验之前的设想是一致的．

上述结论可以从ＬＤＰＣ码的纠错原理得到解释［１０］．
这可以给我们带来有益的启示．首先，我们可以对校验
矩阵作必要的变换，比如把校验矩阵变为下三角结构，

这种变换可以降低编码复杂度并能实现系统编码而没

有牺牲码的性能［９］．此外，我们可以根据列重不均匀的
校验矩阵列对应的信息符号差错概率不同这一点，把

校验矩阵进行初等变换，使重要的信息符号对应重量

较大的列，以便有更多的校验式对其进行约束，从而使

这些重要信息符号保持较低的差错概率［９］，比如卫星

传输过程中的一些控制、状态信息等．

６ 重量分布式约束的ＬＤＰＣ码的性能分类集合

由上面的３、４和５节可以看出，在同一个重量分布
式约束的 ＬＤＰＣ码集内，不同的码型之间的性能有可能
相同，也可能差别很大．性能相同的码型处于一个校验

矩阵初等变换得到的集合中，性能不同的码型则处于

不同的校验矩阵集合中．我们可以认为，由重量分布式
约束的 ＬＤＰＣ码依据性能可以划分成不同的很多个集
合，这些集合间的性能是不同的，决定性能高低的因素

就是环路分布和环路长度，而在同一个集合内部的不

同码型之间性能是相同的．因此在给定重量分布式的
条件下，寻找纠错性能高的 ＬＤＰＣ码集合，同时，对已得
到的码进行合理的矩阵初等变换，不仅可以实现系统

编码和提高对重要信息位的保护，还可以减少耗费资

源．
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