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摘 要 : 本文提出一种计算 LD PC 码的真实最小汉明距离的方法
.

该方法能够用来计算多种 1」) 1犯 码方案的真

实最小汉明距离
,

比如准循环 LDp C 码
、p i

一

旋转 LDpC 码等
.

该方法是通过计算码的环长间接地找到 LDpC 码最小距离
,

由于计算环长的计算量要远比直接计算最小汉明距离来得低
,

因而该算法能够在有限时间内找到 LD PC 码的真实最

小距离
.

通过仿真表明
,

用 目前主流的个人计算机利用该方法找出一个有最小距离拼 的码率为 1/4 的准循环 I J〕代 码

最小距离大概需要花 77 分钟
.
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1 引言

LD 咒 码被重发现川至今
,

已有十年左右时间了
,

而

研究其码的性能则引起越来越多的研究者的关注
,

目前

许多研究者也开始对中短码的性能研究产生兴趣 [z, 3〕
.

本文研究的重点是计算中短码的最小汉明距离
.

然而分

析真实的最小汉明距离是非常困难的
.

文献【3〕给出了

些短的山Pc 码最小汉明距离特性
.

错误脉冲法 [4j 最早

由 C
.

Be ~ 提出
,

用来计算 t u迁℃ 码 的 自由距离
,

文献

【5 1对它做 了些改进 以适合于 LD PC 码场合
.

错误脉冲

法是一种简单且有效的计算最小汉明距离的方法
,

但它

有一个最大的缺点是不能保证找到的最小距离一定是

真实的最小距离
.

文献「6] 给出一种非常好的能够找出
tu 而 码真实自由距离的方法

.

本文提出一种寻找某些 ID 代 码的真实最小距离

的方法
.

该方法要求这些 LD 代 码校验矩阵能够按行分

成两个子矩阵
,

且其中有一个子矩阵的列重 固定为 2
,

然后先通过计算列重为 2 的子矩阵的环长来找出所有

重量小于或等于该码的最小距离上限的码字
,

再验证该

码字是否也是该 LD PC 码的一个全局码字
,

直到找到所

有最小重量的码字
.

2 环长和序列重且关系

对于奇偶校验矩阵的列重只有 2 的 LD PC 码
,

环长

和汉明距离之间有如下关系
:

定理 I c 是一个校验矩阵列重为 2 的 LD 咒 码的
一个码字的充要条件是在该码的校验矩阵中

,

以
c
中所

有的
“ l ”

为变量节点一定能组成一个或多个环
.

这里
,

多环是指校验矩阵中存在多个互相不相连的单环
.

这吸

互相不相连是指每一个变量 节点或校验节点最多处在

一个单环内
.

证明 见附录
.

由定理 1
,

可以导出如下推论
:

推论 1 如果一个校验矩阵 H 中仅有一个列列重
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为 1
,

其他所有列列重都为 2
,

那么该 I D PC 码的所有码

字中
,

列重为 1 的列对应的比特一定为 0
.

证明 (反证法 )
.

假设 H 中列重为 1 的列对应的

比特为
“ 1”时是该码的一个码字

。 ,

则与该变量节点处

在同一个奇偶校验行的其他的
。 中

“ 1” 比特对应 的变

量节点必然有奇数个
,

这样在除去列重为 1 列之后剩余

的奇偶校验矩阵中一定不能形成环能够包含这所有节

点(奇数个节点 )
,

根据定理 】
,

因此在这剩余的奇偶校

验矩阵中不能存在任何码字
,

包括全零码字
,

所 以列重

为 1的比特只能为
“

0’’
.

利用定理 l
,

我们很容易通过找出奇偶校验矩阵列

重为 2 的 乙D尸C 码最小环长来确定最小汉明距
.

而对于

一般列重大于 2 的 乙D尸C 码则没有该性质
,

可是对于某

些 乙。尸C 码
,

我们可以将这些码的校验矩阵按行分成两

个子矩阵
,

其中一个是列重为 2 的子矩阵 H , ,

另一个是

剩下的子矩阵 H 2
.

这样通过计算 H ,
矩阵环

,

就可以确

定 H .
中的码字

,

如果它同时也是 H : 的码字
,

则该码字

就是全局的码字
,

即 H 的码字
.

这样只要找到同时是

H ; 和 从 的码字中最小重量的码字
,

那么就找到该码

的最小重量
.

为了方便下面的讨论
,

我们把 H ,
称为基

本矩阵
,

H :
称为辅助矩阵

.

3 环长的测 t 及优化

下面介绍一种简单的判断环的方法
.

该方法可以

用图 1来描述
:

所示
,

我们先找
。。
点到

。 :
点的一条路径

。。
” c0 ‘

。1
”

。 l
”

。2 ,

然后再找一条从
。。
点到

。:
点的路径 鞠~ c3 ~

内~
。2~

。: ,

如果这两条路径不重合
,

那么它们一定能

形成一个环
.

计算任意两个节点之间半环长为 g 左 的

半环的搜索空间为

4 n , (尸一 1) g /4 (2 )

同样
,

找一个长为 l 的半环
,

也可以将两个长为 l/

2 的半环通过首尾相连而成
.

这样
,

我们可以通过递归

的方法
,

由短的半环递归地寻找长的半环
,

最后再找出

所有整环
.

另外
,

对于某些特殊的 H 矩阵的环还具有如下一

个性质
:

定理 2 对于具有列重为 2 的校验矩阵的 ID咒
码

,

如果可以将这个校验矩阵按行分成两个列重都为 1

的子矩阵
,

则原来校验矩阵 H 的环长一定能被 4 整除
,

也就是说
,

该码一定没有奇重量的码字
.

证明 由于只有两层
,

所以校验节点到变量节点

只能从第一层到第二层或第二层到第一层
.

如果用校

验节点
一 > 变量节点

一 > 校验节点 一 > 变量节点
,

那么

节点所在层可这样表示 (假设从第一层开始 )
: 1 一 > l

一 > 2 一 > 2 一 > 1 一 > 1 一 >
·

一
> 2 一 > 2

,

最后一个节点

一定跟第一个节点处在不同的层
.

而为了满足这个要

求
,

环长必需是 4 的整数倍
.

假设我们要寻找有变量节

点
。。
参与的环

.

与
。。相连的校

验节点有 p 一 1 种可能
,

这里 p

为行重量
,

我们选择其中一个

校验节点
。。 ,

由于列重只有 2
,

那么与
。。相连的变量节点只 图 l 环的形成

有一个
,

用 。 ;
表示

,

那么与
。 : 相连的校验节点又有 户 -

1种可能性
,

假设我们选择的是
。, ,

与
。 ; 相连的唯一的

变
一

量节点为
。2 ,

依此类推
.

最后要使得这些节点形成

环
,

则最后一个校验节点 cj 一定要与第一变量节点 鞠

相连
.

使用该方法搜索出所有的环长为 g 的环的搜索

空间为

Z n (户一 l )
g 忍 ( l )

这里 n 为码长
,

由于上述方法搜索过程中每一个环都

被重复地搜索了 g 遍
,

如果去掉这种重复搜索
,

则搜索

空间就下降到 2 。 ( p 一 1 )‘左/ 9
.

该算法计算量与半环长成指数增长
.

因而当 p 比

较大时
,

所需的搜索空间比较大
.

下面介绍一种方法能

够有效地降低计算环长的计算量
.

这种方法只要计算

一半的环长
,

然后将两个半环组成一个环
.

比如
,

如图 1

4 几种 LD P C 码的最小距离测 ,

根据第二章的论述
,

为了能够使用上述方法
,

要求

LDPC 码的校验阵必须是能够按行分成两个子矩阵
,

并

且其中有个子矩阵的列重为 2
.

而某些实用的 ID 代 码

往往带有这种性质
,

比如某些准循环 山代 码
,

, 旋转

LD PC 码等
,

它们的校验矩阵都可以分解成我们需要的

形式
,

而且这些码都属于易编码的 LD PC 码
,

因此研究

它们的最小距离具有很强的应用价值
.

下面就介绍用

上述方法计算最小汉明距离的具体过程
.

第一步
,

将该码的校验矩阵上下分成两个子矩阵
,

其中一个矩阵 H , 列重为 2
,

作为基本矩阵
,

另外一个作

为辅助矩阵 从 ;

第二步
,

采用前述半环的方法找 出任意两节点长

度为 g 左 的半环并存储所有的半环
.

9 的初始值取 H ,

最小环长 ;

第三步
,

检验单环情况
.

将 g /2 长的半环拼成整环

并存储
,

并检验该环对应的码字是否也是 从 的一个码

字
,

如果是
,

则最小汉明重量就是当前环长的一半
,

即

g /2
,

记录下最小码字的个数 ;

第四步
,

检验多环情况
.

找出所有能使总环长为 g

的多环
,

并检验多环对应的码字是否也是 H : 的一个码

字
,

如果是
,

也记下最小码字数 ;
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距离
,

具体结果已列在表 1 中
.

衰 1 两个准循环 乙口尸C 码的最小距离
、

对应的码字数以及计算时间

7761219424362454577

码率 R

码长
n

最小距离而

最小码字个数 Am

计算时间 (分钟)
‘

二 C p U使用奔腾四处理器
,

主频为 ZGHz

4. 2 协旋转 L D P C 码
7t 一

旋转 ID Pc 码 [0] 是一种简单且易于硬件实现的

LD 代 码
,

该码的奇偶校验矩阵有一个非常简洁的形式
,

如下式所示
:

一...,lesesesesesesesesesJ

DABC7r7t兀兀DABC兀盯打兀DABC兀兀兀7rADBC7r兀兀兀0 0 L O

0ML I00 Ll0

11Mo
一

11
胜L

一一尸尸一一H

第五步
,

如果找到了最小码字
,

则停止
,

否则将环

长从 g 增加到g + 2
,

回到第二步
.

环的数 目是跟环长成指数增大的
,

因而当环长很

长时
,

存储这些环需要大量的存储空间
,

为了节省存储

空间
,

根据我们的经验
,

如果要计算 的码最小汉 明是

心
,

那么只要存储环长小于 心 的环和半环长小于心 /2

的半环就可以了
.

这是因为
:

当计算环长大于 嵘 并小

于 2心 的单环的时候
,

可以 用前面已经存储 的半环作

为四分之一环来组成半环
,

进而再组成整环
,

那么前面

存储的最长的半环为 氏 /2
,

就可以组成最长为 嵘 的半

环
,

和 2心 的整环
.

而检验多环情况时候
,

要组成最长

总长为 Zd 。

的多环
,

则如果其中一个环长大于 心
,

则其

他环的总环长就一定小于 心
,

这个大于 心 的单环可以

由半环实时地计算得到
,

而小于 心 的环可以直接到存

储区中取得
,

因而没必要存储长度大于 dm 的环
.

下面就具体介绍我们的方法分别在准循环 LD PC

码和 , 旋转 LD 代 码中的应用
.

4
.

1 准循环 L D PC 码

准循环 LD Pc 码最早由 Y
.

Ko u
等提出[v1

.

这类码的

基本的特点是它们的奇偶校验阵由许多循环子矩阵构

成的
,

因而具有准循环的特性
,

我们可以利用这个特点

进一步地将计算最小距离的复杂度降低到原来的 川
n

.

另外
,

由于准循环 LD 代 码能够找到定理 2 需要的

H , ,

因而还可以利用定理 2 来进一步降低计算量
.

作为例子
,

我们采用文献【s] 中介绍的第一类构造

法
,

选用参数如下
: t 二 9

,

m 二 1的
,

这样可构造出奇偶校

验矩阵为 1的 x ( 9 x l的 ) 的准循环 LD咒 码
,

选取其中

的 4 个循环矩阵
,

再利用行列分解方法进行列分解 [,]
,

分解后使每个循环子矩阵都是循环置换矩阵
,

然后再

选取其中的三层置换阵
,

这样就得到了一个列重为 3
,

行重为 4
,

码长为 4 36 和码率约为 1/4 的准循环 LDPC

码
,

它们的奇偶校验矩阵如下
:

I ( 0 )

I ( l )
I ( 4 5 )

I (0 )

I ( 12 )
I ( l以 )

I (0 )

I (35 )
I (49 )

I (0 )
-

I (”3’}
I ( 4 3 ) 刁

( 3 )

这里
,

I( i )
,

当 i 二 0 时
,

表示单位矩阵
,

当 i 尹 0 时
,

表示

将单位阵中每一个行向量都向右循环移 i 位后得到的

循环置换矩阵
.

同样方法
,

我们又得到一个列重为 3
,

行

重为 8
,

码长为 776 和码率约为 5/8 的准循环 LD 代 码
,

它们的奇偶校验矩阵如下
:

H 二

}
I (0 )
I ( l )

I ( 35 )

I (0 )
I (25 )

I (2 )

I ( 0)

I (43 )

I (50 )

I (0 )
I (8 )

I (86 )

I (0 )

I (6)

I ( 16)

I (0 )
I ( 53 )

I ( 12 )

I (0 )

I (研)

I (9 )

I ( 0)

I (48 )

I (31 )」

其中伊 是一个双对角方阵
,

护 是一个列重和行重都

为 4 的稀疏矩阵
,

其中
二, 是一个随机生成的L x L 的置

换矩阵
, 7r , 是 7r ,

方阵旋转 oo 度而成的
, 二。 是 二 , 沿与

前面相同方向旋转 卯 度得到的
,

而 二。是 二。
旋转 卯 度

得到的
.

将 H 按行分成两个等行长的子矩阵
,

去掉这两个

子矩阵中列重为 O 的列
,

然后将上半矩阵作为基本矩阵

H , ,

下半矩阵作为辅助矩阵 H : ,

那么这两个子矩阵的

右半矩阵列重都为 2
,

而 H I 的左半矩阵除了最后一列

的列重为 l 外
,

其他列列重都是 2
.

根据推论 1
,

H ; 的所有码字中最后一列对应的比

特一定都为 0
,

所以计算环时候
,

可以忽略掉这个比特
.

文献 [9 ]对 7r- 旋转 ID 此 码做 了进一步的优化
,

得到些

性能优异的 ID PC 码
,

下面将应用我们的方法找出该文

中几个优化的 卜旋转 LD 代 码的真实最小距离
,

具体结

果见表 2
.

衰 2 几种码率为 1瓜 的
二一

旋转 LDPC 码的最小距离
、

对应的码宇数

以及计算时间

码长
n l(X) 8 引又 2 4 8

最小距离 心 一8 14 12

最小码字个数 A m 16 16 麟

信息位数 。 2 2 2 /40
,

4 / 24 2

计算时间 (分钟 ) 13对 3 1

‘

x/ y 中
, : 是最小距离码字中信息位的个数

,
y 是信息位数 为

x 的

最小码字个数
.

r胜se
.

we
‘

.L

一一H

(4 )

下面就应用我们的方法找出这两个码的真实最小

5 数字结果

如果知道了一个码 的最小距离
,

那么应用联合界
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就能计算出近似的误码率或误帧率的下界
.

由联合界
计算近似误码率和误帧率公式如下 [6J :

二R 一

告
, , ·*

(办硫)
BER

一

告扒erfc (丫瓦嘎}

距离来
.

本文还给出了许多实际的例子
,

在这些例子

中
,

我们找到的最大的最小距离是 24
.

最后算出了这些

码的近似联合界并给出这些码的误码率和误帧率仿真

结果
,

结果说明联合界能够很好地反映了一个码的错

误平层性能
.

、.产、.了

6,
了了‘、

山

‘产、

针对上一章中给出的几种码
,

根据上式
,

我们计算

出了它们的近似误码率或误帧率
,

根据码的分类分别

被列在图 2 和图 3 中
,

为了与仿真性能比较
,

相应地在

图中也给出了这些码的误码率或误帧率的仿真结果
.

从结果可以看出
,

随着信噪比的增加
,

仿真结果不断地

逼近联合界算出的 BER 或几R
.

10 0 . 暇. 二二ee 一

一
一-

一
一

.

一
一

r口
召囚�

S I M 月= 4 3 6 月= 114

U B 月= 4 36 左= 114

U B 月二7 76 月= 5 18

S IM 月 = 77 6 双= 5 18

����

, O ZO L es se ‘

一
一一‘- - - ‘一一J

1 2 3 4 5 6 7 8

五岁刊岁d B

图 2 准循环 LD PC 码的 FE R 性能和近似联合界
.

其中
,

SIM 代表通过仿真得到的曲线
, UB 代表通过近似

联合界得到的曲线

~ 月~ 5 IM 月= l侧】8
- l 奋- U B ”二 100忿
- 刊卜一 S IM 月= 50 4

一奋- U B 月= 5 04

- 劝一 S IM 月= 24 8
- , 斗- [J B 月= 24 8

附录

定理 1 的证明

充分性 要使
c 是一个码字

, 。 需满足
c x H n 划业

= 0
,

H 为奇偶校验矩阵
.

如图 4 所示
,

由于环中所有参

与奇偶校验的变量节点个数都为偶数
,

说明环中所有

的变量节点做奇偶校验结果都为 0
.

又由于 H 的列重

只有 2
,

而 。
中

“ 1” 比特在 H 中对应的每个节点都处在

环当中
,

所以 c
中

“ 1 ”

比特对应所有节点奇偶校验结果

都为。
,

即 。 x H l l l仪12 二 0
,

所以 。 一定是一个码字
.

必要性 很显然
,

码字 c
中

“ 1 ”

比特在 H 中的所有

变量节点参与某一个奇偶校验的变量节点个数一定都

是偶数个
.

如果 c 的重量为 w ,

由于 H 的列重为 2
,

所以

总共就有 2 。 个变量节点参与奇偶校验
.

将这 2 。 个变

量节点对每个行按照行顺序分成 , 个段
,

每一段由 2 个

变量节点组成
.

随机地取其中一个节点作为起始的变

量节点
,

如图 4 中的 a 节点
,

然后沿行方向选该节点所

处的段中另一点作为下一个节点
,

而该节点在列方向

有唯一的一个变量节点与之相连 ( H 的列重为 2 )
,

而这

个新的变量节点在行方向又有唯一的一个节点与之相

连 (即与该变量节点处在一个段内的另一个节点 )
,

这

样经过一些节点最后一个节点一定是起点的变量节点
a 列相连

,

从而形成一个环
.

这是因为这样形成的路线

显然一定不会重合
,

而如果不会回到原点的话
,

这条路

线只能到某一节点终止
,

但这是不可能的
,

因为对于每

一个节点都一定有一个且唯一一个与之相连
,

因此必

然最终要回到原点
,

形成一个环路
.

如果这个环没有包

括了所有的码字中
“ 1 ”对应的节点

,

如图 4( b) 所示
,

则

再从这些剩余的节点中任选一个 (图中 b 点 )当作起始

点
,

与上一个环一样
,

他们必然会形成另一个环
,

而且

他们不会与前一个环重叠
.

如此下去则码字
C
中所有

,’l ”

比特对应的节点都最终会处在某一个环中
.

001砂洲尹俨沪产产

召囚山

1 2 3 4 5 6 7 8

E夕刊别dB

图 3 卜旋转 L DP C 码 B E R 性能和近似联合界

6 结论

本文提出一种利用计算环长来找某些 L D代 码 的

真实最小距离的方法
.

该方法要求这些 LDp C 码校验矩

阵能够按行分成两层
,

并且其中有一层的列重固定为 2

(少数列重为 1亦可 )
,

而许多实用的 ID代 码方案都具
有该特点

,

比如某些准循环 LD 代 码
,

, 旋转 LDPC 码

等
.

该方法通过计算列重为 2 的子矩阵的环长来找出所

有重量小于或等于该码的最小距离上限的码字
,

然后

再验证该码字是否也是该 LD PC 码的一个码字
.

由于计

算一个非常稀疏的校验矩阵中的某一环长的环所搜索

的空间远比直接计算一个码字所搜索的空间来得小
,

因而该方法能够在可接受的时间内找到相当大的最小

o }
。 : = { 0 1 -

f
o “

1呻ee
甲川

o ,

) fo
“

l刁月

卜 }冲叮甲 :}H= };斌
LI 0 0 0 卜- 刁 0 I J LI 0 0 0

图 4 奇侧校脸矩阵列重为 2 的 L D PC 码的环长与码字的关系

参考文献 :

川 D J C Ma c Ka y
,

R M N‘al
.

N‘叮 Sha nn o n l i而t pe rfo

~
of



第 6A 期 林灯生
:
几种 LDPC 码的最小汉明距离的计算 73

low de n s ity 甲 r ity c

hec k c侧眺〔J]
.

IEE E leC加n U tt
,

l 望拓
,

32

( 18 ) : IM5 一 1翻6
, .

[ 2 ] C Y 压
,

D R ro ie 币
,

1 E Te 】a tar
,

T J 斑cha 川so n ,

R L U比目水e
.

日幻1岭 le n
gth an al ysi s of 】ow

.

d ens i ty Pari ty
. c hec k c冈眺 on the

b ina 叮

~
c h出甘记 l〔J]

.

正EE Tr an s In fo n n T比幻口
,

J山犯

2 (X犯 48 (6 )
: 1570 一 1579

.

〔3 」L W七1
.

Se v e阁 户侧卿巾e s of s饭成 L DP C c浏e s 〔J〕
.

正犯E

T . In s
,

C侧m叮刊叮 ,

M a y Z仪”
,

52 (5 )
:
72 1 一 727

.

〔4 」c B e rr o u ,

5 v a to n ,

M J e 双月uel
,

C D心‘口耐
.

C o

呷
u tin g the

叮口刊旧山n di s恤nc e of 11n 已叮 c改七5 by the e n t 『 访甲川se IT 比th od

仁A〕
.

R
.

优 正王E G I曲al Te 】eC 0 n 万n u m c硕ons C o 创re re n c e 【C 〕
.

Tai pe i
,

Tai ~
:
正EE P re s s

.

2(X犯
,

2: 10 17 一 102 0
.

【5」x Y Hu
,

M P C F( 摇刃ri er
,

E
.

习e 刊贻d田
.

on the c o
呷

u ta ti o n

of the m j n ln l u l l l di s肠叮Ce of low- de ns ity 详幼 ty
,

c h e c k e司 e s

〔A 」
.

R lx Z(X抖 正E E In t C〕寸 O 滋助“苗c a 石呱 〔c 〕
.

玲万: ,

F 琦旧e e :
正EE P re ss ,

2(X 抖
,

2 : 767 一 77 1
.

【6〕R G aJ 吧 llo
,

P 巧erI ~
,

5 Be ne 山tt o
.

C O州四山唱 the fi 锐 dis
-

加旧C e of tu代幻 c仪允 s an d se ri all y c o n c a te几山记 c 仪七s wi th ln te r -

le

~
: ai gon 止川1 5

and al 甲li c a ti o ns 〔J]
.

正EE J Sel ect A re aS

C o n n n Un
. ,

M a y Z(X) 1
,

19 ( 5 ) : 8 (X) 一 81 2
.

[7 」Y K o u ,

s Lin
,

M F( 男so ri e r
.

LO w .

山拙ity 详的ty
一 cheC k c倒眺

加犯d on 俪 te g 为Ine 幼es a l
.

ed i“力ve ry and ~ 记s ul ts[ J〕
.

正E E T r田” 功加n n
.

T饭泊ry
,

N o v
.

2(X) 1
,

47 (7)
: 27 11 一 27 36

.

【5] B A l n n l ar
,

B H o n
脚

,

Y K劝u ,

J xu
,

s 饰
,

C “招trU c ti朋 of lo w ‘

山璐ity p a n 诊 c

hec k c 以允s 加歇沮 on b目田℃ed 泳翔nP le te bl oc k

des igns 【J〕
.

正E E T rar 巧 玩允助 们比叼
,

JUne Z仪”
,

50 (6 )
: 125 7

一 1268
.

【9」R Ec h ar d
,

5 C C卜m g
.

块
51, ~ 由份

.

ti ons l‘己in g to 此 由
-

ve lo脚叱n t of g以月 兀 一

m 切石on LD p C c以坛s【J]
.

正EE Q 爪叨Un

L亡 tt
,

油y
,

2创)5
,

9( 5)
:
科7 一 材9

.

作者简介
:

林灯生 男
,
197 4 年 8 月生 于福建省连江

县
.

1卯8 年获电子科技大学电子工程专业学士

学位
.

2(X又 年获电子科技大学通信与信息系统

专业工学硕士学位
,

目前在电子科技大学通信

抗干扰技术国防重点实验室攻读博士学位
.

主

要研究方向为信道编码
.

E 一“遮 . 1: 1i n ds @ u es t c
.

曰u
.

cn

李少谦 男
,

四 川成都人
,

教授
、

博士生导

师
,

电子科技大学通信抗干扰技术国家级重点

实验室主任
,

国家 肠3 计划通信主题专家组成

员
,

主要研究方向为扩频通信
、

移动通信等
.

E .

侧j l :
晰@ u

喊
。

.

曰u
.

cn


