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� � 摘 � 要: � 本文从语构理论入手,在经典二值命题逻辑系统中给出公式的语构真度的概念, 从两个不同的角度给

出语构真度的等价刻画.给出语构真度的实例, 说明原来在语义下的真度是语构真度, 并且由语构真度诱导的相似度

和伪距离具有语义下相似度和伪距离的基本性质. 给出 ��相容理论的概念, 指出 ��相容理论和相容理论的内在关系.
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Abstract: � From the syntactical point of view, the concept of the syntactic truth degree of formulas is proposed in two�valued
propo sitional logic sy stem. Two equivalent depiction theorems about syntactic truth degree are introduced. Examples of syntactic

truth degree illustrate that the original truth degree from semantics is a special syntactic truth degree. It is pointed out that the simi�
larity degree and pseudo�metric induced by syntactic truth degree possess respectively the basic properties of similarity degree and
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1 � 引言

� � 对逻辑公式的程度化一直以来是众多学者关注的
焦点[ 1~ 9] ,文献[ 3]针对模糊命题逻辑系统给出公式的

积分真度理论,而且积分真度理论也适用于其他模糊逻

辑系统,比如模糊命题逻辑系统 L* .以积分真度理论

为基础文献 [ 10, 11]给出并讨论了逻辑度量空间, 文献

[ 12~ 14]讨论了理论相容度问题.此外,针对二值命题

逻辑公式,文献[ 4]给出一种合理的程度化方法,以此确

立了二值命题逻辑公式的真度理论,并给出公式间的相

似度和伪距离, 实现了公式集 F( S)的度量,为在二值

命题逻辑系统中实现近似推理提供了一种理论框架.近

期王国俊教授将这一理论的研究成果系统地编著成计

量逻辑学[ 15, 16] ,将数值计算有机地结合到数理逻辑中,

为数理逻辑的发展开辟了新的道路.

以上关于逻辑公式的程度化方法都是从语义角度

入手的,不妨称之为语义程度化方法.我们知道,一个好

的逻辑系统的语义和语构应该是和谐的, 即,应该有完

备性定理成立.既然基于语义理论可以实现逻辑公式的

程度化,那么一个自然的问题就是是否可以从语构的角

度给出逻辑公式的程度化,从而从语构的角度对计量逻

辑有新的发展? 我们正是基于这一考虑,在二值命题逻

辑系统 L中提出语构真度理论,给出逻辑公式的语构程

度化方法.限于篇幅关系本文只讨论二值命题逻辑的情

形,而针对模糊逻辑和多值逻辑的相关讨论将在另文中

说明.

2 � 预备知识

2�1 � 语构理论
一个形式系统由字符表,公式集,公理集,推理规则

集四个部分组成.逻辑系统 L 是一个特殊的形式系统,

其字符表为: � , � , ( , ) , p1 , p2 , p 3,  , 其公式集 F ( S )

是由 S= { p 1, p 2 , p3 ,  }生成的( �, �)型自由代数.

L的公理集包含以下三种形式的公式:

( L1) A �( B �A ) .

( L2) ( A �( B � C) ) �( ( A � B) �( A �C) ) .
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� � (L3) ( �A � �B) �( B �A ) .

L的推理规则只有一条,即MP:从 A � B与A 推得

B.

L的证明是一个有限的公式序列 A 1, A 2,  , An ,这

里对每个 i ! n, Ai 是公理或者存在 j < i , k< i ,使 Ai 是

由A j 与Ak 运用MP推得的结果.这时 An 叫做 L中的定

理,上述过程叫 An 的证明. An 是定理可记为  A n .其

中, n 叫证明的长度.称定理的否定形式为可驳公式,下

文以 1表示定理,以 0表示可驳公式.

若  A � B且  B �A ,则称 A 与 B可证等价,记作

A ∀ B.在 L中引入记号 # , ∃ , 规定, A # B = �A � B,

A ∃B= � ( �A # �B) .

2�2 � 语义和计量逻辑理论
设( {0. 1}, � , �)是一个 Boole代数,其中

� 0= 1, �1= 0, 1%1= 1, 0%1= 1, 0%0= 1, 1%0= 0.

设 v : F( S) % { 0, 1}是映射,若 v 满足:

� � v ( �A ) = �v ( A ) , v (A % B) = v ( A ) % v ( B) ,

则称 v 为F( S)的赋值, v ( A )称作公式 A 的赋值.可以

验证 A , B & F ( S ), v ( A # B) = v ( A ) # v ( B) , v ( A ∃

B) = v ( A ) ∃ v ( B) .

若对任意赋值 v ,都有 v ( A ) = 1,则称 A 为重言式,

若都有 v ( A ) = 0,则称 A 为矛盾式.若对任意赋值 v ,都

有 v ( A ) = v ( B) ,则称 A 和B 是逻辑等价的,记作 A ∋
B.

在L中完备性定理成立, 即, A 是定理当且仅当A

是重言式,从而, A ∀ B 当且仅当A ∋ B.因此,判断某公
式是否是定理就只需判断它是否是重言式, 而判断重

言式是非常便捷的.下文提到的定理和可证等价的公

式都未给出语构上的证明, 但都可以通过语义得到验

证.

设 A= A ( p 1, p 2,  , pn)是 L中含有 n 个原子命题

的公式.  ( x1 , x2 ,  , xn) & { 0, 1} n ,令 A ( x 1, x 2 ,  , xn)
为分别以 x i 代替p i 之后所得的式子( i= 1, 2,  , n) ,如

果将保留下来的逻辑连接符 �, �分别理解为 Boole运

算符 �, � ,则 A ( x1 , x 2,  , xn) & { 0, 1} .这样就得到了

一个从 { 0, 1 } n 到 { 0, 1 } 的函数 A , 称其为由公式

A ( p1 , p2 ,  , pn)导出的 Boole函数.记 A- 1( 1) = { ( x1 , x2 ,

 , xn) & {0, 1}
n
A ( x1 , x 2,  , xn) = 1} , A

- 1
( 1) 为集

合 A - 1( 1)的元素个数. 则从计算概率的观点可以给出

公式 A ( p 1, p 2,  , pn)的真实程度 (或重言度)的如下刻

画:

定义 1[ 4, 15] � 设 A= A ( p 1, p 2,  , p n)是 L中含有 n

个原子命题的合式公式,则 A 的真度 �( A )定义如下:

�( A ) =
A - 1( 1)

2
n .

定义 2[ 15] � 设 A , B & F( S) ,令 �( A , B) = �( ( A �

B) ∃( B � A ) ) ,称 �( A , B)为公式 A 与 B 之间的相似

度.

有了相似度的概念, 便可在 F ( S)中引入伪距离.

 A , B & F( S ) ,令  ( A , B) = 1- �(A , B) ,则  为F( S)

的伪距离.

相似度和伪距离都有很好的性质(见文献[ 15] ) ,下

文将考虑更一般的相似度和伪距离,并证明它们保持

这里给出的相似度和伪距离的基本性质.

3 � 中公式的语构真度

定义 3 � 在二值命题逻辑系统 L中,设 �* : F( S ) � [ 0,

1]是映射,如果:

( K1) �* ( L) = 1,这里 L 为 L中的公理.

( K2) �* ( !A ) = 1- �* ( A ) , A & F( S) .

( K3) �* ( A �B) + �* ( A ) = �* ( B �A ) + �* ( B) ,

A , B & F( S) .
则称 �* 为 L 中 F ( S)的语构真度函数, 简称为 L 中

F( S)的真度.特别地,称 �* ( A )为L中公式 A 的�* �真
度.

为了和定义 1 中的真度区分,这里加了上标* ,在

不致混淆的情况下,下文将其简记为 �.

命题 1 � 设 A , B & F( S) , !, ∀& [ 0, 1] ,则

( 1)若 �( A ) (!, �( A �B) (∀,则 �( B) (!+ ∀- 1.

( 2)若 �( A ) = 1, �( A � B)= 1,则 �( B) = 1.

证明 � 注意到 A , 0 ! �( A ) ! 1,由( K 3)便直接得

到( 1) . (2)是( 1)的直接结果.

称命题 1 中(2)为 ��MP规则.则由( K 1)和 ��MP规

则以及( K2)立即得到如下

命题 2 � 设 A & F( S) ,则

( 1)若  A ,则 �( A ) = 1.

( 2)若 A 为可驳公式,即  �A ,则 �( A ) = 0.

推论 1 � 设 A & F( S) , !, ∀& [ 0, 1] ,则
( 1)若 �( A �B) (!, �( B �C) (∀,则 �( A � C) (

!+ ∀- 1.

( 2)若 �(A �B) = 1, �( B �C) = 1,则 �(A � C) = 1.

证明 � ( 2)是 ( 1)的直接结果,只证明 ( 1) . 由  ( A

� B) �( ( B � C) �( A � C) ) , �(A � B) (!以及命题 2

和命题 1 可知 �( ( B � C) �( A � C) ) (!+ 1- 1= !.由

�( B � C) (∀,再用一次命题 1 便得 �( A � C) (∀+ !

- 1= !+ ∀- 1.

称推论 1 中(2)为 ��HS规则.

命题 3 � 设 A , B & F( S) ,则
( 1)若 �( A �B) = 1,则 �( A ) ! �( B) .
( 2)若  ( A �B) ,则 �( A ) ! �( B) .

( 3)若 A ∀ B,则 �( A ) = �( B) .
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证明 � (2)是( 1)和命题 2的直接结果,而( 3)是( 2)

的直接结果,故只证明( 1) .若 �( A �B ) = 1,则由 ( K3)

知 �( A ) = �( B) + �( B �A ) - 1 ! �( B) .
命题 4 � 设 A , B & F( S) ,则

(1) �( A # B) + �( A ∃B) = �( A ) + �( B) .

(2)若{ A , B}不相容,即{ A , B}可推出可驳公式,则

�(A # B) = �( A )+ �( B) .

证明 (1)的证明如下(其中( A ∃B) ∀ �( B � �A )) :

� �(A # B) = �( �A % B) ( A # B= �A %B)

= �( B % �A )+ �( B) - �( �A ) ( K 3)

= �( B) + �( A ) - 1+ �( B % �A ) ( K 2)

= �( B) + �( A ) - �( �( B % �A ) ) ( K 2)

= �( B) + �( A ) - �( A ∃B) (命题 3( 3) )

即 �( A # B) + �( A ∃B) = �( A ) + �( B) .

(2)若{ A , B }不相容, 则 A ∃B 为可驳公式, 从而

�(A ∃B) = 0.由( 1)知此时 �( A # B) = �( A ) + �( B) .

定理 1 � 设 �: F ( S) � [ 0. 1]是映射. 则 �为 F( S)

的语构真度当且仅当以下条件对任意 A , B & F ( S )均
成立:

(K 1))若  A ,则 �( A ) = 1.

(K 2))若 A 为可驳公式,即  �A ,则 �(A ) = 0.

(K 3)) �( A # B) + �( A ∃B) = �( A ) + �( B) .

证明 � 必要性是显然的,为证充分性先证如下事实:

( K1)) , ( K 2)) , (K 3)) ! ( K2) , ( 1)

� (K 1)) , ( K2)) , ( K3)) ! 若 A ∀ B,则 �( A ) = �( B) .

( 2)

式( 1) 的证明. 由  A # � A ,  � ( A ∃ � A )和

(K 1)) , ( K2))知 �( A # �A ) = 1, �( A ∃ �A ) = 0. 故由

(K 3))知 �( A ) + �( �A ) = �( A # �A ) + �( A ∃ �A ) =

1,即得( K2) ,从而式( 1)成立.

式( 2)的证明.假设 �满足 ( K1)) , ( K2)) , ( K 3)) .若

 A � B,则  �A # B.由( K1))知 �( �A # B) = 1.又,

�( �A # B) = �( �A ) + �( B) - �( �A ∃B) ( K3))
= 1- �( A ) + �( B) - �( �A ∃B) 式( 1)

故 �( A ) = �( B) - �( �A ∃B ) ! �( B ) .同理, 若  B �

A ,则 �( B) ! �( A ) .由此便得式( 2) .
下证(K 1)) , ( K2)) , ( K3)) ! ( K3) .事实上,由
A � B~ �A # B, B �A~ �B # A 和式( 2)知

� � �(A %B) + �( A ) = �( �A # B) + �(A ) 式( 2)

= �( �A ) + �( B) - �( �A ∃B) + �( A ) ( K3))
= 1- �( �A ∃B) + �( B) 式( 1)

= �( �( �A ∃B) ) + �( B) 式( 1)

= �( B %A ) + �( B) 式( 2)

即得 K3.

此外, (K 1)) , (K 2)) , ( K3)) ! ( K1)是显然的.总之,
(K 1)) , ( K2)) , ( K3)) ! ( K1 ) , ( K 2) , ( K3)成立, 充分性

得证.

定理 2 � 设 �: F( S) � [ 0. 1] 是映射.则 �为 F( S)

的语构真度当且仅当以下条件对任意 A , B & F( S)均
成立:

( K1))若  A ,则 �(A ) = 1.

( K2∗)若  A % B,则 �( A ) ! �( B) .
(K3∗)若 { A , B} 不相容, 则 �( A # B) = �( A ) +

�( B) .

证明 � 必要性是显然的,由定理 1 知为证充分性

只需证明如下事实:

( K1)) , ( K 3∗) ! �( A ) + �( �A ) = 1,

从而( K1)), ( K 3∗) ! (K 2)) , ( 3)

( K2∗), ( K 3∗) ! (K 3)) . ( 4)

式( 3)的证明.由{A , �A )不相容,且  A # �A ,故

由( K1))和( K 3∗)知 1= �(A # �A ) = �( A ) + �( �A ) ,故

式( 3)中前半部分成立, 后半部分是显然的.下面提到

的式( 3)均指前半部分.

式(4)的证明. 由 ( K2∗)知, 若 A ∀ B, 则 �( A ) =

�( B) .又, { �A ∃ �B, �A ∃B}不相容,而 �A~ ( �A ∃
�B) # ( �A ∃B) ,故

�( �A ) = �( ( �A ∃ �B) # ( �A ∃B) )

= �( �A ∃ �B) + �( �A ∃B) . (K 3∗)
从而

� �( �A ∃B) = �( �A ) - �( �A ∃ �B)

= 1- �( A ) - ( 1- �( A # B) ) 式( 3)

= �( A # B) - �( A )

又, { �A ∃B, A ∃B}不相容, 而 B ~ ( �A ∃B) # ( A ∃

B) ,故

� �( B) = �( ( �A ∃B) # ( A ∃B))
= �( �A ∃B) + �( A ∃B) (K 3∗)

= �( A # B) - �(A ) + �( A ∃B) (已证结果)

即 �(A # B) + �( A ∃B) = �( A ) + �( B) ,也即( K3)) .这
就证明了式( 4) .

例 1 � 定义 1给出的二值命题逻辑公式的真度 �

是 L中 F( S )的语构真度函数.事实上不难验证 �满足

( K1)), ( K 2)) , (K 3)) (参见文献[ 4] ) ,由定理 1便知它是

语构真度函数.从 �的定义来看, 这种语构真度函数是

非常自然的,是内蕴的,故而称其为 L 中 F( S)的标准

真度函数.

例 2 � 设 v 是赋值, 则容易验证 v 满足 ( K 1)) ,

( K2)) , ( K3)) ,由定理 1 便知 v 为 F( S)的语构真度函

数,称其为平凡真度函数.

例 3 � 设 �为 L中 F ( S)的任一语构真度函数,取

公式 E & F( S) ,使 �( E) + 0.令 �): F( S) % [ 0, 1] 由下

式确定:
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�)( A ) =
�( A ∃E)
�( E)

则 �)也是 L中 F( S )的语构真度函数.事实上, �)显然
满足( K1)) , ( K 2)) .由 �为语构真度函数知 A , B & F
( S) ,有如下事实:

�(( A # B) ∃E) = �( ( A ∃E) # ( B ∃E) )

= �( A ∃E) + �( B ∃E) - �( ( A ∃E) ∃( B ∃E) )
= �( A ∃E) + �( B ∃E) - �( A ∃B ∃E) .

故 �( ( A # B) ∃E) + �( A ∃B ∃E) = �( A ∃E) + �( B

∃E) ,由 �)的定义便知 �)( A # B) + �)( A ∃B) = �)( A )
+ �)( B) .即 �)满足( K 3)) .由定理 1 知 �)是F ( S )的语

构真度函数.

注记 1 � (1) ( K 1) , ( K2 ), ( K3)中均未涉及定理和

可驳公式,亦没有涉及推理,只是针对 L 中的公理和一

般公式给出了定性地描述, 故从语构理论的角度实现

了公式的程度化.

(2) ( K1)) , ( K 2)) , ( K 3))紧扣 L 中 F ( S)的标准真

度函数的基本性质,其合理性和简洁性在实际操作和

应用中给我们带来了很大的便利,这一点从以上三个

例子的验证过程就能体现出来.

(3)( K1∗) , ( K2∗) , ( K3∗) 这三个条件正是概率逻

辑
[ 17]
的基本概念 (即概率真度 )的定义,这里给出真度

函数的这一等价刻画是为了便于在相近学科之间有所

沟通和比较.

命题 5 � 设 A , B & F( S) ,则
�( A ∃B) ! �( A ) ∃ �( B) ! �( A ) # �( B) ! �( A # B)

命题 6 � 设 A , B, Ai & F( S) , i= 1, 2,  , n .则
(1) �( A ∃B) (�( A ) + �( B) - 1.

(2)进一步, �( A 1∃A 2 ∃  ∃ An) (�( A 1) + �( A 2)

+  + �( A n) - ( n- 1) .

证明 � 由 ( K 3))知 �( A ∃ B) = �( A ) + �( B ) -

�(A # B) (�( A ) + �( B) - 1. 由归纳法结合 ( 1 )易证

(2) .

推论 2 � 设 A , B, Ai & F( S) , i= 1, 2,  , n .则
(1) �( A ) = �( B) = 1当且仅当 �( A ∃B) = 1.

(2)进一步, �( A 1) = �( A 2) =  = �( A n) = 1 当且

仅当 �( A 1∃A 2∃  ∃An) = 1.

对偶地可以得到

命题 7 � 设 A , B, Ai & F( S) , i= 1, 2,  , n .则
(1) �( A # B) ! �( A ) + �( B) ,

(2)进一步, �( A 1# A 2 #  # An) ! �( A 1) + �( A 2)

+  + �( A n) .

推论 3 � 设 A , B, Ai & F( S) , i= 1, 2,  , n .则

(1) �( A ) = �( B) = 0当且仅当 �( A # B) = 0,

(2)进一步, �( A 1) = �( A 2) =  = �( A n) = 0 当且

仅当 �( A 1# A 2#  # An) = 0.

4 � ��相容理论

� � 设 # ∀F( S) ,通常称 # 为系统 L 中的理论.从 #

到A 的一个推演是一个公式序列A 1, A2 ,  , A n ,这里
An= A ,且对每个 i ! n, A i 或者是 L 中的公理或者

Ai & # ,或者有 j < i , k< i ,使 Ai 是由A j 与Ak 运用MP

而得到的公式. A 叫做 #�结论, 或称 # 推出 A , 记作

#  A , n 叫推演长度.记 D( # )为 #�结论之集.从 # 的

定义容易得到如下结果:

命题 8 � 设 # 为理论, 则 #  A 当且仅当存在

A 1 , A 2 ,  , A n & #,使得{ A 1, A 2,  , An}  A .

定理 3(演绎定理) [ 15] � 设 # 为理论, A , B & F( S) ,

如果 # , { A }  B,则 #  A % B.
演绎定理的逆定理也成立.多次运用演绎定理和

其逆定理可得如下

命题 9 � 设 A1 , A 2 ,  , An & F ( S) , 则 { A 1, A 2,  ,
An}  A 当且仅当  A1 ∃A2 ∃  ∃An %A .

命题 10 � 设 # 为理论, A & F( S) ,则

#  A 当且仅当存在 A 1 , A 2,  , A n & #, 使得

 A 1∃A 2∃  ∃A n %A .

此外,若 # 能推出可驳公式则称 # 是不相容的,否

则称 # 是相容的.由以上命题可得

命题 11 � 设 # 为一理论, 0是可驳公式,则

( 1) # 不相容当且仅当存在A 1, A 2,  , A n & # ,使得

 A 1∃A 2∃  ∃A n %0.
( 2) #= { B1 , B2,  , Bm}不相容当且仅当 B1∃B2∃

 ∃Bm 是可驳公式.
设 # 是理论, �为 F ( S )的语构真度.若  A & # ,

�( A ) = 1,则称 # 为��相容理论,简记为 �( #) = 1.下面

给出 ��相容理论在推理下的和谐性.
定理 4 � 设 # 是理论. 若 # 为 ��相容的, 则 D( # )

也为 ��相容的.
证明 � 任取 A & D ( # ) , 则由命题 10 知存在 A 1,

A 2,  , An & # ,使得  A 1 ∃A 2 ∃  ∃An % A .故 �( A 1 ∃

A 2∃  ∃An) ! �( A ) .而 �( # ) = 1,故 �( A1) = �( A 2) =

 = �( An) = 1,由推论 2 ( 2)知 �( A 1 ∃A 2 ∃  ∃An) =

1,故 �( A ) (1.再由 �的定义便知 �( A ) = 1.由 A 的任

意性知 �( D ( #) ) = 1.

定理 5 � 设 # 是理论.若 # 是 ��相容的,则 # 一定

是相容的.反过来,若 # 是相容的,则存在 F( S)的真度

函数 �使得 # 是 ��相容的.
证明 � 先证明本结论的第一部分. 若 # 不相容,由

命题 11(1)知存在 A 1, A2 ,  , An & #, 使得  A 1 ∃A 2 ∃

 ∃An %0.故 �( A 1∃A 2∃  ∃A n) ! �( 0) = 0,故 �( A 1

∃A 2 ∃  ∃ An ) = 0. 而 A1 ∃A 2 ∃  ∃ An & D ( # ) , 故
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D( # )不是 ��相容的. 从而由定理 4 知, # 亦不是 ��相
容的,这就证明了定理的第一部分.

现在证明第二部分. 若 # 是相容的, 则存在赋值

v 0,使得 v 0( # ) = 1,即 A & #, v 0( A ) = 1. 令 �= v 0,由

例 2知 �为F( S)的真度函数,显然 # 是 ��相容的.
注记 2 � (1)设 # 是一相容理论.从定理 5来看,可

以找到 F( S)的真度 �,使得 # 为 ��相容的, 特别地,当
#是有限相容理论时, 可以找到如下更为自然的语构

真度 �#使 �#( #) = 1:

不妨设 #= { A1 ∃ A2 ∃  ∃ An} , 令 E = A 1 ∃A 2 ∃
 ∃A n .这里取标准真度函数 �,即 �由定义 1确定.由

# 是相容的知�( E) +0.令

�#( A ) =
�( A ∃E)
�( E)

, A & F( S) ( 5)

则由例 3知 �#为真度函数.显然 �#( # ) = 1,即 # 是�#�
相容的.

(2)设 # 如( 1)所设.由定理 4可知, #�结论的�#�真
度是 1.那么反过来是否成立呢? 即, �#�真度是 1 的公

式是否为 #�结论? 这里给出肯定回答.
#  A 当且仅当 �#( A ) = 1 ( 6)

证明 � 式(6)的必要性由定理 4 可以得到,下面证

明充分性. 若 �# ( A ) = 1, 则由式 ( 5 )知 �( A ∃E ) =

�( E) .设 A ∃E 中含m个原子命题p1 , p 2,  , pm ,不妨
设 E 中含有的原子命题也是p 1 , p2 ,  , pm ,因为总可以
给 E 析取( # )上形如 p i ∃ �p i 的可驳公式而保持 E的

��真度不变.则由定义 1知 A ∃E- 1( 1) = E- 1(1) .

又, A ∃E- 1( 1) ∀E- 1( 1) ,故A ∃E- 1( 1) = E- 1( 1) .又,

由 A ∃E 和E诱导的 Boole函数A ∃E和E的取值非 0即

1,因此, A ∃E= E,从而 A ∃E ∋ E,即 A ∃E ∀ E,故  

E %A ∃E,从而  E %A .由命题 9知 #  A .

5 � 语构真度诱导的相似度和伪距离

� � 基于语构真度下面给出更一般的相似度和伪距
离,并指出其具有文献[ 15]中相似度和伪距离的基本性

质.

注记 3 � 设 �是F( S)的语构真度函数,令:

��( A , B) = �( ( A � B) ∃( B �A ) ) , A, B & F( S) .

称��为由语构真度 �诱导的相似度.则 ��具有以下性质:

(1) ��(A , B) = ��( B, A ) .

(2)若 A~ B,则 ��( A , B) = 1.

(3)若 A~ �B,则 ��( A , B) = 0.

(4) ��(A , B) + ��( A , �B) = 1.

(5) ��(A , B) + ��( B, C) ! ��(A , C) + 1.

证明 � ( 1)和( 2)是显然的. ( 3)是 ( 2)和 ( 4)的直接
结果.故只证明(4)和( 5) .

(4)的证明. E= ( A � B) ∃ ( B �A ) , F= ( A � �B)

∃( �B � A ) .则不难证明在 L中  E # F,且 E ∃F 为

可驳公式.故

��( A , B) + ��( A , � B) = �( E) + �( F) = �( E # F) +

�( E ∃F) = 1.

( 5)的证明.由推论 1( 1)知 �( A � C) (�( A � B) +

�( B � C) - 1, �( C �A ) (�( C �B ) + �( B �A ) - 1.故

�( A � C) + �( C �A ) (�( A � B) + �( B �A ) + �( B �

C)+ �( C � B) - 2. 注意到在 L中  ( A � C ) # ( C �

A ) ,  ( A � B) # ( B � A ) ,  ( B � C ) # ( C � B ) , 由

( K3))便得 1+ ��( A , C) (1+ ��( A , B ) + 1+ ��( B, C)

- 2= ��( A , B) + ��( B, C) .

注记 4 � 设 �是 F( S)的语构真度函数, �� 是由 �

诱导的相似度,令:

 �( A , B) = 1- ��( A , B) , A , B & F( S) .

由 �的性质以及注记 3( 5)知  �为 F( S)上的伪距

离.称其为由 �诱导的伪距离.则  � 满足

( 1)若 A~ B,则  �( A , B) = 0.

( 2)若 A~ �B,则  �( A , B) = 1.

( 3)  �(A , 0) = �( A ) .

证明 � ( 1)和( 2)显然,下面证明 ( 3) .注意到  0�

A , A �0~ �A ,便有

 �( A , 0) = 1- ��( A , 0) = 1- �( ( A �0) ∃( 0�A ) ) = 1-

�( �A ) = �( A ) .

注记 5 � 如果取真度 �为标准真度,则在伪距离空

间( F( S) ,  �)中,一元运算 �和二元运算� , # , ∃都是

连续的
[ 15]
.文献 [ 15 ]给出这一性质的详细证明,其中,

证明的关键部分是:

( 1) ��( A , B) = ��( � B, �A ) .

( 2) ��( A 1� B, A2 �B) (��( A1 , A2) .

( 3)  �( A n �Bn , A � B) !  �( A n � Bn , An �B ) +  �( A n �

B, A �B) .

而易证( 1) , ( 2) , ( 3)对于一般的相似度和伪距离也成

立,所以以上性质可以直接推广到一般情形. 即, 若 �

为语构真度,则在伪距离空间( F( S) ,  �)中, 一元运算

�和二元运算� , # , ∃都是连续的.
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