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一种基于MDS�卷积码的 LDPC码构造方法
乔 � 华,董明科,项海格

(北京大学卫星与无线通信实验室,北京 100871)

� � 摘 � 要: � 近年来, 结构化低密度奇偶校验( LDPC)码的构造方法受到了广泛地关注.本文提出了一种利用最大距

离分割( MDS)编码构造结构化LDPC 码的思路.该思路将基于两个信息符号的 RS 码构造 LDPC 码的方法扩展至适用

于所有的MDS 码. 本文以具有MDS特性的卷积码为例详细描述该构造方法的细节,并构造了码长从 255 比特到 4095

比特的高码率 LDPC 码.由于卷积码的 MDS 定义不同于线性分组码, 因此本文给出了一种对卷积码截短的方法及其必

要的证明.仿真结果表明, 本文构造MDS�Conv�LDPC 码的性能优于随机构造的 LDPC 码.
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Construction of LDPC Codes Based on

MDS�Convolutional Codes
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Abstract: � A great deal of research effort has been expended in the design and construction of structured low�density parity�
check ( LDPC) codes. In this paper , we propo se a method to construct structured LDPC codes based on maximum�distance separable

( MDS) codes. The main idea of this paper is to expand the method which is based on RS codes with two information symbols[ 12]

to all MDS codes. The details of the method are described by using MDS convo lutional codes to construct LDPC codes. Since the

definition of the MDS convo lutional codes are different from that of linear block codes, a shorten techno logy is used and proved in

the paper. Some LDPC codes based on the proposed method w ith variable code length at high rates are constructed and simulation

results show their performance advantage over random construction.
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1 � 引言

� � 低密度奇偶校验码 ( low density parity check codes,

LDPC码) [ 1]是近年来备受重视的一种信道编码[ 2] .该码

具有逼近香农极限的纠错性能和适合于并行计算的简

单译码算法[ 3] ,因此不断被各种新的通信标准所采纳,

如WiMAX[ 4]、DVB�S2[ 5] 等.这使得 LDPC码的实际应用

在不久的将来将成为现实,也表明在未来一段相当长的

时间里, LDPC码将成为通信系统中的一种主流信道编

码.同时,随着多媒体应用在无线通信中的兴起,图像、

视频等将成为通信中的主要业务,与特定的信源编码相

结合,采用高码率甚至极高码率的信道编码,能够最大

限度的提高服务质量[ 19] ,因此本文对高码率 LDPC码的

构造方法进行研究具有现实意义.

LDPC码的构造方法一直是 LDPC码研究的一个重

点.目前, LDPC码的构造方法可以大致分为两类, 随机

搜索的[ 6, 7]和结构化的. 由于利用结构化的构造方法得

到的 LDPC码具有规则的结构, 能够降低系统实现的复

杂度[ 8, 9] ,因此结构化的 LDPC码具有更广泛的应用前

景.结构化的构造方法主要有有限几何方法[ 10]、BIBD

(Balanced Incomplete Block Design) 方法[ 11]、只有两个信

息符号的 RS 码的方法
[ 12]
以及置换矩阵方法

[ 13~ 16]
等.

尽管已经具有很多的结构化构造方法,但是由于它们都

局限于各自的代数结构, 能够构造的 LDPC码参数比较

有限,因此提出更多的结构化构造方法可以为结构化

LDPC码的参数提供更多的选择.

最大距离分割( maximum distance separable, MDS) 特

性是信道编码理论研究中不可忽视的一个重点,被广泛

应用的 RS码等线性分组码就是具有MDS 特性的信道

编码.文献[ 12]提出利用只有两个信息符号的 RS 码构

造 LDPC码也是利用了 RS 码这一特性. 本文主要的贡

献在于将该方法推广到任意一个具有MDS 特性的信道

编码,并具体分析了MDS�卷积码[ 17, 18]
的性质,利用它构

造了不同长度的高码率 LDPC码,称之为MDS�Conv�LD�
PC码.

本文分为五个部分. 在随后的四个部分中,首先回

顾一下 LDPC码的基本定义并引入正交二进制矢量的

概念; 随后,MDS�卷积码的定义及其最小自由距离特性
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将被介绍;以此为基础,本文第四部分将给出基于MDS�
卷积码的 LDPC码构造方法, 并对其结构进行分析;最

后,本文将对构造出来的MDS�Conv�LDPC码进行误码性
能的仿真,并得出结论.

2 � LDPC码

� � 作为一种线性分组码, LDPC码的 H 矩阵必须满足

以下三个条件:是一个稀疏矩阵;任意两行至多只在同

一个位置具有非零元素�1 ;任意两列至多只在同一个

位置具有非零元素�1 .通常,上述三个条件被简称为

行列约束条件[ 10~ 13] .

构造 LDPC码的过程,就是寻找符合行列约束条件

的H 矩阵的过程.作为构造的基础,本节首先介绍二进

制正交矢量的概念[ 12] .假设存在一个有限域 F,其中包

含 p 个元素,定义 p 个长度为p 且重量为 1的二进制矢

量来表示 F 中的每一个元素.其对应关系如下所示,其

中 �是有限域F的本原元:

0 � 1000 !0
p

, 1 � 0100!0
p

, � � 0010!0
p

, !, �p - 2 �

0000 !1
p

通过上述具有正交特性的二进制矢量, 给定任意

一个 F 上长度为 n 的矢量, 就可表示成为一个长度为

np 的二进制矢量. 并且, 如果任意两个 F 上的矢量在

同一位置至多仅有一个符号相同,那么相应的二进制

矢量也至多在同一个位置上拥有非零元素�1 .当 p = 3

时,矢量的例子如下

[ 0 1 �] � [ 100 010 001]

[ 1 �0] � [ 010 001 100]
, p= 3

显然,如果有 t 个GF( p )上长度为 n 的矢量,它们

两两之间至多仅在一个位置上有符号相同, 将每一个

符号替换为位置矢量, 就可以将每一个 GF ( p )上长度

为 n 的矢量表示成为一个长度为 np 二进制矢量.令这

t 个二进制矢量作为H 矩阵的行,那么得到大小为 t ∀

np 的H 矩阵无疑是符合行列约束的.构造 LDPC码 H

矩阵的焦点由此转化为寻找符合上述要求的矢量.

因为MDS码的最小码距 d= n- k0+ 1,其中 n 为

码长, k
0
为信息符号数目,所以如果选择只有两个信息

符号的MDS码,即 k0= 2,那么该MDS 码的最小码距就

是 n- 1,该MDS 码的任意两个码字之间至多仅在一个

位置拥有相同的符号, 该码的所有码字都可以通过位

置矢量来构造 LDPC码的 H 矩阵.

文献[ 12]利用 RS码的MDS 特性,得到了一系列符

合上述要求的 GF( 2p )上的矢量,并利用它们构造得到

了性能优异的 LDPC码. 类似地,本文将利用具有 MDS

特性的卷积码获得一些符合上述要求的矢量, 并利用

它们构造 LDPC码.

3 � MDS�卷积码
� � 本文所讨论的卷积码与广泛使用的二进制卷积码

不同,它们都基于 GF ( p ) , 其中 p 大于 2. 设存在一个

GF( p )上码率为 k / n 的卷积码,其半无限生成矩阵为

G如图 1 所示,其中每一个子矩阵 G i 的大小为k ∀ n:

G =

G 0 G1 ! Gv 0 !

0 G0 G1 ! Gv 0

� 0   !  

图 1 � 卷积码的半无限生成矩阵

定义该卷积码的最小自由距离[ 18]为:

df ree: = min{ wt ( v ) | v= uG}

其中 wt ( v )表示码矢 v 的重量,等于 v 中非零码元

的个数。u= [ u 0 u 1 !] , ui 是一个GF( p )上的 k 维行向

量,并且 u 0不为 0。

取 G的前( j + 1) n 列,得到如图 2所示的生成矩阵

Gc
j .将这个截短卷积码的最小自由距离表示为 dc

j , 可以

得到下面的三个定理[ 18] .

Gc
j =

G 0 G1 ! Gj

G 0 ! Gj- 1

 �

G0

图 2 � 截短后的生成矩阵

定理 1[ 18] � 取不同截短参数 j ,得到不同长度的截

短卷积码, 其自由距离 d c
0 # dc

1 # ! # d c
∃ , 并且 d c

∃ =

df ree. (证明见附录 A)

定理 2[ 18] � 对于 GF( p )上,码率为 k/ n 的卷积码

C,取任意非负整数 j 对其进行截短,得到截短卷积码的

最小自由距离 d c
j # ( n- k) ( j + 1)+ 1. (证明见附录 B)

定义[ 18] � 如果 GF ( p )上码率为 k/ n 的卷积码 C

截短得到截短卷积码 Cj , 并且 d c
j = ( n- k ) ( j + 1) + 1,

则称该卷积码在截短参数 j 时满足MDS 条件.

如果一个卷积码在截短参数 j 时满足MDS 条件,

那么它满足下述定理.

定理 3[ 18] � GF( p)上一个码率为 k / n 的卷积码在

截短参数 j 时满足MDS 条件,那么从 Gc
j 的每 n 列中取

出k 列,组成一个大小为( j + 1) k ∀ ( j + 1) k 的方阵,该

方阵的行列式一定不等于 0(证明见附录 C) .

4 � 构造方法
� � 在本文的第二个部分已经提到,为了构造 LDPC码,

就必须寻找两两之间至多仅在一个位置上有相同符号

的多进制矢量.任意一个具有MDS 特性的线性分组码,

如果它们的信息符号数目为 2,则它包含的所有码矢都

满足上述条件.本小节就根据具有MDS 特性的卷积码来

构造具有上述特征的矢量,用于构造 LDPC码.

4�1 � 构造的准备
在给出具体的构造方法之前,首先给出定理 4及其
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证明.利用定理 4 可以将任意满足MDS 条件的卷积码

进行截短,得到符合MDS条件的线性分组码,从而得到

用于构造 LDPC码的多进制矢量.

定理 4 � 对码率为 1/ n , j = 1时满足MDS条件的卷

积码进行截短,得到子阵 Gc
1;将 Gc

1的前 n- 1列删除,得

到的 2 ∀ ( n+ 1)矩阵 G 是码长为 n+ 1,只有两个信息

符号,并且最小码距为 n 的线性分组码生成矩阵.

证明 � 首先证明,矩阵 Gc
1 对应的线性分组码是一

个最小码重为 n 的线性分组码.

已知 G
c
1=

G0 G1

0 G0

,其中 G i 是 1 ∀ n 矩阵, 设输

入的信息矢量 u= [ u 0 u1] ,其最小自由距离 dc
j = ( n-

k ) (j + 1) + 1= 2n- 1. 又根据最小自由距离的定义可

得 wt ( uGc
1) %2n- 1,其中 u0不为 0.

若将 Gc
1看作是一个线性分组码 B的生成矩阵,则

u 0可以为 0.将 B 所有的码矢分为两个部分,信息矢量

u= [ u0 u1]中 u0 & 0的部分与 u 0= 0 的部分.根据最小

自由距离的定义可知,所有 u0 &0 对应的所有码矢重量

不小于 2n- 1.下面来分析 u0= 0 那部分的码矢重量.

u 0= 0时对应的码矢可以写作[ 0 u 1G0] ,其中前面

的0 表示一个长度为 n 的 0向量.显然该码矢的重量不

大于 n.又根据定理 3 可知,从 G c
1中每 n 列中挑出 1列

组成的 2 ∀ 2 方阵行列式不等于 0.即子矩阵 G0中不存

在全 0列.此刻 u 1 & 0,所以 u1G0是一个重量为 n 的向

量,即 u0= 0 时非零码矢重量都等于 n.

综上可得矩阵 Gc
1对应的线性分组码最小码重为 n.

然后证明,将 G
c
1去掉前 n- 1列之后,得到的是一

个码长为 n+ 1,只有两个信息符号,并且最小码距为 n

的线性分组码生成矩阵.

将矩阵 Gc
1的前 n- 1列删去, 得到的是一个大小

为 2∀ ( n+ 1)矩阵 G  . 该矩阵对应的线性分组码的码

矢可以由矩阵 Gc
1生成的线性分组码码矢截短前 n�1个

码元得到.

类似地,输入信息矢量 u= [ u 0 u1] ,将所有码矢分

为 u 0= 0与 u0 & 0两个部分进行分析. u 0 & 0时,截短前

线性分组码码矢重量不小于 2n- 1,去掉其中任意 n-

1 个码元后,码矢重量一定不小于 n.

u 0= 0时,截短前,码矢重量等于 n,并且前 n 个码

元都是 0,因此去掉前面 n- 1个码元之后, 得到的码矢

重量依然为 n.

综上,将 G c
1的前 n- 1 列删除, 得到的 2 ∀ ( n+ 1)

矩阵 G  是码长为 n+ 1,只有两个信息符号,并且最小

码距为 n 的线性分组码生成矩阵.证毕.

4. 2 � 构造步骤
令卷积码 C是j = 1时达到MDS条件的 GF( p )上,

码率为 1/ n 的卷积码,其截短卷积码的生成矩阵 Gc
1大

小为 2 ∀ 2n,将其前 n- 1列去掉, 得到一个大小为 2 ∀

( n+ 1)的 GF ( p )上的矩阵 G .根据定理 4 有,它是一

个码长为 n+ 1,只有两个信息符号,并且最小码距为 n

的线性分组码的生成矩阵.令该线性分组码为 B, 总共

包含了 p
2
个码矢,每个码矢的重量大于等于 n.

从 B 中任取一个重量为n+ 1 的码矢 c0 ,令 GF( p )

上每一个元素与之相乘,得到包含 c0 和全零码矢在内

的 p 个码矢,将它们表示成为码矢集合 C
0
.再将其中每

个码矢的码元用正交二进制矢量替换,得到 p 个长度

为( n+ 1) p 的二进制矢量.令每一个矢量为一列, 得到

一个稀疏矩阵 H 0, 它的大小为 ( n+ 1) p ∀ p ,并且行重

量为 1,列重量为 n+ 1.

再任取一个 C0以外的码矢 c1 ,将它与 C0中的每

一个码矢相加,得到包含 c 1在内的 p 个码矢,它们组成

一个集合称为 C1,并且该集合中的每一个码矢都与 C0

中的不相同.同样可以得到一个大小为( n+ 1) p ∀ p 的

稀疏矩阵H 1,行重量为 1,列重量为 n+ 1.以此类推,可

以将线性分组码 B的所有p 2个码矢分解为 p 个码矢子

集,得到 p 个大小为( n + 1) p ∀ p ,行重量为 1, 列重量

为 n+ 1 的稀疏矩阵.从 p 个稀疏矩阵H i 中任取 t 个,

组成一个大小为( n+ 1) p ∀ tp 的矩阵H ,如下所示:

H= H 0 H 1 H 2 ! H t

H 符合行列约束,并且列重量为 n + 1, 行重量为

t ,它对应一个长度为 tp ,码率大于 1- ( n+ 1) / t 的规

则 LDPC码.将 H 转置,可以得到一个列重量为 t, 行重

量为 n+ 1的符合行列约束的稀疏矩阵 H t,它对应一个

长度为( n+ 1) p, 码率大于 1- t/ ( n + 1)的规则 LDPC

码.具体选择哪一种 H 矩阵, 可以根据 t、MDS�卷积码
的参数 n 以及需要构造的 LDPC码码率来确定.

5 � 仿真及结论

� � 本节对利用本文提出来的方法构造得到的MDS�
Conv�LDPC码进行仿真,仿真在 AWGN 信道下进行, 最

大迭代译码次数为 50次,累计错误 50个码矢时仿真停
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止.与MDS�Conv�LDPC码进行性能对比的随机 LDPC码

的产生办法采用文献[2]的方法 1A.

图 3所示的是利用 GF( 24)上, n= 4, k= 1,生成多

项式矩阵为

1+ �D+ D2 �3+ �D+ D2 �3+ �6D+ D 2 �8+ �D

的MDS卷积码构造得到的( 255, 197)MDS�Conv�LDPC码
与同样参数随机LDPC码的性能比较曲线,从曲线可以

看出, 在误码率为 10
- 6
时,MDS�Conv�LDPC码距离香农

极限约为 3dB,优于随机的 LDPC码 0. 5dB.该码具有规

则的结构, 并且码率接近 0. 8,码长仅有 255 比特,非常

适合对时延敏感的高速语音通信的需要.

图 4所示的是利用 GF( 26)上的, n= 3, k= 1,生成

多项式矩阵为

1+ �57D+ �62D 2 �+ �44D+ �54D 2 1+ �17D+ �21D2

的MDS卷积码构造得到的( 4095, 3854) MDS�Conv�LDPC
码与相同参数的随机LDPC码的性能比较曲线, 从曲线

可以看出, 在误码率为 10- 6时, MDS�Conv�LDPC码距离
香农极限约为 1dB,优于随机的 LDPC码 0�3dB.该码同

样具有很高的码率,码长中等, 也非常适合对于时延敏

感的视频通信或者图像传输业务.

图 5所示的则是利用参数为 n= 2, k= 1,分别基于 GF

(17)、GF(23)、GF( 25) ,生成多项式矩阵分别为

[1+ 7D+ 13D2+ 2D3+ D4+ 4D5+ 14D6 � 1] ,

[1+ 5D+ 10D
2
+ 10D

3
+ 5D

4
+ D

5 � 1] ,

[1+ �D+ �6D2+ �9D3+ �6D 4+ �D5+ D6 � 1]

的MDS卷积码构造得到的参数为( 288, 239) , ( 528, 461)

和( 1023, 934)的MDS�Conv�LDPC码的性能仿真曲线.从

曲线可以看到,在误码率为 10- 6时,它们分别距离香农

极限 2�9dB、2�6dB和 2�7dB.
具有MDS特性的信道编码非常多, 利用它们的这

一特性,可以构造出许多结构化的 MDS�LDPC码. 通过

上面的仿真结果表明, MDS�LDPC码的参数比较灵活,

性能也非常优异.利用具有MDS特性的卷积码,可以构

造出一系列好的MDS�Conv�LDPC码. 寻找更多的具有

MDS 特性的信道编码,利用它们来构造不同参数的 LD�

PC码,并对其进行结构上的分析,将是下一步深入研究

的方向之一.

附录 A �

选择不同的 j 对同一个卷积码生成矩阵G 进行截

取之后,不同截短长度的卷积码等价于从同一个半无

限长的卷积码编码码流中截取不同的长度的编码符

号.截取长度短的截断卷积码是截取长度长的截断卷

积码的一部分.

c1 , c2, c 3, !, cn

j= 0

, cn+ 1 , cn+ 2, !, c 2n- 1, c2n

j= 1

, c2n+ 1 , !, cin

j= i- 1

,

cin+ 1 , !

取 j 分别等于 i- 1与 i 的两个截短卷积码,前者的

每一个码矢包含 in 个码元,并且这 in 个码元都是后者

某一些码矢的前 in 个码元.根据最小自由距离的定义

可知,最小自由距离由具有最小重量的码矢决定. 因

此,对于 j = i 的截短卷积码而言,它包含的最小重量码

矢不会小于前 in 个码元中的最小重量. 因此有 d c
0 # dc

1

# !# dc
∃ .当 j 趋于无穷时,截短卷积码就等价于原始

的卷积码,因此 d
c
∃ = dfree.证毕.

附录 B �
对于参数为 j 的截短卷积码,其生成矩阵 Gc

j 也可

看作是一个长度为 ( j + 1) n , 信息符号数目为 ( j + 1) k

的线性分组码 B的生成矩阵.根据线性分组码最小码

距的性质可知, 该线性分组码的最小码距 dmin # ( n-

k) ( j + 1) + 1,即该码的最小重量不大于( n- k) ( j + 1)

+ 1.又由于参数为 j 的截短卷积码是线性分组码 B的

一个子集,而 dfree定义为截短卷积码的最小重量,因此

得到结论 d c
j # ( n- k) ( j + 1) + 1.证毕.

附录 C �
令 u= [ u 0, u 1, !] ,且 u0不为 0 表示截短卷积码

的输入信息符号矢量, 由于它的最小自由距离 dc
j = ( n

- k) ( j + 1) + 1,即 uGc
j 得到的编码码矢至多只有k( j +

1) - 1个 0,这 k( j + 1) - 1个0 对应了 k (j + 1) - 1个方
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程,它存在非零解的充要条件是其行列式等于 0. 又由

于每 n 列中抽取 k 列, 同时 u0 不为 0. 利用反证法,假

设每 n 列中任取k 列组成的( j + 1) k * ( j + 1) k 方阵的

行列式等于 0, 那么就存在一个 u 0不为 0的信息矢量

u,使得 uGc
j 中至少有 k( j + 1)个码元为 0, 这导致截短

卷积码的最小自由距离 d c
j < ( n- k ) ( j + 1) + 1,与条件

矛盾,证毕.
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