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� � 摘 � 要: � 小波变换作为一种多尺度信号分析方法,在图像处理中得到了重要的应用. 图像处理的一个重要研究

方向就是去噪.由于图像含有大量的边缘, 因此用于图像处理的小波基必须具有良好的边缘检测性能和较强的平滑噪

声能力.但是,目前还难以找到具有这样特性的正交小波基. 本文利用信号的多相位表示理论, 提出了一种基于 Haar

小波的三通道正交完全重建滤波器组,并推导出它在图像去噪中的软门限方法.试验表明, 该滤波器组用于图像去噪

可以得到很好的结果.
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Abstract: � As a new to ol of signal analysis, wavelet transform has been successfully used in image processing. One of the

most important fields of image processing is denoising . Since image contains plenty of edges, the wavelet basis used in image de�

noising should have the nice properties of edge�preserving and noise�smoothing . However, it is difficult to find such a wavelet basis.

In this paper, based on the theory of multi�phase representation of signal, a 3�channel orthogonal perfect reconstruction filter bank is

designed and the corresponding soft thresholding algorithm used in image deno ising is deduced too . Examples show that the proposed

filter bank is effective in image denoising.
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1 � 引言

� � 小波变换理论的一个重要的应用,就是对叠加噪声

的图象进行去噪处理. Mallat 等
[ 1]
首先提出了一种最大

模重建的方法,利用信号的小波变换系数的极大模值重

建原始信号, 从而抑制信号中的噪声. Donoho [ 2]则提出

了一种软门限去噪的方法,该方法利用图像中噪声小波

系数的幅度较小、图像的边缘小波系数幅度较大这一特

点,设计了一个门限用于对噪声的清除.软门限算法简

单,一经提出便引起人们的广泛注意.在实际应用中,人

们发现 Donoho所给出的理论门限值偏大, 从而造成图

像的模糊. 后来, 一些改进算法相继被提出. 例如,

Chang [ 3]等根据小波系数的一般化高斯分布模型 (GGD)

提出了一个最佳门限,该门限可以使小波系数估计的

Bayes 风险达到最小; Moulin[ 4] 等在假设小波系数为

Laplace分布的情况下,利用最大后验估计, 给出了一个

较好的门限;张磊[ 5]等利用小波系数的相关特性, 也给

出了一种门限的选取方法.另外, Zervakisa等[ 6] 提出一

种对小波系数进行矢量处理的降噪算法,可有效去除高

斯噪声或高斯和脉冲噪声的混合噪声; Shui[ 7]等提出一

种在小波域中利用基于有方向窗口的双局部维纳滤波

器的图像去噪算法, 可有效去除高斯白噪声; 唐仁等[ 8]

提出基于小波相位信息的低强度 X 射线影像系统的图

像去噪方法;刘芳等[ 9]提出基于复小波邻域隐马尔科夫

模型的图像去噪方法;吴亚东等
[ 10]
提出基于二维小波

收缩与非线性扩散的混合图像去噪算法.

最近的研究表明,图像去噪的结果和小波基的选择

有极大关系.图像信号的非平稳特性要求用于图像处理
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的小波基应具有良好边缘检测性能和一定的平滑噪声

的能力. 我们知道, Haar 小波具有最佳的边缘检测特

性,但其相应的低通滤波器平滑噪声的能力极差,故不

宜用于图像的去噪.目前用于图像去噪的小波基主要

是 D�8小波.尽管该小波具有较好的平滑噪声的能力,

但因其支集过长, 从而检测边缘的能力较差. 因此,如

何设计用于图像去噪的具有优良特性的小波是一个重

要的研究课题.但由于正交完全再建条件的限制,很难

设计出这种适用于图像去噪的双通道小波基.为此,

Shen[ 11]等提出采用冗余小波基来对图像进行去噪处

理,但是图像分解维数的增加使运算量增加太多,难以

实际应用.

近来,关于非正交多通道滤波器组在图像处理中

应用的研究引起了人们的注意[ 12] .它的缺点是那些适

用于正交小波基的一些去噪算法 (如软门限方法 )不能

在这种非正交小波基下得到最佳结果.

本文利用Haar小波和滤波器的多相位表示理论,

提出了一种三通道正交完全重建小波基. 由于它的正

交分解特性,因此适用于所提出的小波去噪算法.试验

结果表明,利用软门限方法,该正交小波基与 D�8 小波
相比较,可以得到更好的结果.

2 � 多通道正交完全重建滤波器组的定义

� � 多通道正交完全重建滤波器组 (Orthogonal Perfect

Reconstruction Filter Bank, OPRFB) 是由 Vandiyanathan[ 13]

首先提出,并在语音信号压缩编码中得到了重要应用.

图 1给出了一个M 通道 OPRFB的结构图. 从图中

可以看出,输入信号 x ( n)被解析滤波器组中的低通滤

波器 H 0( z )和高通滤波器 H 1( z) , �, HM- 1( z)分解为尺

度部分 x 0( n)和细节部分 x 1( n) , �, xM- 1( n) ,再经过

M 抽取后得到输出信号;而接收到的输入信号进行 M

插值后,通过重建滤波器组中的低通滤波器 G0( z )和高

通滤波器 G1( z ) , �, GM- 1( z )处理后, 得到重建信号

y ( n) .OPRFB要求其解析和重建滤波器组中的滤波器

分别满足正交条件,且有 y ( n) = x( n) .

为了达到利用多通道 OPRFB进行多尺度分析的目

的,我们只要把解析滤波器组中低通滤波通道的输出

继续进行分解即可,直到合乎要求为止.

下面讨论OPRFB的设计
[ 13]

.根据图 1,输出 y ( n)的

Z变换可以由下式给出:

� � Y( z ) =
1
M  

M- 1

k= 0

Gk ( z )H k( z) X( z)

+  
M- 1

n= 1

1
M  

M- 1

k= 0

Gk ( zW
n
M) X( zWn

M) ( 1)

这里, WM= exp - j
2�
M

.由此可以看出,为了满足完全

重建要求,下述正交条件必须得到满足

1
M  

M- 1

k= 0

Gk ( z )H k( z) = 1 ( 2)

 
M- 1

k= 0

Gk( z) H k( zW
n
M) = 0, � n= 1, �, M- 1 ( 3)

由式( 1) ~ (3)得到

Y( z) =
1
M  

M- 1

k= 0

Gk( z) H k( z ) X ( z ) ( 4)

写成矩阵形式后有

Y( z ) =
1
M
gT( z ) h( z )X ( z ) ( 5)

其中

g ( z ) = G0( z ) G1( z) � GM- 1( z )
T

( 6)

h( z) = H 0( z ) H 1( z ) � HM- 1( z )
T

( 7)

把 H k ( z) , k= 0, �, M- 1, 写成 I�型多相位表达形式,

有 H k ( z ) =  
M- 1

m= 0

z - mEk, m( z
M) ( 8)

这里,

Ek, m( z ) =  
!

n= - !

hk ( Mn+ m) z- n , m= 0, �, M- 1 � ( 9)

代入式( 7)得到

h( z ) = E( zM) eM( z ) ( 10)

其中,延迟矢量 eM( z)由下式给出

eM( z ) = 1 z- 1 � z - (M- 1) T
( 11)

而多相位分解矩阵

E ( z ) =

E0, 0( z ) E0, 1( z ) � E0, M- 1( z )

E1, 0( z ) E1, 1( z ) � E1, M- 1( z )

� �  �

EM- 1, 0( z) EM- 1, 1( z ) � EM- 1, M- 1( z)

( 12)

同样,可以把 Gk ( z ) , k= 0, �, M- 1,写成 II�型多相位
表达形式

Gk ( z ) =  
M- 1

m= 0

z- (M- 1- m) R k, m( z
M) ( 13)

其中

Rk, m( z ) =  
!

n= - !

gk ( Mn+ M- 1- m) z - n , m= 0, �, M- 1

( 14)

这样,重建滤波器组就可以被写成矩阵形式

g ( z) = z
- (M- 1)

R( z
M
) !eM( z ) ( 15)
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其中 !eM( z ) = eM( 1/ z ) ,而 eHM表示对矢量 eM 的共轭转

置,其中

R ( z) =

R0, 0( z ) R0, 1( z ) � R0, M- 1( z )

R1, 0( z ) R1, 1( z ) � R1, M- 1( z )

� �  �

RM- 1, 0( z ) RM- 1, 1( z ) � RM- 1, M- 1( z )

( 16)

最后,把 h( z )和 gT( z )的表达式代入式( 1)后,得到

Y( z ) =
1
M
!eT

M( z) R
T( zM) E( zM) eM( z) X ( z ) ( 17)

由式( 17)看出, 如果选择 RT ( z ) = E- 1( z )就可以使滤

波器组满足完全重建条件.

由上述的结果可以看出, 为了得到适用于图像去

噪的正交完全重建滤波器组,关键问题就是寻求与之

相对应的矩阵 E( z ) .

3 � 基于 Haar小波的三通道 OPRFB的设计

� � 从上一节的讨论可以看出, 多通道 OPRFB的设计

一般比较复杂.在这里, 我们只讨论具有短支集的三通

道OPRFB的设计问题.考虑到为了在图像去噪时有效

地检测图像的边缘, 因此可以基于Haar小波直接让解

析滤波器组中的一路高通滤波器为

H 1( z ) = ( 1- z- 1) / 3 ( 18)

为了更好的平滑噪声, 可以令其低通滤波器为均值滤

波器 H 0( z ) = ( 1+ z- 1+ z - 2) / 3 ( 19)

最后,由正交条件,可以令

H 2( z ) = (1+ z - 1- 2z - 2) /3 ( 20)

可以验证该滤波器为一高通滤波器.

由式( 18)~ ( 20)可以得到解析滤波器组的多相位

表示矩阵 E ( z )=
1
3

1 - 1 0

1 1 - 2

1 1 1

( 21)

这样由式( 17)就可以得到重建滤波器组的多相位表示

矩阵 R
T
( z ) = E

- 1
( z ) =

1. 5 0�5 1

- 1. 5 0. 5 1

0 - 1 1

( 22)

或写成 � � G1( z ) = - 1. 5+ 1. 5z - 1 ( 23)

� � � � � G2( z ) = - 1+ 0. 5z - 1+ 0. 5z- 2 ( 24)

� � � � � G0( z ) = 1+ z- 1+ z - 2 ( 25)

由上述设计方法得到的三通道 OPRFB有下述特

点:其解析滤波器组中的高通滤波器是基于Haar 小波

的,所以具有良好的边缘检测性能;而其低通滤波器为

一均值滤波器,故具有较强的平滑噪声的功能. 因此,

该滤波器组非常适用于图像的去噪.

4 � 基于滑动窗口的去噪算法

� � 上述的三通道 OPRFB在对信号分解的过程中,给

出了两组小波系数. 下面分析这两组小波系数的最佳

软门限收缩算法.为此,设某一混有噪声的输入序列可

以表示为

x ( n) = s ( n) + w( n) ( 26)

这里 s( n)是原始信号, w ( n)为均值为零的高斯白噪

声.

设在某一尺度下 x ( n)经过三通道 OPRFB分解后,

其小波系数分别为 x1( n)和 x2( n) .则有

x1( n) = s1( n) + w1( n) ( 27)

x2( n) = s2( n) + w2( n) ( 28)

其中 s1( n)和 s2( n)、w1( n)和 w2( n)分别表示 s ( n)和

w ( n)经 OPRFB分解后对应的小波系数.

令 x= [ x 1( n) � x 2( n) ]
T、s = [ s1( n) � s2( n) ]

T、

w= [ w1( n) � w2( n) ]
T
.则式( 27)和( 28)可以写成下述

的矩阵形式

x= s+ w ( 29)

显然, w1( n)和 w2( n)是具有相同分布的零均值高

斯白噪声.设其方差为  2w ,那么概率密度函数可以写为

p w( w) =
1

2� 2w
exp -

w2
1( n) + w2

2( n)

2 2w
( 30)

实验表明, 小波系数 s1 ( n)和 s2 ( n)具有下述的二维

Laplace分布

ps( s )=
1

2 2s
exp - 2

| s1( n) | + | s2( n) |

 s
( 31)

其中  2s为信号小波系数的方差.利用最大后验估计,有

ŝ= arg max
s

[ log px | s( x | s ) + logp s( s) ] ( 32)

把式( 30) , ( 31)代入式( 32) ,得到

s1( n)

s2( n)
= -

[ x1( n) - s1( n) ]
2+ [ x 2( n) - s2( n) ]

2

2 2w

- 2
| s1( n) | + | s2( n) |

 s
( 33)

并注意到 s1( n)和 s2( n)之间的不相关特性,对它们分

别求导置零后,可以得到对应的小波系数的软门限收

缩算法[ 4]

ŝk( n) =
sgn( xk ( n)) [ | xk| - !] ,

0,
�
| x k( n) | > !

| x k( n) | ∀ !
,

k= 1, 2 � ( 34)

这里

!= 2
 2w
 s

( 35)

下面利用所设计的三通道 OPRFB, 给出一种基于

3n # 3n滑动窗口,即分解尺度为 n 的针对图像的软门

限去噪算法,具体步骤如下:

( 1)令该窗口沿图像逐行滑动, 设在某一时刻该窗

口内的 3
n # 3 n

的图像为x0( i, j ) .
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(2)对该 x 0( i, j )图像, 沿水平方向用滤波器 H 0

( z)、H 1( z)和 H 2( z )进行分解,得到三幅子图像 x 00∃ ( m,

n)、x 01∃ ( m, n)和 x 02∃ ( m, n). 它们分别代表分解后的一

个低频和二个高频分量.

(3)对所得到的三幅图像 x 00∃ ( m, n)、x 01∃ ( m, n)和

x02∃ ( m, n) ,再分别沿垂直方向用滤波器 H 0( z )、H 1( z )

和 H 2( z )进行分解,得到九幅子图像 x0j% ( m, n) , 0 ∀ j ∀

8.

(4)对所得到的九幅子图像 x0j% ( m, n) , 0 ∀ j ∀ 8,按

行和列进行三抽取, 得到了九幅 3n- 1 # 3n- 1的图像

x0j ( m, n) , 0 ∀ j ∀ 8.这样就完成了第一个尺度的变换.

(5)对所得到的低频分量图像 x00( m, n) ,返回到第

二步,得到下一个尺度的分解.一直到第 n 尺度的分解

完成.

(6)对每个分解尺度的高频图像分量,用软门限方

法进行去噪处理.

(7)利用与上述( 2)~ ( 5)相反的步骤进行子图像重

建,重建子图像中心像素的值作为去噪后的图像在该

滑动窗口位置的输出值.

(8)返回到第一步,使该 3
n # 3

n
窗口滑到下一个相

邻像素,直到图像所有的像素都被处理完为止.

对图像采用上述的基于滑动窗口的小波域去噪方

法的一个最大优点就是它可以避免滤波后的图像产生

方块效应.另外,由于图像中距离较远的像素之间不再

具有相关性, 因此采用较小的滤波窗口就可以得到很

好的结果.在实际应用中,一般可以取 n= 2, 即 9 # 9的

滑动窗口对图像进行去噪处理.

实际应用中,可以由混有噪声图像的小波变换系

数 y ( m, n)来估计出式( 35)中  2w 和  2s 的值
[ 3] ,对一幅

M # M 的图像,标准差  w 和  s 的估计值为

� � �  w=
median[ | y ( m, n) | ]

0. 6745
,

1 ∀ m, n ∀ M � � ( 36)

和

 ̂s= max(  ̂2x-  2w , 0) ( 37)

这里

 ̂2x=
1

M 2  
M

m= 1
 
M

n= 1

y2( m, n) ( 38)

y( m, n)一般取第一分解尺度的最高频带的小波系数,

即上面步骤( 4)中得到的 x08( m, n) . 实验结果表明,采

用上述的门限值,可以得到较好的去噪结果.

5 � 实验结果

� � 下面举例说明本文提出的三通道 OPRFB和常用的

D�8小波在图像去噪中的差异.小波系数收缩利用了上

述的软门限方法.

我们采用了的 Lena图像和 Barbara图像进行试验.

首先,在每幅原始图像上分别叠加方差为 100, 400, 900

的高斯白噪声.然后分别利用 D�8小波和三通道 OPRFB

进行软门限去噪. 前者去噪时对图像采用的分解层数

为 3;后者去噪时采用 9 # 9的滑动窗口,即去噪时分解

层数为 2.当噪声强度为 400时,图 2( a)、( b )、( c)、( d)

分别给出了两幅测试图像的的部分原始图像、加噪图

像、利用 D�8小波去噪后的图像、利用三通道 OPRFB去

噪后的图像.表 1 给出了在不同噪声水平时, 各去噪图

像的峰值信噪比 PSNR.
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表 1 � 不同噪声水平时,各去噪图像的峰值信噪比PSNR( dB)

噪声

方差

去噪前 D�8小波去噪 三通道OPRFB去噪

Lena Barbara Lena Barbara Lena Barbara

100 28.18 28.16 30. 92 29. 17 31. 28 30. 48

400 22.14 22.14 28. 12 24. 80 29. 59 25. 84

900 18.62 18.62 26. 79 22. 92 27. 59 23. 43

� � 由上面的结果可以看出,尽管在去噪过程中后者

采用的图像分解层数少,但仍然给出了较好的结果.主

要表现在图像中的干扰成分少, 保护图像的细节功能

较强,说明后者在很好地平滑噪声的同时,边缘检测性

能也较强.例如,图 2( d)比( c )中 Lena的眼部的细节要

清晰,而图 2( c )与( d)相比较, Barbara 的额部出现了较

严重的干扰条纹.

6 � 结论

� � 利用多通道滤波器组对信号分析,特别是图像去

噪,近来受到了人们的重视.本文首先利用多相位表示

理论, 设计出了一种三通道 OPRFB,然后推导出它在图

像去噪中的软门限方法.该滤波器组结构简单, 使用方

便,边缘检测性能好. 试验表明它与在图像去噪中常用

的 D�8 小波相比较,可以给出更好的去噪效果.
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