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� � 摘 � 要: � 基于两通道滤波器组构建的子带信号处理方法已在图像、语音信号处理中得到广泛的应用.本文从分

数阶傅里叶域多抽样率信号处理基本理论和分数阶卷积定理出发,推导了分数阶傅里叶域两通道滤波器组准确重建

的基本条件,并基于传统傅里叶域有限长标准正交镜像滤波器组和共轭正交镜像滤波器组的原型滤波器设计了分数

阶傅里叶域标准正交镜像滤波器组和共轭正交镜像滤波器组. 本文所提出的结论为分数阶傅里叶域滤波器组理论的

建立提供了基本依据,同时也为分数阶傅里叶变换在图像、语音信号处理等工程实践中的应用奠定了理论基础.最后,

仿真实验验证了所提分数阶傅里叶域滤波器设计方法的有效性.
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The Fractional Fourier Domain Analysis of Two Channel Filter Banks
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Abstract: � Sub�band coders have been applied widely in the image processing and speech signal processing . Two�channel

multirate digital filter banks are the basic components of the tree� structured sub�band coders. This paper proposes the perfect recon�
struction condition of two channel multirate filter banks in the fractional Fourier domain( FRFD ) , based on the theorem for FRFD

analysis of signal sampling rate conversion and fractional convolution theory. Then, this paper illustrates that it is po ssible to design

two�channel FIR Quadrature M irror Filter Banks( QMFB) and Conjugate Quadrature M irror Filter Banks( CQMFB) through the proto�

type filters of FIR QMFB and CQMFB in Fourier domain. The proposed theorems in this study advance the generalization of filter

banks in FRFD , which are the bases of the applications of FRFT in the practices, such as image processing , speech signal pro cess�

ing, etc. Finally , the effectiveness of the propo sed methods is verified by the simulations.

Keywords: � the fractional Fourier transform; two channel filter banks; the signal polyphase representation; perfect reconstruc�

tion; the fractional convolution theory

1 � 引言

� � 随着数字信号处理的迅速发展,信息系统中信号的

处理、编码、传输和存储等工作量越来越大.为了节省计

算工作量及存储空间,在一个信号处理系统中常常需要

不同的抽样率及其相互之间的转换,在此基础上,多抽

样率信号处理理论产生并发展起来.滤波器组理论是多

抽样率信号处理的核心内容,它实现了对信号不同频率

分量的分别处理.两通道滤波器组是最简单的一种滤波

器组,其抽取因子和内插因子都为 2,这种结构成为了

子带编码的基础[ 1] .以两通道滤波器组级联而得的树状

滤波器组可以对信号作多层次的划分,并构成了Mallat

多分辨率分析算法的基础[ 2] ,在小波变换中占有重要的

地位,现已在图像、语音信号处理中得到了广泛的应用,

具有良好的稳健性[ 3~ 5] .

随着信息处理系统性能要求的提高,传统的基于正

弦基分解的傅里叶变换由于其在时频定位和分辨率上

的局限性已不能适应现代信息处理系统中 chirp 信号的

检测和估计要求,需要寻找新的理论工具来解决工程实

践问题. 分数阶傅里叶变换的定义最早在 1929 年提

出[ 6] ,在 20 世纪 80 年代开始应用于光学领域,从 90 年

代起成为信号处理领域的研究热点之一.分数阶傅里叶

变换是傅里叶变换的广义形式,它在统一的时频域上进

行信号处理,相对于传统的傅里叶变换灵活性更强,适

合于非平稳信号的处理[ 7~ 9] .而且信号的分数阶傅里叶

变换可以理解为将信号分解到一系列同一调频率不同
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起始频率的 chirp基上, 因此分数阶傅里叶变换也是针

对多分量 chirp信号检测和参数估计的合适工具[ 10] .近

年来出现了许多基于分数阶傅里叶变换的语音信号、

数字图像处理方法
[ 11, 12]

.但是,这些方法都是基于单采

样率的,为了将图像、语音信号处理中的子带信号编码

等多抽样率信号处理方法扩展到分数阶傅里叶域,需

要将两通道滤波器组理论扩展到分数阶傅里叶域.文

献[ 13]提出的信号抽样率转换的分数阶傅里叶域分析

则为滤波器组理论在分数阶傅里叶域的推广提供了理

论基础.

本文首先简要的介绍了分数阶傅里叶域多抽样率

信号处理的基本理论, 如非平稳信号抽取、内插的分数

阶傅里叶域分析、分数阶傅里叶域抽取和内插的恒等

关系、非平稳信号在分数阶傅里叶域的多相结构. 然

后,本文基于分数阶傅里叶域多抽样率信号处理基础

理论和分数阶卷积定理推导出了分数阶傅里叶域两通

道滤波器组准确重建的基本条件,并在此基础上讨论

了分数阶傅里叶域两通道有限长标准正交镜像滤波器

组、有限长共轭正交镜像滤波器组的准确重建条件和

滤波器组设计方法.最后,仿真实验验证了所提方法的

有效性.

2 � 分数阶傅里叶域信号多抽样率分析的基本理论

2�1 � 分数阶傅里叶域数字频率
分数阶傅里叶变换(FRFT)是近年来出现的一种新

的时频工具,它是傅里叶变换的一种广义形式. 信号的

分数阶傅里叶变换是信号在时频平面内坐标轴绕原点

逆时针旋转任意角度后的表示方法, 而当这个旋转角

度为�/ 2时,这个表示则为传统的傅里叶变换.

信号 x ( t) 的分数阶傅里叶变换定义为
[ 7]

X p ( u) Fp x( t ) ( u) = �
+  

-  
x ( t) K p ( t , u) dt ( 1a)

其中, p = 2�/�为分数阶傅里叶变换的阶次, �为分数阶

傅里叶域与时域的夹角, Fp [ ] 为分数阶傅里叶变换算

子, Kp ( t , u) 为分数阶傅里叶变换的变换核,其定义为

K p ( t, u) =

1- j cot�
2� exp j

t 2+ u 2

2
cot�- jutcsc� ,

 ( t- u) ,

 ( t+ u) ,

� � ! n�

� �= 2n�

�= ( 2n ∀ 1)�

( 1b)

分数阶傅里叶逆变换为

x ( t ) = F- p X p ( u) ( u) = �
+  

-  
X p ( u)K- p ( t , u) du

( 2)

在实际工程中研究的都是由模拟信号采样而得的

数字信号,为了理论分析中的方便,文献[ 13] 中定义了

分数阶傅里叶域数字频率 !,其可由分数阶傅里叶域变

量 u 及离散序列的时域采样间隔∀t 定义为

!= u # ∀t

与傅里叶域数字频率类似, 分数阶傅里叶域数字频率

周期定义为 2�sin�,根据 chirp周期的定义,分数阶傅里

叶域数字频率周期 ∀!p 有如下性质

 H p ( !) e
- 1

2
jcot�# !

2

∀t
2 =  H p ( !- ∀!p ) e

- 1
2
jcot�#

( !- ∀!
p
)
2

∀t
2

即  Hp ( !) =  Hp ( !- 2�s in�) ej#2�cos�#
( !-�sin�)

∀t
2 ( 3)

根据文献 [ 14] 中离散时间分数阶傅里叶变换

( DTFRT) 的定义,序列 x ( n) 可在 p 阶分数阶傅里叶域

数字频率轴上表示为

!X p ( !) =

1- j cot�
2� # e

1
2 j cot�#

!
2

∀t
2 ∃
+  

-  
x ( n) e- jn!csc�+

1
2 j cot�n

2
∀ t

2

( 4)

那么,其相应的 p阶离散时间分数阶傅里叶变换反变换

( IDTFRT) 可以定义为

x ( n) =

1+ j cot �
2� #�

�sin�

-�sin�
!X p ( !) e

- j#
( n

2
∀t

2
+ ( !/∀ t)

2
)

2 cot�+ jn!csc�
d !

( 5)

2�2 � 抽取和内插的分数阶傅里叶域分析
信号抽样率转换理论是多抽样率信号处理的基

础,而抽取和内插是信号处理系统进行抽样率转换的

两个最基本的操作, 因此在研究基于分数阶傅里叶变

换的多抽样率信号处理理论之前, 必须要研究内插和

抽取的分数阶傅里叶域分析.

对于在时域抽样周期为∀tx的信号x ( n) ,其 L 倍内

插之后的数学表达式为

y ( n) =
x

n
L

, n = Lk, k % z

0 , 其他

( 6)

y( n) 的抽样周期为

∀ty = ∀tx / L ( 7)

由式( 4) 所示离散时间分数阶傅里叶变换定义式有[ 13]

!Yp ( !) = !X p ( L !) ( 8)

对于抽样周期为∀tx 的信号x ( n) ,其抽取后在时域

的数学表达式为[ 1]

y ( n) = x (M # n) ( 9)

y( n) 的抽样周期为

∀ty = M # ∀tx ( 10)

我们通过引入辅助函数 r( n) = ∃
+  

-  

 ( n- k #M) ,

根据式( 4) 离散时间分数阶傅里叶变换定义及泊森和

公式( Poisson summation formula) 可以得到[ 13]
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!Yp ( !) =
1
M ∃

M- 1

k= 0

ej cos�
2k�

M
2
∀t

2

x

( !- k�sin�) # !X p
!- k # 2�s in�

M

( 11)

根据分数阶卷积定理[ 15] 和式( 8)、式( 11)所示的抽

取、内插分数阶傅里叶域分析可以得出 L 倍内插、M 倍

抽取的分数阶傅里叶域恒等关系为[ 13]

2�3 � 信号在分数阶傅里叶域的多相表示

对于给定的序列 x ( n) ,令 n = 0 ~  ,根据式( 4)
离散时间分数阶傅里叶变换定义有

!X p ( !) = Ape
1
2 jcot�

!
2

∀t
2 ∃
+  

n= 0

x ( n) e- jn!csc�+ 1
2 jn!cot�n

2
∀ t

2

= Ape
1
2 jcot�

!
2

∀t
2 ∃
+  

n= 0

x (Mn) e- j(Mn) !csc�+ j
1
2 cot�(Mn)

2
∀ t

2

� + Ape
- j!csc�+ j

1
2 cot�∀ t

2

e
1
2 jcot�

!
2

∀ t
2

� # ∃
+  

n= 0

x (Mn + 1) ej
1
2cot�(2Mn)

2
∀t

2

� # e- j (Mn) !csc�+ j
1
2cot�(Mn)

2
∀t

2

+ &

� + Ape
- j(M- 1) !csc�+ j

1
2cot�(M- 1)

2
∀ t

2

e
1
2 j cot�

!
2

∀ t
2

� # ∃
+  

n= 0

x (Mn + M - 1) e
j 1
2
cot�[ 2M(M- 1) n] ∀t

2

� # e
- j( Mn) !csc�+ j 1

2
cot�( Mn)

2
∀ t

2

=
1
AP

∃
M- 1

l= 0

e- j
1
2cot�

!
∀ t

2

Kp ( !, l∀t ) !El , p ( M!) ( 12)

其中, Ap =
1- j cot�

2� ,

!E l, p ( M!) = Ape
j 1
2
cot�!

2

∀ t
2 ∃
+  

n= 0

x (Mn + l ) e
j 1
2
cot�(2M#l#n)∀t

2

# e- j!(Mn) csc�+ j 12cot�(Mn)
2
∀t

2

( 13)

为信号在分数阶傅里叶域的多相分量, Kp ( !, l ∀t ) 为

分数阶傅里叶域时延因子. 那么, 根据分数阶卷积定理

就可以得出信号在分数阶傅里叶域的 ∋型多相结构如
图 2( a) 所示.相应的,若设 !R l, p ( !) = !EM- 1- l, p ( !) ,那

么式( 13) 可以写为

!X p ( !) =
1
Ap ∃

M- 1

l= 0

e- j
1
2cot�

!
∀ t

2

Kp [ !, ( M - 1- l ) ∀t ]

# !Rl , p ( M!) ( 14)

那么可以得到如图 2( b) 所示的信号在分数阶傅里叶域

的 (型多相结构.

3 � 两通道滤波器组准确重建的基本条件

� � 一个 p 阶分数阶傅里叶域两通道滤波器组如图 3

所示.在传统傅里叶域滤波器组中,如果滤波器组的输

出 x
^
( n)可以表示为滤波器组输入 x ( n)的延时乘以某

一常数的形式,那么这个滤波器组称为准确重建滤波

器组,即

x
^
( n) = c#x ( n- n 0) = c#[ x( n) ∀  ( n- n 0) ]

类似的,在分数阶傅里叶域滤波器组中,如果

� � � x^ ( n) = c#x ( n- n 0) e
- jcot�( nn

0
- n

2

0
)∀ t

2

= c#[ x ( n) ∀
p
 ( n- n0) ] ( 15)

即滤波器组的输出信号 x
^
( n)表现为 x ( n)分数阶卷积

时延因子  ( n- n 0)的形式,那么称 x
^
( n)是 x ( n)在 p

阶分数阶傅里叶域的准确重建. 下面,我们就讨论一下

为满足准确重建条件, 图 3 中  H 0, p ( !)、 H 1, p ( !)、!G 0, p

( !)和 !G1, p ( !)应满足的关系.

在图 3 中,由分数阶卷积定理有[ 15]

!X 0, p ( !) = !X p ( !)  H 0, p ( !) e
- j

1
2 cot�

!
∀t

2

( 16)

!X 1, p ( !) = !X p ( !)  H 1, p ( !) e
- j 12 cot� !

∀t
2

( 17)

其中, �= p�/ 2, ∀t 为x ( n)在时域的采样间隔.由抽取

在分数阶傅里叶域的表达式进而可以得到
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!V0, p ( !) =
1
2
!X 0, p

!
2

+
1
2
ej cot�

�
2∀t

2 ( !- �sin�) !X 0, p
!- 2�sin�

2
( 18)

!V1, p ( !) =
1
2
!X 1, p

!
2

+
1

2
ej cot�

�
2∀t

2 ( !- �sin�) !X 1, p

!- 2�sin�
2

( 19)

进而由内插在分数阶傅里叶域的表达式有

 U0, p ( !) = !V0, p (2 !) ( 20)

 U1, p ( !) = !V1, p (2 !) ( 21)

结合式(16) ~ (21)中有

 U0, p ( !) =
1

2
!X p ( !)  H 0, p ( !) e

- j 12 cot� !
∀t

2

+
1
2
!X p ( !- �sin�)  H 0, p ( !- �sin�)

#e- j 12cot�
!- 2�sin�

∀t
2
+ jcot� �sin�

∀t
2

(22a)

 U1, p ( !) =
1
2
!X p ( !)  H 1, p ( !) e

- j 1
2
cot� !

∀t
2

+
1

2
!X p ( !- �sin�)  H 1, p ( !- �sin�)

#e- j 12cot�
!- 2�sin�

∀t
2
+ jcot� �sin�

∀t
2

( 22b)

在系统输出端,由分数阶卷积定理有

X
^
~

p ( !) =  U0, p ( !) !G0, p ( !) e
- j 12 cot� !

∀t
2

� +  U1, p ( !) !G1, p ( !) e
- j 12 cot� !

∀t
2

= !Tp ( !) !X p ( !) e
- j 12 cot� !

∀t
2

� + !F p ( !) !X p ( !- �sin�) e- j 12 cot� !
∀t

2

( 23)

其中,

!Tp ( !) =
1
2

!G 0, p ( !)  H 0, p ( !) e
- j 12 cot� !

∀t
2

+ !G1, p ( !)  H 1, p ( !) e
- j

1
2cot�

!
∀ t

2

( 24)

!Fp ( !) =
1
2

!G0, p ( !)  H 0, p ( !) e
- j 1

2
cot� !

∀ t
2

+ !G 1, p ( !)  H 1, p ( !) e
- j 12 cot� !

∀t
2

#ej cot�
2!�sin�- �

2
sin

2
�

∀t
2 ( 25)

在上式中,由于 !X p ( !- �sin�)是在分数阶傅里叶域数

字频率轴上将 !X p ( !)移位�sin�后的结果,因此它是混

叠分量,显然,为去除混叠分量,需使

!F p ( !) = 0

即

!G0, p ( !)
!G1, p ( !)

= -
 H 1, p ( !- �sin�)
 H 0, p ( !- �sin�) ( 26)

为满足式(15)信号准确重建的条件,则 !T p ( !)需满足

!Tp ( !) =
1
2

!G 0, p ( !)  H 0, p ( !) e
- j 12 cot� !

∀t
2

� + !G1, p ( !)  H 1, p ( !) e
- j 12cot�

!
∀ t

2

= c#K p ( !, n 0∀t ) ( 27)

由上面的分析可以知道, 为了满足分数阶傅里叶

域的准确重建条件,  H 0, p ( !)、 H 1, p ( !)、!G0, p ( !)和 !G 1, p

( !)应满足如式( 26)、式( 27)所示的关系.

4 � 分数阶傅里叶域两通道标准正交镜像滤波器组

� � 在本节中,我们基于上一节介绍的分数阶傅里叶

域两通道滤波器组准确重建条件, 讨论分数阶傅里叶

两通道标准正交镜像滤波器组的设计方法. 假设 h

( n) , n = 0, 1, &, N - 1 为傅里叶域中长度为 N 的低

通滤波器,那么设

h 0( n) = h( n) e
- j 12cot�# n

2
#∀ t

2

( 28)

其中 �= p�/2,对 h 0( n) 求 p 阶 DTFRT 可以有

 H 0, p ( !) = Ape
j 12cot�

!
∀ t

2

∃
+  

n= 0

h0( n) e
- j!ncsc�e j

1
2 cot�# n

2
#∀ t

2

= Ape
j 12 cot� !

∀t
2

∃
+  

n= 0

h 0( n) e
- j !ncsc�

= Ape
j 12 cot� !

∀t
2

 H ( !csc�) ( 29)

其中,  H( !csc�) 为 h( n) 的傅里叶变换.通过式( 29) 可

以发现,  H 0, p ( !) 为 p 阶分数阶傅里叶域的低通滤波

器.与传统的两通道标准正交镜像滤波器组类似, 为得

到 p 阶分数阶傅里叶域上由 h( n) 生成的高通滤波器,

可以选取

h 1( n) = h( n) e- j
1
2cot�#n

2
#∀t

2

e- j�n ( 30)

对 h 1( n) 求 p 阶 DTFRT 可以有

 H 1, p ( !) = Ape
j 1
2
cot� !

∀ t
2

 H ( !- �sin�) csc�

=  H 0, p ( !- �sin�) ej
1
2 cot�

2!�sin�-�
2
sin

2
�

∀ t
2 ( 31)

由式( 3) 所示分数阶傅里叶域数字频率周期的性质可

以发现,  H 1, p ( !) 为分数阶傅里叶域的高通滤波器, 并

且  H 0, p ( !) 与  H 1, p ( !) 在 p 阶分数阶傅里叶域中

关于 != �sin�
2

+ 2k�sin�, k % Z成镜像对称.

为了进一步推导分数阶傅里叶域两通道标准正交

镜像滤波器组中各滤波器之间的关系, 根据式( 12) , 对

 H 0, p ( !) 在 p 阶分数阶傅里叶域进行 ∋ 型多相分解可

以得到

 H 0, p ( !) = !E 00, p (2 !)

+
1

Ap
e
- j

1
2 cot�

!
∀t

2

KP ( !, ∀t) !E 01, p (2 !) ( 32)

由式( 13) 可以知道,  H 0, p ( !) 在 p 阶分数阶傅里叶域的

多相分量可以写为

!E 00, p (2 !) = Ape
j 12cot�

2!
2∀t

2

� # ∃
+  

n= 0

h 0( 2n) e
- j (2!) ncsc�+ j 12cot�(2n)

2
#∀ t

2
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= Ape
j 1
2
cot� !

∀t
2

!E0( 2 !csc�) ( 33)

!E01, p ( 2!) = Ap e
j 12 cot� !

∀t
2

� # ∃
+  

n= 0

h0( 2n + 1) ej
1
2 cot�(2#2#1#n)∀t

2

� # e- j#n#(2!)#csc�+ j
1
2 cot�# n

2
#(2∀ t)

2

= Ape
j 12cot�

!
∀t

2
- j 12 cot�#∀t

2

!E1( 2 !csc�) ( 34)

其中,

!E0( !) = ∃
+  

n= 0

h( 2n) e- j!n

!E 1( !) = ∃
+  

n= 0

h( 2n + 1) e
- j!n

为  H ( !) 在傅里叶域的两个 ∋型多相分量.将式( 33)、
式(34) 代入式( 32) 可以有

 H 0, p ( !) = Ap e
j
1
2 cot�

!
∀t

2

!E 0( 2!csc�)

+ Ape
j
1
2cot�

!
∀t

2
- j!csc�!E1( 2 !csc�) ( 35)

结合式( 31) 及离散信号在傅里叶域中的周期性可以写

出  H 1, p ( !) 的多相结构为

 H 1, p ( !) = Ap e
j
1
2 cot�

!
∀t

2

!E 0( 2!csc�)

- Ape
j
1
2cot�

!
∀t

2
- j!csc�!E1( 2 !csc�) ( 36)

因此,  H 0, p ( !)、 H 1, p ( !) 可以用矩阵形式写为

 H 0, p( !)

 H 1, p( !)
= A p e

j
1
2
cot� !

∀t
2 1 1

1 - 1

!E0( 2!csc�)

e- j !csc�!E 1(2!csc�)

( 37)

为满足式( 27) 所示的准确重建条件, 与传统的两通道

标准正交滤波器组类似,结合式( 29)、( 31),可以选取

!G0, p ( !) =  H 1, p ( !- �sin�) ej
1
2cot�

2!�sin�- �
2
sin

2
�

∀t
2

=  H 0, p ( !) ( 38)

!G1, p ( !) = -  H 0, p ( !- �sin�) ej
1
2 cot�

2!�sin�-�
2
sin

2
�

∀ t
2

= -  H 1, p ( !) ( 39)

因此, !G0, p ( !)、!G1, p ( !) 可以用矩阵形式表示为

!G0, p ( !) !G1, p ( !) = Ape
j 12 cot� !

∀t
2

# e- j!csc�!E1(2 !csc�) !E0( 2 !csc�)
1 1

1 - 1
� ( 40)

那么,滤波器组中综合滤波器在时域中可以表示为

g 0( n) = h0( n) ( 41)

g1( n) = - h 1( n) ( 42)

所以,式(27) 可以用式( 37) 和式( 40) 表示为

!Tp ( !) =
1
2
e- j 12 cot� !

∀t
2

� # !G0, p ( !) !G1, p ( !)
 H 0, p ( !)

 H 1, p ( !)

= 2A
2
pe

j 12cot�
!
∀ t

2

e
- j!csc�!E0( 2 !csc�)

� # !E1( 2 !csc�) ( 43)

若式( 43) 要满足式 (27) 所示的准确重建的条件,

!E 0( 2!csc�)、!E1(2 !csc�) 必须取为频域纯延时的形式,

那么以 h( n) 为原型滤波器生成的两通道滤波器组也

恰好为傅里叶域中的两通道标准正交镜像滤波器组.

假设

!E0( 2!csc�) = c1e
- jk(2!csc�)

、!E1( 2 !csc�) = c 2e
- jm(2!csc�)

那么由式( 35) 和式(36) 可以写出  H 0, p ( !)、 H 0, p ( !) 为

 H 0, p ( !) = c 1e
- j

1
2 cot�(2k)

2
∀ t

2

K p ( !, 2k∀t)

+ c2e
- j 12 cot�(2m+ 1)

2
∀ t

2

K p [ !, ( 2m+ 1)∀t ] ( 44)

 H 1, p ( !) = c 1e
- j 12 cot�(2k)

2
∀ t

2

K p ( !, 2k∀t)

- c2e
- j 12 cot�(2m+ 1)

2
∀ t

2

K p [ !, ( 2m+ 1)∀t ] ( 45)

通过式 ( 44)、( 45) 可以发现, 为实现准 确重建,

 H 0, p ( !)、 H 1, p ( !) 只能取为 p 阶分数阶傅里叶域中纯

延时的形式,该滤波器组没有任何意义,这一点与传统

的两通道标准正交镜像滤波器组是相同的
[ 1]
, 我们只

能通过设计 h 0( n)达到近似准确重建.由以上的分析可

以知道, h0( n) 可以由已有的标准正交镜像滤波器组的

原型滤波器 h( n) 乘以 chirp 基得到, 进而通过式( 30)、

式( 41) 和式( 42) 得到其余三个滤波器.仿真实验6�1验
证了该方法设计的分数阶傅里叶域滤波器组可在分数

阶傅里叶域取得与相应的傅里叶域滤波器组相同的准

确重建特性.

5 � 分数阶傅里叶域两通道共轭正交镜像滤波器组

� � 与分数阶傅里叶域两通道标准正交镜像滤波器组

类似,分数阶傅里叶域两通道共轭正交镜像滤波器组

也可以通过传统的共轭正交镜像滤波器组来设计. 假

设 h( n)为傅里叶域中两通道共轭正交镜像滤波器组

的原型滤波器,那么可以设

h0( n) = h( n) e- j 12 cot�n
2
∀t

2

( 46)

h1( n) = e
j ( n+ 1)�

h( N- 1- n) e
- j 1

2
cot�n

2
∀ t

2

( 47)

其中,偶数 N 为 h( n)的长度. 由式 ( 29)可以知道, h 0

( n)的 p 阶分数阶傅里叶变换为

 H 0, p ( !) = Ape
j
1
2 cot�

!
∀t

2

 H( !csc�) ( 48)

根据 DTFRT定义式可以知道, h1( n)在 p 阶分数阶

傅里叶的表示为

 H 1, p ( !)= Ape
j
1
2cot�

!
∀ t

2

#e- j (N- 1) !csc�H[ - ( !- �sin�) csc�] ( 49)

由式( 26)所示的准确重建条件,可以选取

!G 0, p ( !) =  H 1, p ( !- �sin�) ej
1
2cot�

2!�sin�- �
2
sin

2
�

∀ t
2
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= - Ape
j 1
2
cot� !

∀ t
2

e
- j (N- 1) !csc� H ( - !csc�)

( 50)

!G1, p ( !) = -  H 0, p ( !- �sin�) e
j 12cot�

2!�sin�- �
2
sin

2
�

∀t
2

= - Ape
j 1
2
cot� !

∀ t
2

 H [ ( !- �sin�) csc�] ( 51)

即在时域,

g0( n) = - h(N - 1- n) e- j
1
2cot�n

2
∀t

2

( 52)

g 1( n)= ( - 1) n+ 1h( n) e- j
1
2 cot�n

2
∀ t

2

( 53)

将式(48)、(49)、(50)、( 51)代入式( 24)

!T p ( !)= -
1
2
A 2
p e

j
1
2
cot� !

∀t
2

e- j ( N- 1) !csc�

)  H( !csc�)  H( - !csc�)+  H [ ( !- �sin�) csc�]

# H [ - ( !- �sin�)csc�] ( 54)

因为 h( n)为傅里叶域中两通道共轭正交镜像滤波器

组的原型滤波器, 由两通道共轭正交镜像滤波器组的

性质可以知道, h( n)为功率互补的 FIR滤波器[ 16] ,即

�  H ( !1)  H ( - !1) +  H ( !1- �)  H[ - ( !1- �) ] =

 H ( !csc�)  H ( - !csc�) +  H [ ( !- �sin�) csc�]

� # H[ - ( !- �sin�) csc�] = 1 ( 55)

其中, !1为傅里叶域数字频率.因此,式( 54)可以写为

!Tp ( !) = -
1
2
A 2
pe

j 12cot�
!
∀ t

2

e- j (N- 1) !csc�

= -
1
2
Ape

- j 12 cot�(N- 1)
2
∀t

2

Kp [ !, ( N- 1)∀t ] ( 56)

显然,式(54)满足式( 27)所示的准确重建条件.与传统

的两通道共轭正交镜像滤波器组类似, 可以称由式

(46)、式( 47)、式( 52)和式( 53)所示滤波器组成的分数

阶傅里叶域滤波器组为分数阶傅里叶域两通道共轭正

交镜像滤波器组.

设矩阵

Hm, p=

 H 0, p ( !)  H 0, p ( !- �sin�)

 H 1, p ( !)  H 1, p ( !- �sin�)

e
jcot� !

∀t
2

e
- jcot� !- �sin�

∀t
2

= Ap
 H ( !csc�)  H ( !csc�- �)

e
- j ( N - 1) !csc�

H[ - ( !csc�- �) ] - e
j ( N - 1) !csc�

H ( - !csc�)

( 57)

进而,可以得到Hm, p的厄尔米特转置矩阵为

HH
m, p= A *

p

 H (- !csc�) ej (N- 1) !csc�H ( !csc�- �)

 H [ - ( !csc�- �) ] - ej (N- 1) !csc�H( !csc�)

( 58)

那么,由式(57)和式(58)可以得到矩阵  H m, p和 HH
m, p乘积

为

 Hm, p HH
m, p= ApA

*
p

!S ( !) 0

0 !S( !)
( 59)

其中, !S ( !) =  H ( !csc�)  H ( - !csc�) +  H ( !csc�- �)  H

[ - ( !csc�- �) ] ,由式( 55)所示的滤波器功率互补特性

可以知道 !S( !) = 1,式( 59)可以进而写为

 Hm, p H H
m, p= ApA

*
p #I ( 60)

其中, I 为单位矩阵,因此若不考虑系数的影响, 分数阶

傅里叶域两通道共轭正交镜像滤波器组也是仿酉的.

仿真实验 6�2验证了该方法设计的分数阶傅里叶域滤
波器组可在分数阶傅里叶域取得与相应的傅里叶域滤

波器组相同的准确重建特性.

6 � 仿真实验

� � 在本节中,我们将通过现在已有的傅里叶域两通

道标准正交滤波器、共轭正交滤波器的原型滤波器模

型来设计分数阶傅里叶域的滤波器组, 以证明本文所

提出来的结论.在以下仿真中,使用的是 Soo�Chang Pei

在 2000年提出的离散分数阶傅里叶变换算法[ 17] , 其分

数阶傅里叶变换系数均作了归一化处理.

6�1 � 分数阶傅里叶域两通道标准正交镜像滤波器组

在本仿真实验中, 傅里叶域标准正交滤波器组原

型滤波器 h( n)采用文献[ 18] 中用 Johnston 算法设计出

的序号为 16A 的滤波器. 设该滤波器在时域的采样间

隔为 ∀t= 1,根据式( 28)可以得出 p = 1/2 阶分数阶傅

里叶域标准正交镜像滤波器组中低通滤波器 h 0( n)的

单位抽样响应.滤波器 h1( n)、g 0( n)、g 1( n)的单位抽
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样响应则可以通过式 ( 30)、式 ( 41)和式 ( 42)确定, 图 4

中虚线、实线分别为 p = 1/2 阶分数阶傅里叶域低通滤

波器 h 0( n)、高通滤波器 h1( n)在相应的分数阶傅里叶

域数字频率轴上的对数幅频特性.图 5所示为 !Tp ( !)的
对数幅频特性,可以看出它在 0~ �sin�的范围内并不完

全准确重建,只能达到近似准确重建.这与由 h( n)生成

的傅里叶域标准正交滤波器准确重建特性相同[ 18] .

6�2 � 分数阶傅里叶域两通道共轭正交镜像滤波器组

在本仿真实验中,傅里叶域标准正交滤波器组原

型滤波器 h( n)采用文献[ 16]中长度为 16的滤波器,设

该滤波器在时域的采样间隔为∀t= 1, 根据式( 46)可以

得出 p= 1/ 2 阶分数阶傅里叶域共轭正交镜像滤波器

组中低通滤波器 h 0( n)的单位抽样响应. 滤波器 h 1

( n)、g 0( n)、g 1( n)的单位抽样响应则可以通过式( 47)、

式( 52)和式( 53)确定,图 6 中虚线、实线分别为 p = 1/2

阶分数阶傅里叶域低通滤波器 h 0( n)、高通滤波器 h 1

( n)在相应的分数阶傅里叶域数字频率轴上的幅频曲

线.图 7为 !Tp ( !)在分数阶傅里叶域数字频率轴上的对
数幅频特性.这与由 h( n)生成的傅里叶域共轭正交滤

波器准确重建特性相同[ 16] .

7 � 结论

� � 本文定义了分数阶傅里叶域滤波器组准确重建的

基本条件,推导出了分数阶傅里叶域两通道滤波器组

的准确重建条件.在此基础上,本文基于傅里叶域标准

正交镜像滤波器组和共轭正交镜像滤波器组的原型滤

波器,提出了分数阶傅里叶域有限长标准正交镜像滤

波器组和共轭正交镜像滤波器组的设计方法. 该方法

设计出的分数阶傅里叶域滤波器组在分数阶傅里叶域

可以取得与相应的傅里叶域滤波器组相同的准确重建

特性.本文所提出的结论丰富了分数阶傅里叶变换理

论体系,为分数阶傅里叶域滤波器组的设计提供了基

本方法;并且,分数阶傅里叶域两通道准确重建滤波器

组的提出为滤波器组理论在基于分数阶傅里叶变换的

数字图像处理、数字水印、语音信号处理中的应用奠定

了理论基础.
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