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� � 摘 � 要: � 在 Prony模型满足充分必要条件的非线性最小二乘最优解的基础上, 给出了 Prony 模型基于子空间迭

代的非线性最小二乘参数估计( ISNLSE) .基于对最优解几何结构的认识,导出了一个合理的� 收敛控制条件 , 并构造

了一个充分有效的算法;既加深了对问题求解的认识,又大大地改进了算法的收敛性和有效性 .最后,用一个简单的例

子阐明这一迭代过程,其结果和� 扩充的 ESPRIT 算法 的结果作了比较.
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Abstract: � An iterative subspace method for parameters estimation of Prony model ( superimposed exponential signals in

noise) in the sense of nonlinear least�squares is presented. With condition meeting in the optimization is both necessary and suffi�
cient, such that the solution is so le and globally optimal. The optimal condition is interpreted in the geometric language of abstract

vector spaces. In the foundation, a fully effective iterative algorithm is acquired. Thus, both the understanding for the solution is

deepened and the convergence property and effectiveness is greatly improved. Finally, the procedure is illustrated with a simple ex�

ample, and the result compared with one! s of Pro�ESPRIT method.
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1 � 引言

� � 早在 1795年, Prony提出了用� 复指数函数 的线性

组合来描述等间隔采样数据的数学模型,常称为� Prony
模型 . Prony 模型作为 Fourier 级数的一种拓展, 在理论

和应用上都有十分重大的意义; 作为一种线谱估计方

法,广泛适用于雷达、水声、声音和脉冲响应分析等领域

的信号处理[ 1~ 3] .如果能把该模型成功地应用于雷达信

号处理,将从根本上提高雷达目标的分辨率.基于该模

型的谱估计具有短时数据的特点,这在某些应用场合是

特别重要的[ 2] .然而, Prony模型的严格最优求解是一个

困难的非线性问题、是一个经典的信号处理问题.其模

型表达如下:

f ( k) = ∀
N- 1

n= 0

A nZ
k
n+ �k ( 1)

其中 f ( k)为均匀采样的观测数据 ( k= 0, #, M) , �k 为

高斯白噪声, N 为模型阶数;未知的复数 An 和 Zn 分别

为信号的第n 个留数和极点. 式( 1)精确的非线性最小

二乘辨识,通过最小化误差函数 Q 来实现. 本文仅考虑

f ( k )、�k 为实数的情况,相应地 An 和Zn 将分别成共轭

复数对出现.差函数 Q 表达如下:

Q = ∀
M

k= 0

�2k = ∀
M

k= 0
∀
N- 1

n= 0

A nZ
k
n - f ( k)

2
( 2)

式( 2)的最小化求解涉及高度复杂的非线性. 长期

以来对于式( 1)的研究是换个角度来进行的.人们从� 线
性化处理 及�依据信号的统计量 两方面,关于式( 1)提

出了许多求解算法;代表性的算法分别是:扩充的 Prony

方法、扩充的 ESPRIT 方法; 存在的问题分别是:线性化

处理使估计性能变差、难于获取信号的真实统计量.事

实上, Prony模型在数值上是病态的, 其性能严重地依赖

于信噪比;这一点极大地限制了 Prony 模型的应用. 尽

管 ESPRIT方法是精确优化的且十分完美,信号统计量

的估计误差影响了它的精度;为此提出了类似 ESPRIT

方法的�直接矩阵束方法 ,在工程上得到广泛应用; � 直
接矩阵束方法 不需要估计信号的相关函数或协方

差[ 4] .但是, � 直接矩阵束方法 存在这样的缺陷: ∃具有
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� 线性化处理 的特点, %缺少合理的优化准则.

从非线性处理的角度,在� 仅仅满足最优化必要条
件 的前提下:文献[ 5]依据� 最大似然准则 给出了式

( 1)模型的一维搜索迭代求解方案, 存在算法收敛的不

确定性及解的唯一性问题; 文献[ 6] 在研究了最优解应

满足的一些性质之后构造了一种迭代方案,由于没能给

出� 最优化的充分性条件 ,同样存在算法收敛的不确定
性及解的唯一性问题. 文献[ 7 ]给出了式 ( 1)模型满足

�充分必要条件 的非线性最小二乘解的代数表达及迭
代算法,为研究解的几何结构提供了可能;文献[ 8]给出

了文献[ 7]中代数表达的几何结构及更新的迭代算法,

为定量描述该结构的特征奠定了基础.本文依据对最优

解几何结构的认识,构造了一个充分有效的基于子空间

迭代的数值算法.算法的性能是:在干扰噪声高达 10dB

或 0dB的情况下, 计算精度达到 0�5 & , 1000 次独立的

数值试验中有 1~ 2次不能收敛. Prony模型的应用已成

为现实.

2 � Prony模型的最优解
[ 7, 8]

2�1 � 最优解的代数表达[ 7]

定义

∀
N

m= 0

bmZ
m= ∋

N- 1

n= 0

( Z- Zn) ( 3)

∀
2N

m= 0

BmZ
m
= ∋

N- 1

n= 0

( Z- Zn)
2

( 4)

维数为( M+ 1) ( ( M+ 1- N )的矩阵 b

� � b=

b0 b1 ) ) bN

b0 b1 ) ) bN 0

) ) )
0 ) ) .

b0 b1 ) ) bN

( 5)

维数为( M+ 1) ( ( M+ 1- 2N)的矩阵 B

� � B=

B0 B1 ) ) B2N

B0 B1 ) ) B2N 0

) ) )

0 ) ) .

B0 B1 ) ) B2N

( 6)

维数为( M+ 1- N) ( ( M+ 1- 2N)的矩阵 C

� � C=

b0 b1 ) ) bN

b0 b1 ) ) bN 0

) ) )

0 ) ) .

b0 b1 ) ) bN

( 7)

B 和 b 的关系为

B= bC ( 8)

维数为( M+ 1- N) ( (N + 1)的矩阵 Fb

� � Fb=

f ( 0) f (1) ) ) f ( N )

f ( 1) f (2) ) ) f ( N+ 1)

� � �

f ( M- N) f (M- N+ 1) ) ) f ( M)

( 9)

记矩阵 b 的 SVD(奇异值分解)为

b= UbSbV
T
b ( 10)

Ub= Ub1 , Ub2 ( 11)

其中 Ub1由 Ub的第1 列到第( M+ 1- N)列组成.记矩阵

B 的 SVD为

B= UBSBV
T
B ( 12)

UB= UB1, UB2 ( 13)

其中 UB 1由 UB的第 1列到第( M+ 1- 2N)列组成.

记 f = [ f ( 0) , f ( 1) , #, f ( M ) ] T为( M + 1) ( 1 的数

据向量, f
*
为信号向量的估值.由文献[ 7]可知: UB1构

成了( M+ 1- 2N)维的噪音子空间, 而 UB 2组成了 2N

维的信号子空间.则

f * = UB2U
T
B2f ( 14)

依照式( 9) ,用 f * 替代 f 构成矩阵F*
b .得到

F*
b [ b0 , b1 , #, bN ]

T ( 15)

式( 1)模型在非线性最小二乘估计意义上的最优解,由

式( 14)和( 15)唯一地确定.

2�2 � 最优解的几何结构[ 8]

由式( 14)和( 15)联立方程,容易构造一个求解参数

向量[ b0, b1 , #, bN ]
T的迭代算法.尽管式( 14)和( 15)唯

一地确定了最优解,迭代过程仍然需要非线性计算,如

式( 14)所示.如何确保迭代算法的效率,尤其是收敛性

对于最优解几何结构的认识,有助于构建一个有效的迭

代算法.迭代过程收敛时,数据向量 f 应落在 UB1和 Ub2

合并的( M+ 1- N )维子空间内
[ 8]
. 那么, 收敛时 f 在

UB1和 Ub2合并的( M+ 1- N)维子空间的正交投影应该

等于零.

文献[ 8]迭代算法的收敛控制条件涉及两个控制精

度  1和  2.依据对最优解几何结构的认识,本文的迭代

算法构造了一个更为合理的收敛控制条件,仅涉及一个

控制精度  :记 u 为数据向量f 在 UB1和 Ub2合并的 ( M

+ 1�N)维子空间的正交投影

u= ( IUb2U
T
b2- UB 1U

T
B1) f = ( IUb1 U

T
b1- UB1U

T
B1)f

( 16)

本文算法的收敛控制条件为

Qn= uTu<  ( 17)

3 � 迭代方案

� � 文献[ 8]迭代算法的效率不能令人满意, 尤其是收
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敛率.考虑对于收敛性十分重要的若干因素: ( 1)参数向

量[ b0, b1 , #, bN ]
T
初值的选择; ( 2)简化计算; ( 3)减少

构造子空间 UB 1和 UB 2时的计算误差; ( 4)迭代过程中,

[ b0 , b1 , #, bN ]
T的更新; ( 5)收敛控制条件.得到了一个

改进的迭代算法,称之为 ISNLSE(迭代子空间非线性最

小二乘估计) ,以下是 ISNLSE算法的具体步骤:

( a)初始化:用较高阶数的方程 Fb[ b0, b1 , #, bNe ]
T

= 0,基于�低秩逼近 的方法[ 9]来计算[ b0, b1 , #, bN ]
T

的初值,其中 Ne> N;由方程 Qu= fTf 计算Qu的初值.

( b)检查收敛控制条件: Qu<  (  为给定的控制精

度) .满足,转向( h) ;不满足,转向( c) .

( c )用QR分解替代上述推导中使用的 SVD 分解,

以简化计算;同时避免通过式( 12)计算 UB ( B= bC 为

两个矩阵的乘积, B 阵的 SVD 分解在数值上是不稳定

的[ 9] ) .具体叙述如下:

(1)计算 b 阵压缩形式的 QR 分解 [ Qb , Rb ] = qr

( b, 0) ,其中 Qb 的维数为( M+ 1) ( ( M+ 1- N) , Rb 的

维数为( M+ 1- N ) ( ( M+ 1- N) . Qb 的列向量和 Ub1

的列向量构成相同的子空间.

(2)比较式( 5)和式( 7)可知: C 阵的 QR 分解 [ QC,

RC] = qr( C, 0) , 其 QC = Qb ( 1: M + 1- N, 1: M + 1-

2N) .

(3)计算 Rb 和 QC 乘积的 QR 分解 [ Q, R ] = qr

( RbQC , 0),由 B= bC= QbRbQCRC= QbQRRC 得到 B阵的

QR分解,即 QB= QbQ. QB 的维数为( M+ 1) ( ( M+ 1-

2N) , QB 的列向量和 UB1的列向量构成相同的子空间.

( d)用 QB 替代 UB 1,由式( 14)计算 f
*
= UB2U

T
B2f =

( I- UB1U
T
B 1) f = ( I- QBQ

T
B) f .

( e )用 Qb 替代 Ub1、QB 替代 UB1, 由式( 16)、( 17)计

算 Qu 的更新值.

(f )考虑到参数向量 [ B0, B1 , #, B2N ]
T的维数为

(2N+ 1),由式 ( 15) ,用阶数为( 2N+ 1)的方程 Fb
* [ b0,

b1 , #, b2N ]
T= 0,基于� 低秩逼近 的方法来计算[ b0, b1,

#, bN ]
T
的更新值.

( g)转向( b) .

( h)由式( 3)计算式( 1)模型中信号参数 ( Zn , n= 0,

1, #, N- 1)的估计.

4 � 仿真结果

� � 为了便于和� 扩充的 ESPRIT 算法 相比较, 选择了

一个和文献 [ 9] 介绍的相同的例子用于仿真.在关于

� ISNLSE算法 的Monte Carlo 试验中,依据下列模型生

成 128个数据点,构成数据向量 f

f ( k) = 20cos( 2!f 1k) + 20cos( 2!f 2k+ !/ 3)

+ 2cos(2!f 3k+ !/4) + w ( k )

其中, f 1= 0�1, f 2= 0�12, f 3= 0�2; w ( k )是伪随机高斯白

噪声序列, w ( k )的均值为 0、方差为 1.这样, f 1 或 f 2频

率成分的信噪比是 10dB, f 3频率成分的信噪比是 0dB.

表 1 给出了� ISNLSE算法 和� 扩充的 ESPRIT 算法 频率
估计的均值和离差,在 1000次独立的试验中仅有 1 次

不能收敛(迭代次数超过 100) ,迭代的平均收敛速率为

7�016步,精度达到 0�5 & . 显然, � ISNLSE算法 在均值

和离差两方面都比�扩充的 ESPRIT算法 具有更好的估
计性能.

表 1 � � ISNLSE算法 和� 扩充的 ESPRIT算法 频率估计的对比;

Ne= 20, N= 6, M= 127,  = 1. 0e- 8

ISNLSE算法 扩充的 ESPRIT 算法

Average Square�Root�of�MSE Average Square�Root�of�MSE

f 1 0. 1000 0. 0001328 0. 09961 0. 00059

f 2 0. 1200 0. 0001294 0. 12031 0. 00064

f 3 0. 2000 0. 0003893 0. 20008 0. 00092

5 � 结论

� � � ISNLSE算法 相对于文献[ 8] 算法的主要改进在

于�收敛控制条件 的确定. � ISNLSE算法 的� 收敛控制

条件 仅涉及一个控制精度  ,是依据对最优解几何结

构认识的基础上导出的,更为合理、更具可操作性.文献

[ 8]算法的收敛条件涉及两个控制精度  1和  2 .

� ISNLSE算法 相对于文献 [ 8] 算法的另一重要改

进在于:用 QR分解替代 SVD分解,既简化了计算,又避

免了矩阵乘积的 SVD分解在数值上的不稳定.

然而� ISNLSE算法 还存在不收敛的情形( 迭代次

数超过 100)或称其为难于收敛的情形. 究其原因在于:

一方面,计算过程的累积误差影响了算法的收敛性;另

一方面,迭代过程中参数向量 [ b0, b1, #, bN ]
T的更新缺

乏足够合理的方案.问题的彻底解决在于�对最优解几
何结构的代数解析 .

� ISNLSE算法 是全局优化的, 尽管它的收敛性仍

需要进一步的理论研究和实践;从理论推导和仿真结果

已经显示,相比于以往的各种方法, � ISNLSE算法 提供
更好的收敛性和估计精度. � ISNLSE算法 不需要估计

信号的协方差函数,因而适用于短时数据的情形, 这在

某些应用场合是尤其重要的.

本文的第一作者感谢他的妻子在撰写本文的过程

中给予他的鼓励和支持,感谢论文的审阅者提出的有价

值的评论和意见.
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