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� � 摘 � 要: � 指出当采用 Hankel矩阵时,利用 SVD可以获得与小波变换十分相似的信号处理效果. 证明了在Hankel

矩阵方式下 SVD可将原始信号分解为一系列分量信号的简单线性叠加, 而分量信号实质上反映了与左、右正交矩阵

形成的 m 维和n 维空间的规范正交基的相似程度. 从空间基的角度和Hankel矩阵本身的特点分析了 SVD和小波变换

在信号处理机理上的相似性,并研究了这两种方法获得的结果之间的正交性差异. 指出采用 Hankel矩阵时, SVD 也具

有类似于小波变换那样的奇异性检测能力, 但是与小波相比, SVD的奇异性检测具有两个特点:一是各分量的消失矩

阶数逐次增加,第 n 个 SVD分量具有 n- 1 阶消失矩,因而各分量可以检测出具有不同奇异性指数的奇异点; 二是所

有 SVD分量中指示奇异点位置的脉冲宽度始终保持不变,而且这个宽度由所构造的 Hankel矩阵的列数决定.
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The Similar ity of Sig nal Pr ocessi ng Effect between SVD a nd
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Ab stract : � It� s pointed out that singular value decomposition ( SVD) has the very similar signal pro cessing effect as wavelet

transform when Hankel matrix is used. It� s proved that original signal can be decomposed into the linear superposition of a series of
component signals by SVD using Hankel matrix , and what the component signals reflect essentially are the similarity extent of origi�

nal signal to standard orthogonal bases of m and n dimension space constituted by left and right orthogonal matrix in SVD. The sim�
ilarity mechanism of signal processing of SVD and wavelet transform is analyzed from the angle of basis of vector space and charac�

teristic of Hankel matrix . The orthogonality difference of component signals got by SVD and w avelet transform is studied theoretical�
ly . It� s pointed out that SVD also has the singularity detection ability when Hankel matrix is used, but compared with wavelet trans�

form, SVD has two characteristics in singularity detection, one is that the vanishing moment of SVD component signals is increased

pro gressively and the n� th SVD component signal has the n - 1� th order vanishing moment so that singular point with different Lip

index can also be detected, the other is that the width of the impulse that indicates the position of singular point w ill keep the same

in all SVD component signals and this width is determined by the column number of Hankel matrix .

Ke y word s: � SVD ; wavelet transform; Hankel matrix ; signal pro cessing; similarity

1 � 引言

� � 奇异值分解 ( Singular Value Decomposition, SVD)是

指:对于一个实矩阵 A  Rm ! n ,必定存在正交矩阵 U=

[ u1 , u2 , ∀, um]  Rm ! m和正交矩阵 V= [ v1 , v2, ∀, vn]

 Rn! n ,使得[ 1] :

A= USVT ( 1)

成立,其中 S= [ diag( �1, �2, ∀, �q ) , O]或者其转置,这

取决于 m< n 还是m> n, S  Rm ! n , O代表零矩阵, q

= min( m, n) ,且有: �1 #�2 #∀#�q> 0, 它们称为矩阵

A 的奇异值. SVD和小波分析有着截然不同的数学理论

基础,是两种完全难以相提并论的理论,但是我们发现,

只要利用信号构造出合适的矩阵 A,则在信号处理时

SVD就会表现出令人惊讶的与小波分解非常相似的信

号处理效果.利用一维信号可以构造出很多种矩阵,如

Toeplitz矩阵、Cycle 矩阵、Hankel矩阵等, 也可用连续截

断信号方式来构造矩阵.矩阵构造方式不同, 则 SVD的

信号处理效果就不一样
[ 2, 3]

. 我们发现, 当采用其中的
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Hankel矩阵时, SVD方法会获得与小波分解十分相似的

信号处理效果,例如它们都能将信号分解为一系列反映

信号细部特征的细节信号和反映信号主体骨架的近似

信号的组合、它们都能够实现对信号奇异点的检测.并

且与小波分析相比, SVD的分解结果还有自己独特的优

越性.为什么这样两种截然不同的理论却能有如此相似

的信号处理效果? 这是一个十分值得研究的问题.

为了合理地解释这一问题,必须要弄清楚这两种方

法信号分解的本质特性.小波变换的信号分解特性已经

是众所周知了,小波分解的实质是利用两个高、低通滤

波器将信号分离到不同频带的过程, 但是对于 SVD却

没有这样直观的解释. 关于 SVD的信号分解特性问题

在一般的文献中并不可见, 在一般的利用 SVD进行信

号处理的文献中,都偏重于从实用出发,利用 SVD实现

对信号的一种处理,并基于这种处理实现解决某种特定

问题的目的, 如特征提取[ 4, 5]、数据压缩[ 6, 7]、消噪[ 8, 9]、

语音编码
[ 10]
等,而具体根据 SVD 的性质从理论上来讨

论这种信号分解特性的报道则很少见.而且采用不同的

矩阵构造方式,则 SVD的信号分解特性也就有所不同.

本文结合 SVD的性质, 从理论上研究了采用Hankel矩

阵时 SVD的信号分解本质,从空间基的角度与小波分

解过程进行了剖析对比,分析了两者在信号处理机理上

的相似性,并从理论上分别研究了这两种方法分解得到

的分量信号之间的正交性.

在理论分析的基础上,通过信号处理实例,对这两

种方法实际处理效果的相似性进行了比较分析,指出由

于Hankel矩阵本身的结构特点,使得 SVD分解的第一

个分量相当于小波分解最后一个尺度上的近似信号,而

从第二个分量开始的其他所有 SVD分量信号则相当于

小波分解的细节信号.

在分析了相似性的同时,也比较了这两种方法所存

在的一些差异,例如 SVD分解结果具有零相位特性,而

小波分解结果却存在相移. 而对于奇异性检测,一旦确

定了小波,它可检测的奇异性指数是固定的,并且随着

尺度的增加,指示奇异点位置的脉冲宽度逐渐增大.但

是对于 SVD方法来说,它的不同分量可以检测出具有

不同奇异性指数的奇异点,各分量具有递增的消失矩特

性,而且各个分量中指示奇异点位置的脉冲宽度始终保

持不变,并且这个宽度由Hankel 矩阵的列数所决定.从

这些方面来说, SVD方法又优于小波变换.

2 � Hankel矩阵方式下 SVD分量信号的本质特性及

与小波分解的相似性分析

� � 设有离散数字信号 X= [ x ( 1) , x ( 2) , ∀, x (N ) ] ,利

用此信号可以构造Hankel矩阵如下:

A=

x (1) x (2) ∀ x ( n)

x (2) x (3) ∀ x ( n+ 1)

� � � �

x( N- n+ 1) x( N- n+ 2) ∀ x ( N )

其中: 1< n< N.令 m= N- n+ 1,则 A  Rm! n .

为了利用 SVD实现信号的分离,将式 ( 1)改写成用

列向量 ui 和 vi 表示的形式:

A= �1u1v
T
1+ �2u2v

T
2+ ∀+ �quqv

T
q ( 2)

式中, ui  Rm ! 1 , v i  Rn ! 1, i= 1, 2, ∀, q, q = min ( m,

n) .由 SVD 理论可知 ui 之间是两两正交的, 它们构成

了 m 维向量空间的规范正交基; v i 之间也是两两正交

的,它们构成了 n 维向量空间的规范正交基
[ 1]

.

令 Ai= �iuiv
T
i ,则 Ai  Rm ! n .从Hankel矩阵的构造

过程可知,只要将 Ai 的第一个行向量Pi, 1和如图 1所示

的一个列向量 Hi, n的转置首尾相接,就可以构成一个

分量信号 Pi ,写成向量形式为:

Pi= ( Pi, 1 , H
T
i, n) , Pi , 1  R1! n , Hi, n  R(m- 1) ! 1 ( 3)

这种分量信号本质上反映了什么呢? 设原始信号

构造的 Hankel 矩阵 A 用行向量 X1, X 2, ∀, Xk , ∀, Xm

表示, Xk  R
1! n

,由Hankel 矩阵的构造过程可知,第一

个行向量 X1 是原始信号前面的一段, 根据式( 1)可以

计算得到 X1在 n 维基向量v i 上的投影系数为:

X1v i= �iui 1 ( 4)

其中 ui 1是基向量 ui 的第一个坐标. 而利用式 ( 2)可以

计算得到分量信号的前一部分为: Pi, 1= �iui1 v
T
i ,比较可

见, Pi, 1反映的实质上是原始信号中前一段在 n 维空间

的基向量 vi 上的投影大小,投影系数为 �iui1.

再设原始信号构造的Hankel矩阵 A 用列向量 Y1,

Y2, ∀, Yk, ∀, Yn 表示, Yk  Rm ! 1 ,由 Hankel 矩阵的构

造过程可知,最后一个列向量 Yn是原始信号后面的一

段,同样由式( 1)可以计算得到 Yn 在m 维基向量 ui 上

的投影系数为:

YTnui= �iv in ( 5)

� � 其中 vin是基向量 vi 的第 n 个坐标.而对于分量信

号的另一部分 Hi, n , 它是 Ai 的最后一个列向量 Li , n仅

仅去掉了第一个坐标而得到的,见图 1. 而利用式 ( 2)可

以计算得到: Li , n = �iv inui ,则可见 Hi, n反映的实质上是

原信号后一段在m 维空间的基向量 ui 上的投影大小,

投影系数为 �iv in .
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因此从本质上来说,采用Hankel 矩阵时, SVD 实质

上是将信号分解到 n 维和m 维这两个向量空间上,所

获得的分量信号 Pi 本质上反映的是原始信号在这两个

空间的规范正交基的第 i 个基向量 v i 和 ui 上的投影大

小,即原始信号与这两个正交规范基的相似性程度.所

有 Ai 按照此方式构成的分量就形成了对原始信号的一

种分解.

进一步来分析这种分解的特性. 设 Ai 用行向量

Pi, 1, Pi, 2 , ∀, Pi, m表示, Pi, m  R1! n ;而 A 用行向量 X1,

X2 , ∀, Xm 表示, Xm  R1! n ,则根据式 ( 2) , A 的每一个

行向量显然等于所有Ai 的相应行向量的叠加,则有:

X1= P1, 1+ P2, 1+ ∀+ Pq, 1 ( 6)

而对于 Ai 中的列向量Hi, n , Hi, n  R( m- 1) ! 1,设 A

中与之相对应的列向量用In 来表示, In  R( m- 1) ! 1 ,则

根据式( 2) , In显然等于所有 Ai 中的相应列向量Hi, n的

叠加,其转置同样也满足此叠加关系,即:

ITn= HT
1, n+ HT

2, n+ ∀+ HT
q, n ( 7)

根据Hankel 矩阵的构造过程, 原信号 X 可用向量形式

X= (X 1, I
T
n)表示,而分量信号 Pi 也可用向量形式 Pi=

(Pi , 1, H
T
i , n)表示,则所有分量信号的和可写为:

P1+ P2+ ∀+ Pq= ( P1, 1+ P2, 1+ ∀+ Pq, 1, H
T
1, n+ HT

2, n

+ ∀+ HT
q, n)

而根据式( 6)、( 7) , 上式的右边可改写为: P1 + P2 + ∀

+ Pq= ( X1, I
T
n) ,即:

P1+ P2+ ∀+ Pq= X ( 8)

� � 可见采用Hankel矩阵时,所获得的这些分量 Pi 构

成了对原始信号的一种简单线性叠加,这种简单线性叠

加关系的优点是:一个分量从原始信号中被分离的过程

就是从原信号中被简单地减去,这种减法运算将使得分

离出来的各分量信号保持它们在原信号中的相位不变,

即具有零相位偏移特性.式( 8)也是采用Hankel 矩阵时

SVD的信号重构公式, 它的意义还在于:可以选取感兴

趣的几个分量进行简单的叠加,从而实现对信号特征信

息的提取.

而利用小波方法同样可将信号分解为一系列分量

信号.通过小波分解,信号被逐次分解在两个空间上:近

似空间 Vj 和细节空间Wj.其中近似空间 Vj 的规范正交

基由尺度函数的伸缩平移系 {  j , k ( x ) = 2
- j / 2  ( 2

- j
x-

k) | k  Z}构成,而细节空间 Wj 的规范正交基则由小

波函数的伸缩平移系{ !j , k ( x ) = 2- j / 2 ! ( 2- jx- k ) | k  

Z}构成,小波分解得到的近似信号和细节信号分别是

原始信号在这两个正交基上的投影大小,它们反映了原

信号与这两个正交基的相似程度[ 11] .可通过下式实现

对近似和细节信号的计算
[ 11]

:

� �
Sj f ( x ) = 1/ 2 ∃

n  Z

h( n) Sj- 1f ( x - 2j- 1 n)

Wj f ( x ) = 1/ 2 ∃
n Z

g( n) Sj- 1f ( x - 2j- 1n)

( 9)

式中, h( n)和 g ( n)为共轭滤波器对, 它们满足: g ( n)

= ( - 1) n h( 1- n) ,而原始信号可以记为 S 0f ( x ) , 则利

用上式可以算出 j > 0时信号在不同分辨率下的近似和

细节信号.

从空间基的角度对这两种方法的分解过程进行比

较,就可以发现基于Hankel 矩阵的 SVD 的信号分解过

程和小波分解是非常相似的. 对于小波分解来说, 其实

质是将信号分解到近似空间 Vj 和细节空间 Wj 这两个

空间上,而尺度函数与小波函数的伸缩平移系分别构成

了这两个空间的规范正交基,小波分解的近似和细节信

号就是基于这两个规范正交基而实现的,它们本质上反

映的是原始信号在这两个基函数上的投影大小.而当采

用Hankel矩阵时,对于 SVD来说,其实质则是将信号分

解到 m维和 n 维这两个空间上,其中 SVD左正交矩阵

的 m 个列向量构成了m 维空间的规范正交基,右正交

矩阵的 n 个列向量构成了n 维空间的规范正交基,信号

的 SVD分解结果也是利用这两个规范正交基来实现

的,它们本质上反映的也是原信号在这两个规范正交基

上的投影大小.由此可见,从向量空间基的角度来分析,

当采用Hankel 矩阵时, SVD 的信号处理机理与小波变

换确实是十分相似的.

3 � 两种方法分量信号的正交性异同研究

� � 对 SVD很容易产生一种误解,由于 U、V是正交矩

阵,一般很容易使人认为利用 SVD方法获得的分量信

号之间是正交的, 但是事实并非如此,这还与矩阵 A 的

构造方式密切相关[ 3] . 下面从理论上来分析当采用

Hankel矩阵时 SVD分量信号的正交性.

3�1 � Hankel矩阵方式下 SVD分量信号的正交性

为了研究Hankel矩阵方式下 SVD分量信号的正交

性,首先让我们来证明如下两个引理.

引理 1 � 设 Ai 用行向量 Pi, 1 , Pi, 2 , ∀, Pi, k, ∀, Pi, m

表示, Pi, k  R1! n ,则两个相异矩阵 Ai 和Aj 的任意两个

行向量是正交的,即:

Pi, k%P
T
j , l= 0, i & j ; k= 1, 2, ∀, m; l= 1, 2, ∀, m � ( 10)

证明 由 SVD理论知 vi 之间是两两规范正交的,即

vTivj=
1, � � i= j

0, � � i & j

则: AiA
T
j = �iuiv

T
ivju

T
j�j=

uiu
T
i�
2
i , i= j

O, i & j
( 11)

将 Ai 用行向量 Pi, 1 , Pi, 2 , ∀, Pi , m表示, Pi, m  R1! n , 则

AiA
T
j 中的任一元素为Pi, k%P

T
j , l ,其中 k= 1, 2, ∀, m; l=
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1, 2, ∀, m.由式( 11)知,当 i & j 时, AiA
T
j 的所有元素均

为 0,则得到:

Pi , k%P
T
j , l= 0 , i & j ; k= 1, 2, ∀, m; l= 1, 2, ∀, m

证毕.

引理 2 � 设 Ai 用列向量Li , 1, Li, 2 , ∀, Li, k , ∀, Li , n

表示, Li , k  Rm ! 1 ,则两个相异矩阵 Ai 和Aj 的任意两个

列向量是正交的,即:

L
T
i , k%Lj , l= 0 , i & j ; k= 1, 2, ∀, n ; l= 1, 2, ∀, n ( 12)

证明 � 由 SVD理论知 ui 之间是两两规范正交的,

即

uTiuj=
1, � i= j

0, � i & j

则:

� � AT
iAj= viu

T
iujv

T
j�i�j=

viv
T
i�
2
i , i= j

O, i & j
( 13)

将 Ai 用列向量 Li, 1 , Li , 2, ∀, Li, n表示, Li, n  R
m ! 1

,则

AT
iAj 中的任一元素为 LTi, k%Lj , l,其中 k= 1, 2, ∀, n; l=

1, 2, ∀, n .由式( 13)知,当 i & j 时, ATiAj 的所有元素均

为 0,则得到:

LTi, k%Lj , l= 0 , i & j ; k= 1, 2, ∀, n ; l= 1, 2, ∀, n

证毕.

现在再来看采用Hankel矩阵时 SVD分量信号的正

交性,有如下定理:

定理 1 � 当采用Hankel矩阵时, SVD分量信号之间

不具有正交性,分量 Pi 和Pj 的相关程度大小取决于矩

阵Ai 和Aj 最右上角元素的乘积,即:

Pi%P
T
j = - Ai ( 1, n) Aj( 1, n) ( 14)

证明 � Ai 的第 k 个列向量 Li, k可表示为: Li, k =

Ai ( 1, k)

Hi, k

,其中 Ai ( 1, k)为 Li , k的第一个元素,而 Hi, k

是除去此元素的其他所有元素形成的列向量,见图 1,

则根据引理 2中的式( 12)可得:

LTi, k%Lj , l= Ai (1, k) Aj (1, l ) + HT
i, k%Hj , l= 0

从而得到:

HT
i, k%Hj , l= - Ai (1, k) Aj ( 1, l )

i &j ; k= 1, 2, ∀, n ; l= 1, 2, ∀, n

则分量信号 Pi 和Pj 的内积为:

P i% P
T
j = ( P i, 1, H

T
i, n)%( Pj , 1, H

T
j , n ) T= Pi, 1% P

T
j , 1+ HTi , n%Hj , n

= - Ai( 1, n) Aj( 1, n)

上面用到了引理 1中的 Pi, k%P
T
j , l= 0, 参见式( 10) .可见

Pi 和 Pj 没有正交,其相关程度大小取决于 Ai 和 Aj 最

右上角元素的乘积.

3�2 � 小波变换不同尺度信号的正交性

再来比较小波分解结果之间的正交性.从小波分解

的快速计算式( 9)难以分析其不同尺度间的正交性,而

从小波变换的定义出发,利用互相关函数来研究小波变

换不同尺度之间的正交性更为方便[ 12] .设 Wf ( s1, x )和

Wf ( s2 , x )是函数 f ( t )在两个不同尺度上的小波分解结

果,根据互相关函数的定义可得:

Rs
1
, s

2
( ∀) = ∋

+ (

- (
Wf ( s1, x ) Wf ( s2 , x+ ∀) dx ( 15)

对于小波变换不同尺度分解结果的正交性,可以证明有

如下的定理:

定理 2 � 在小波变换中, 如果小波 ! ( t )是 L 2( R)

的规范正交基,当尺度相异时, 则此二尺度的分解结果

互不相关,彼此正交;而同一尺度分解结果的自相关性

与原始信号的自相关性相同.

证明 � 由小波变换以及互相关的定义,可得:

Rs
1
, s

2
( ∀) = ∋

+ (

- (
{ [
1
s1∋R

f ( u) !
x- u

s1
du] [

1
s2∋R

f ( v )

!
x+ ∀- v

s2
dv ] dx } = ∋

+ (

- (∋R
f ( u ) f ( v ) [

1
s1s2∋R

!

x- u
s1

!
x+ ∀- v

s2
dx ] dudv

令: w = v- ∀,则:

= ∋
+ (

- (∋R
f ( u ) f ( w + ∀ ) [

1
s1s2∋R

!
x- u

s1
!

x- w
s2

dx ] dudw

由于小波 ! ( t )是 L 2( R)的规范正交基,故得:

� � = ∋
+ (

- (∋R
f ( u) f ( w+ ∀) #( s1, s2) #( u , w) dudw

� � = #( s1, s2)∋R
f ( u)f ( u+ ∀) du= #( s1, s2) Rf ( ∀)

其中: #( x , y) =
1, � x= y

0, � x & y
,证毕.

有一大批规范正交的小波, 如 Daubechies 小波、

Meyer小波、样条小波、Haar小波等,它们分解得到的不

同尺度间的信号是彼此无关的,即是相互正交的; 而另

外也有很多小波如Mexican hat 小波, Gauss 小波, Morlet

小波等都不是正交小波,因此不同尺度变换结果存在较

大的相关性.

4 � 信号处理实际效果的相似性对比分析

� � 在进行了理论上的分析之后,现在可以来观察这两

种方法实际处理效果的相似性.图 2 是一个模拟的转子
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二阶不平衡的振动信号,并叠加了

服从正态分布的白噪声,采样点数

为 512 点.利用此信号取列数 n=

5、行数 m= 508构造Hankel矩阵,

通过 SVD 方法处理后得到 5 个分

量信号,如图 3( a)所示.而利用小

波对原信号进行四个尺度的分解,

得到的结果如图3( b)所示.对比一

下,可见这两种方法的处理结果确

实是极为相似的. 其中第一个 SVD

分量 P1类似于小波分解最后一个

尺度上的近似信号 S 4 ,在这两个信

号中, 噪声都基本被消除,反映的

都是原始信号的主体骨架和概貌;

而其他四个 SVD分量 P2、P3、P4、

P5则与小波分解各尺度上的细节

信号相似,不过与 W1、W2、W 3、W4

没有顺序上的对应,但它们反映的

内容是相似的,都是原信号中的高

频噪声.

除了前面对这种相似性所进行的理论分析外,还可

以根据Hankel矩阵本身的构造特点来对这种相似性作

进一步的解释.在Hankel矩阵中,矩阵的各行是由信号

仅仅依次右移一位而形成的,因而各行之间存在很大的

相关性
[ 1]

,这种行向量高度相关的矩阵的奇异值的特点

是:第一个奇异值与其他奇异值相比大很多,而从第二

个奇异值开始,各奇异

值虽有大小的差异,但

相差很小. 本例中 5 个

奇异值如图 4 所示,其

中第一个奇异值是第

二个奇异值的 6�8 倍.

而根据分量信号的表

达式 ( 3 )以及引理 1、2

不难计算出, 分量信号

的能量大小是与相应奇异值的平方成正比的,可以用下

式来表示第 i 个分量在原始信号中所占的能量份额:

∃i=
�2i

�21+ �
2
2+ ∀+ �2q

, i= 1, 2, ∀, q ( 16)

因此由于Hankel矩阵本身的结构特点, 使得原信

号的能量主要集中在第一个奇异值所对应的分量即 P1

中,因而 P1代表了信号的主体骨架, 能够获得类似于

小波近似信号的效果;而原始信号中那些能量微小的细

部特征则相应分离到了其他较小的奇异值所对应的分

量中,因而这些分量获得了类似于小波分解的细节信号

的处理效果.但是由前述可知, SVD分量信号还具有零

相位偏移特性,将 P1与小波分解的近似信号 S 4绘在一

起,如图 5,可以发现 P1无相移,而 S 4则存在明显的滞

后.从这一点来说, SVD方法的处理结果还优于小波.

但是另一方面, SVD却不如小波变换那样具有明显

的物理意义.从式( 9)可知,小波变换的实质是利用共轭

滤波器 h( n)和 g( n)对信号进行处理,得到的各分量依

次反映了原始信号由高频到低频的频率构成. 相较之

下, SVD的分解结果不能表现出这样明显的顺序频带特

性,除了 P1分量对应于小波变换最后一个尺度的近似

信号外,其他各分量具体代表原始信号的哪一部分需要

通过 FFT分析才能确定.

5 � 两种方法对奇异性信号检测效果的比较分析

� � 除了具有十分相似的信号分解结果外,另一个令人

惊讶的相似之处是: 作者发现, 当采用Hankel 矩阵时,

SVD也具有类似于小波变换那样的奇异性检测能力.这

里所谓的奇异性是指信号本身或它的某阶导数在某一

时刻是否存在突变,若信号 f ( t )在某点有突变或某阶

导数有突变,则称信号在此处有奇异性, 可用 Lipschitz

指数(简称 Lip指数)来描述信号 f ( t )的奇异性程度.设

有非负整数 n, n ) %) n+ 1, 如果存在常数 A > 0 以及
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n 次多项式pn ( t) , 对于| t- t 0| < #, #是一个任意小的

正数,所有的 f ( t )都满足不等式:

| f ( t ) - pn( t- t0) | ) A | t- t 0|
% ( 17)

则称 f ( t )在 t0点是 Lip%的,如果 f ( t )在 t 0的 Lip指数

%小于 1,则 t 0为 f ( t )的奇异点;而如果 n ) %) n+ 1,

其中 n 大于 1,则 t 0为 f ( t )的第 n 阶导数的奇异点.与

稳定信号相比, 奇异性信号往往携带了更多的重要信

息.例如在故障诊断领域,信号的奇异点往往反映了由

故障引起的撞击、振荡、转速的突变或结构的变形和断

裂[ 13] .因此对奇异性信号的检测具有特别重要的意义.

对奇异性的检测本来是小波变换的一个突出优点,

具有 n 阶消失矩的小波可以检测到 f ( t )的第 n- 1阶

导数的奇异性[ 13] , 小波变换的奇异性检测特性已经在

故障诊断和图像边缘检测方面获得了重要的应用.但是

令人意想不到的是, 作者发现当采用 Hankel 矩阵时,

SVD同样也具有奇异性检测能力, 并且与小波变换相

比,还有自己特殊的优点.对于小波来说,每一个小波具

有固定的消失矩,其可检测的奇异性指数也由此而固

定,例如具有一阶消失矩的小波只能检测出信号本身的

突变点,而对于其导数突变点的检测则无能为力.但是

SVD则不同于此,我们在实践中发现,从第二个 SVD分

量开始,各个分量具有奇异性检测能力,且可检测的奇

异性指数逐次增加. 如果将消失矩的概念应用到 SVD

分量中,则 SVD的第 2 个分量具有 1 阶消失矩,第 3个

分量具有 2阶消失矩, ∀,第 n 个分量具有 n- 1阶消失

矩.

用一个实例来分析和比较 SVD方法和小波变换的

奇异性检测效果.设有信号如下:

f ( t ) =

2 , 0< t< 50

7 , 50 ) t ) 99

- 2t+ 205 , 99 ) t ) 150

( 18)

此信号如图 6所示,它本身在 t= 50 处有突变, Lip

指数 %= 0,而在 t= 99处信号本身虽然是连续的,但是

其一阶导数在此处不连续, Lip 指数 %= 1,这两点是奇

异点. 利用此信号构造一个列数为 4、行数为 147 的

Hankel 矩阵,通过 SVD处理后得到四个 SVD分量,如图

7.第一个分量 P1是近似信号,反映了原信号的骨架;而

第二个分量 P2在 t= 50 处产生峰值, 检测出了信号在

此点的奇异性, 但是没有检测出 t= 99处的奇异性,这

和具有一阶消失矩的小波的检测特点相同.第三个分量

P3在 t= 50 处产生了一个零交叉点, 这和具有二阶消

失矩的小波对突变信号的检测特点相同,而在 t= 99则

产生了一个负的峰值,表明信号的一阶导数在此处存在

向下的突变,这和具有二阶消失矩的小波对 Lip指数 %

= 1 的奇异性信号的检测特点相同.第四个分量 P4在 t

= 50处存在两个零交叉点,这是具有三阶消失矩的小

波对突变信号的检测特征,而在 t= 99 则产生了一个零

交叉点,这是具有三阶消失矩的小波对 Lip 指数 %= 1

的奇异性信号的检测特征.所有这些结果说明了两个问

题: ( 1)证明了采用Hankel矩阵时 SVD具有奇异性检测

能力; ( 2)证明了各 SVD分量的消失矩阶数是递增的.

而图 8 是只有一阶消失矩的二次样条小波在四个

尺度上的检测结果, 由于消失矩的限制,对信号在 t=

99处的奇异性始终没有检测出来.要想利用小波检测

出此点的奇异性,必须采用具有 2阶以上消失矩的小

波[ 13] .

具有递增消失矩的优点是可以检测到具有不同 Lip

指数的奇异点, 但是一旦 Lip 指数固定下来,随着 SVD

分量个数的增加,后面分量中指示奇异点位置的脉冲将

会产生多个过零点,其波形具有多变振荡性, 此时分量

中奇异点的位置就难以精确确定, 不过对于 SVD 来说,

这并不会妨碍它对奇异点的准确定位.根据消失矩和奇

异性的检测关系
[ 13]
,如果某点的 Lip 指数 %= n- 1, 则

具有 n 阶消失矩的分量会在此奇异点处产生一个单一

峰值,根据此峰值位置可以准确定位奇异点; 而具有 n

+ 1阶消失矩的分量却会产生一个过零点,此时奇异点

位置亦可由此过零点准确确定;此后消失矩阶数每增大

1阶, 则过零点的数目就会增多 1 个,这时就难以精确

地确定奇异点位置了.但是由于各 SVD分量具备了从 1

开始的各阶消失矩,因而在奇异性检测时,总会有一个

分量存在一个单一峰值,因此奇异点的位置可以准确定

位,如果第 n 个 SVD分量在某点产生一个单一峰值,则
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此点就是奇异点,且其Lip指数 %= n- 2.以图 7的检测

结果为例,第二个分量 P2在 t= 50 处产生一个单一峰

值,则表明在 t= 50 处存在奇异性,而且此点的 %= 0,

尽管此后的分量中指示此奇异点位置的脉冲波形具有

多变振荡性,但是只要有一个分量能够准确地定位奇异

点就足够了.同理,第三个分量 P3在 t= 99处产生了单

一峰值,则此点存在奇异性,且其 Lip指数 %= 1.

除了各分量具有递增的消失矩外, SVD在奇异性检

测方面还有一个特点:各个分量中指示奇异点位置的脉

冲宽度始终不变.如本例 SVD 各分量中指示奇异点位

置的脉冲宽度始终为 4个采样数据宽度.而小波检测结

果的脉冲宽度却随着尺度的增加而逐渐增大, 如本例,

在第一个尺度指示奇异点位置的脉冲为 2个采样宽度,

第二个尺度为 6 个采样宽度,第三个尺度为 14个采样

宽度,到第四个尺度时,竟已达到 28个采样宽度.

这种现象不是偶然的,作者利用不同列数的Hankel

矩阵对不同的奇异性信号进行了反复检测试验,发现如

下一个事实:在 SVD各分量中, 不管指示奇异点位置的

脉冲具有怎样的振荡性,但是其宽度始终保持一致,而

且这个宽度是由所构造的Hankel矩阵的列数决定的,

如果Hankel矩阵的列数为 n,则脉冲宽度为 nTs , 其中

Ts为信号采样周期.关于这一事实还难以作出解释.

6 � 结论

� � SVD和小波分析有着完全不同的理论基础,但是当
在 SVD中采用Hankel矩阵时, 它们的信号处理效果却

表现出惊人的相似性. 本文从向量空间基的角度和

Hankel 矩阵本身的结构特点等方面对这种相似性产生

的机理进行了研究,得到以下结论:

( 1)采用Hankel矩阵时,利用 SVD可以将原始信号

分解为一系列分量信号的简单线性叠加,这些分量信号

本质上反映的是原始信号在由 SVD 方程中的左、右正

交矩阵所形成的 m 和 n 维空间的基向量上的投影大

小.这与小波分解结果反映的是原始信号在尺度基函数

和小波基函数上的投影大小这种处理机理是相似的.

( 2)采用Hankel矩阵时, SVD 分量信号之间不具有

正交性,而正交小波的分解结果之间却是正交的, 但是

非正交小波的分解结果之间也不具有正交性.

( 3)采用Hankel矩阵时, SVD 的第一个分量信号相

当于小波分解最后一个尺度上的近似信号,而从第二个

SVD分量开始的其他所有 SVD分量信号则与小波分解

的细节信号相对应,但是 SVD的分解结果具有零相位

特性,而小波分解结果却存在相移.

( 4)采用Hankel矩阵时, SVD 也具有奇异性检测能

力,并且 SVD的奇异性检测具有两个特点: ( 1) 各 SVD

分量具有递增的消失矩, 第 n 个分量具有 n- 1 阶消失

矩,因而各分量可以检测出不同奇异性指数的奇异点;

( 2)在 SVD 各分量信号中指示奇异点位置的脉冲宽度

始终保持不变,并且这个宽度是由Hankel 矩阵的列数

所决定的.而对于小波来说,其所检测的奇异性指数是

固定的,且指示奇异点位置的脉冲随尺度增加而逐渐变

宽.
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