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� � 摘 � 要: � 提出了一种多目标进化算法中解集分布度逐步评价方法. 定义了一种基于角度的坐标, 避免了算法因
收敛性不同对分布性评价的影响;利用了解集均匀分布具有的对称性,把整个目标空间从大到小划分成不同的对称区

域,逐步进行分布度评价. 实验结果表明,该方法能精确的评价解集的分布情况.
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Abstract: � A measurement for stepw ise diversity evaluation of solutions in multi�objective evolutionary algorithm was pro�
po sed. In this method, a coordinate based on angle was defined, which can avo id the influence caused by different extent of conver�

gence in diversity evaluation. Furthermore, considering the symmetry of uniformly distributed solutions, the whole objective space

was divided and subdivided into different symmetric regions for evaluation. Experiments show that the method can evaluate diversity

of solutions accurately.

Key words: � multi�objective evo lutionary algorithm; diversity metric; stepwise evaluation

1 � 引言

� � 进化算法(Evolutionary Algorithms, EA)已经被证明是

一种解决多目标优化问题 ( Multiobjective Opt imization

problem,MOP)的有效方法[ 1] .各国学者提出了很多有效

的多目标进化算法(Multi�Objective Evolutionary Algorithm,
MOEA) [ 2] .该类算法的特点是不需要人为定义各目标的

权重,而是由算法运行一次找出所有的非支配解[ 1] ,再

由决策者进行权衡选择.但是,多目标进化算法并不能

保证找到 Pareto最优解,而是尽可能的找到一组很好的

近似解.因此,如何判断一组近似解的优劣就变得非常

重要.

在MOEA发展前期,研究者主要是通过对最终边界

的观察来评价MOEA的好坏,但这种直观的方法不能给

出精确的评价结果,并且不适合于目标维数为三维以上

的测试问题. MOEA 进入第二个发展阶段后, 很多种

MOEA性能评价方法相继被提出,归纳起来可以分为两

大类[ 2] : ( 1)一类是用来评价所求解集与真正 Pareto最

优面的趋近程度的评价方法; ( 2)一类是用来评价解的

分布性的评价方法.可见解群体的分布多样性是评价算

法性能的重要指标.目前比较流行的分布度评价方法

有: Farhang�Mehr 等提出的基于个体信息熵的评价方
法[ 3] , Deb 等提出的 Spacing metric[ 4] , 网格评价方法[ 5] ,

基于个体空间的评价方法[ 6] , Sanaz Mostaghim等提出的

Sigma评价方法[ 7] ,以及 Li等[ 8]用邻域进行分布度评价

的方法等等.但是由于存在参数难以选择,映射失真等

问题,还没有一种方法能完美的评价分布度情况.

本文提出了在一种新的坐标下进行分布度的评价

方法.利用解集均匀分布具有的对称性,把整个目标空

间从大到小划分成不同的对称区域,逐步进行分布度评

价.由于整个评价过程是在一种基于角度的坐标下进行

的,这样避免了算法因收敛性不同对分布性评价所造成

的影响.实验表明我们的方法能精确的评价解集的分布

情况.

2 � 相关概念

� � 最小化与最大化问题可以相互转化,因此,仅以最

小化多目标问题为研究对象.多目标问题(MOP) 的一般
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描述为:

给定决策向量 X= ( x1 , x1 , �, xn) ,它满足下列约束:

g i( X )  0, � � i= 1, 2, �, k ( 1)

h i( X ) = 0, � � i= 1, 2, �, l ( 2)

设有 r 个优化目标,且这 r 个优化目标是相互冲突

的,优化目标可表示为:

�f ( X )= ( f 1( X ), f 2( X ), �, f r( X ) )

寻求 X* = ( x *1 , x*2 , �, x*n ) ,使 �f ( X * )在满足约

束( 1)和( 2)的同时达到最小. MOEA经常用到如下几个

基本概念:

定义 1 � 个体的 Pareto支配关系(优超关系)

设 p 和 q是进化群体 Pop中的任意两个不同的个

体,我们称 p 支配 ( dominate) q, 则必须满足下列二个条

件:

(1)对所有的子目标, p 不比 q 差,即 f k ( p ) ! f k ( q)

� ( k= 1, 2, �, r) .

(2)至少存在一个子目标,使 p 比 q好. 即 l ∀ { 1,

2, �, r }使 f l ( p ) < f l ( q) .其中 r 为子目标的数量, p 支

配q 记为p ! q.

定义 2 � Pareto最优解

给定一个多目标优化问题Min�f ( X ) ,称 X* ∀ � 是

最优解,若∀X ∀ � ,满足下列条件:

或者#
i ∀ I

(f i ( X) = f i ( X* ) )

或者 � 至少存在一个 j ∀ I , I = { 1, 2, �, r } , 使:

f j ( X) > f i (X
* )

其中 � 是满足式( 1)和式( 2)的可行解集,即:

�= { X ∀ Rn | gi (X )  0, hi ( X) = 0;

( i= 1, 2, �, k; j = 1, 2, �, l ) }

定义 3 � Pareto最优面(前沿)

给定一个多目标优化问题Min�f ( X )和它的最优解

集{X * } ,它的 Pareto最优面定义为:

PF* = {�f ( X )= ( f 1( X) , f 2( X) , �, f r( X )) | X ∀ { X* } }

( 3)

3 � 现有的分布度评价方法分析

� � Deb[ 5]指出在设计MOEA性能评价方法时,应该考

虑以下 5个特征:

( a)函数值的范围应当在 0到 1之间, 因为函数要

用于不同代之间的比较, 0 到 1 之间的函数可以更方便

比较算法不同代之间的变化.

( b)期望函数值应当是可知的,也就是说理论上的

非支配集的分布度是可以计算出来的.

( c )评价曲线应当是随着代数的增加成递增或递

减的,这样更有利于不同集合之间的比较.

( d)评价函数应适用于任意多个目标.尽管这不是

绝对需要的,但这使得算法能在不同维上进行比较.

( e )函数的计算复杂度不能太高.

Deb 于 2000 年提出了 Spacing metric[ 4] ,用来评价解

集的分布情况,评价函数如下:

�= ∃
| PF |

i= 1

di- #d
| PF |

( 4)

PF 代表已知的 Pareto最优面, di 是指解集中非支

配边界上两个连续向量的欧几里德距离, #d 是这些距离
的平均值.值得注意的是这种评价方法比较适用于 2维

的目标空间, 而在高维目标情况效果不理想. 类似地,

Schott提出了一种计算分布度的方法[ 9] ,其函数定义如

下:

�%=
1

n - 1 ∃
n

i= 1

( #d - di )
2

( 5)

式( 5)中, di = minj ( | f i
1 ( �x ) - f j

1 ( �x ) | + | f i
2 ( �x ) -

f j
2( �x ) | ) , ( i , j = 1, 2, �, n) , #d是所有 d i 的平均值, n 是

已知的 Pareto边界的大小.由于此方法只考虑最近个体

之间的分布关系,所以它并不能准确的反映整个解集的

分布情况.

Farhang�Mehr等于 2003年提出了一种依靠个体信

息的分布度评价方法
[ 3]

,它是采用个体的信息熵来评价

解集的分布情况.但也存在些不足: ( 1)信息熵值在很大

程度上取决于标准方差  的选取; ( 2)对于 Pareto最优

面不连续的情况, 信息熵的方法并不适用. Deb 等在

2002年提出了一种网格分布度评价方法[ 5] . 该方法根

据网格中的个体数来评价解集的分布性.但由于一些参

数的难以选择,如映射的超平面,网格的大小等,所以此

方法计算出来的分布度值与实际情况并非完全相符.

Sanaz Mostaghim在 2005年提出了 Sigma评价方法[ 7] , 给

出了解集在目标空间的覆盖率信息,但参考半径 d 的

大小较难选择,从而影响了解的精确性.

4 � 分布度逐步评价方法

4∃1 � 定义新坐标
我们的评价方法首先定义一种基于个体角度的坐

标,这种坐标只考虑个体的角度分量, 并不考虑个体之

间的距离,这样避免了算法因收敛性不同而对分布性评

价造成的影响.坐标定义如下:

当目标为二维时,坐标向量为

!= ( arcsin
f 2

f 21+ f 22
) ( 6)

当目标为三维时,坐标向量为:

!= ( arcsin
f 2

f 21+ f 22
, arcsin

f 3

f 22+ f 23
, arcsin

f 1

f 23+ f 21
) ( 7)

m维目标空间的个体坐标!是 C2m 维向量:
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!= ( arcsin
f 2

f 21+ f 22
, arcsin

f 3

f 22+ f 23
, �,

arcsin
f m

f
2
m- 1+ f

2
m

, arcsin
f 1

f
2
m+ f

2
1

, arcsin
f 3

f
2
1+ f

2
3

,

�) ( 8)

4∃2 � 坐标变换
一般的测试问题的解个体并不能覆盖整个目标空

间,为了能在目标空间中准

确的评价分布情况,需要对

其进行变换. 我们的方法是

先求出解群体中各个目标

上最小的值, 然后以这些最

小的值组成的向量作为新

原点,图 1 显示了坐标变换

过程.

原点 O%是由解群体f 1和 f 2上最小的值组成,根据

点 O& 形成了新的坐标轴 f 1& , f 2& ,这样经过坐标变换的
解个体就覆盖了整个目标空间.

4∃3 � 分布度逐步评价方法
分布度逐步评价方法利用了均匀分布的解集具有

的对称性,先把整个目标空间  划分成两个对称区域

 1,  2,统计这两个区域的个体数目,由数目的多少得出

两个区域整体的分布关系,然后对区域  1 ,  2重复以上

操作得到一些更小的区域  3,  4,  5,  6,如此进行下去,

直到每个区域只有一个个体或者区域大小已经足够小.

其具体算法如下:

算法 1

参数设置 � N: 种群规模, m:目标空间维数,  :区

域范围,  size :区域大小,  count :区域内个体数目, Q :待评

价区域队列

初始值设置 � 总分布情况 all- rank= 0,总分布区

域 all- area= 0,初始维数分量 j = 0

Step 1:对向量 !第 j 维分量的区域  j, 设置区域初

始范围,初始个体数,初始区域大小:  = [ 0, ∀/2] ,  count
= N ,  size= ∀/ 2.

Step 2:当  siz e  #并且  count> 1 时转 Step3,否则转

Step7,其中 #= ∀/ 2/ 2∋
( m- 1)

N.

Step 3: 划分  为两个相等的区域,  %= [  lef t,

 left +  
r ight

/ 2] ,  (= [  lef t+  right /2,  right ] ,  %siz e=  (size=  size/

2,其中  left ,  right分别为  的左右边界.

Step 4: 统计区域  %,  (内个体的数目:  %count =

Stat (  %) ,  (count= Stat (  () .

Step 5:评价  分布情况all - rank= all- rank+ (min

(  %count,  (count ) /max (  %count,  (count ) ) ∋  siz e, all - area =

all - area+  size .

Step 6:插入  %,  (到队列Q 中.

Step 7:如果 j = C2
m- 1, 结束算法. 否则如果 Q 为

空, j = j + 1,转 Step1;否则返回并删除 Q 的第一个元素

 * ,  =  * ,  count= Stat(  ) ,转 Step2.

最终解集的分布度

为总分布情况比总分布

区 域: f inal - diversity =

all - rank / all - area, 下面

给出几个用此算法来求

分布度的简单例子.

图 2 显示了二维空

间中解集分布情况的两

个实例. 图 2 ( a)中解集

的分布不太均匀, 我们的

算法对目标空间进行了 8 次划分,使每个区域至多有一

个个体,其分布度计算如下:

final- diversity = [ (
3
5
∋
∀
2
+
1
4
∋
∀
4
+
0
3
∋
∀
4
+
2
2
∋
∀
8

� +
1

2
∋
∀
8
+
1

1
∋
∀
16
+
1

1
∋
∀
16
+
1

1
∋
∀
16

)

� / (
∀
2
+

∀
4
+

∀
4
+

∀
8
+

∀
8
+

∀
16
+

∀
16
+

∀
16

)]

= 0∃513043
图 2( b)中个体的分布基本均匀, 我们的算法对目

标空间进行了 7 次划分, 使每个区域至多有一个个体,

其分布度计算如下:

final- diversity = [ (
4
4
∋
∀
2
+
2
2
∋
∀
4
+
2
2
∋
∀
4
+
1
1
∋
∀
8

� +
1

1
∋
∀
8
+
1

1
∋
∀
8
+
1

1
∋

∀
8

)

� / (
∀
2
+

∀
4
+

∀
4
+

∀
8
+

∀
8
+

∀
8
+

∀
8

) ]

= 1∃000000
图 3 显示了三维空间中解集分布情况的一个实例,

按向量中每一维分量分别求解集的分布值,并且区域大

小下限为 #= ( ∀/2) / 2 ∋
( m- 1)

N = ∀/8∃944, 其总分布度
如下:

f inal - diversity = [ (
3
3
∋ ∀
2
+
1
2
∋ ∀
4
+
1
2
∋ ∀
4
+
1
1
∋ ∀
8

� +
0
2
∋
∀
8

) + (
2
4
∋
∀
2
+
1
1
∋
∀
4
+
1
3
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� ∋
∀
4
+
1
2
∋
∀
8

) + (
3
3
∋

∀
2
+
1
2
∋

∀
4

� + 1
2
∋ ∀
4
+
1
1
∋ ∀
8
+
0
2
∋ ∀
8

) ] / [ (
∀
2
+

∀
4

� +
∀
4
+

∀
8
+

∀
8

) + (
∀
2
+

∀
4
+

∀
4
+

∀
8

)

� + (
∀
2
+

∀
4
+

∀
4
+

∀
8
+

∀
8

) ] = 0∃660920

5 � 实验讨论与分析

� � 为了测试我们的分布度评价方法的性能,本文选取
了几个分布情况具有典型代表的 MOEA: NSGA�II[ 4] , C�
NSGA�II[ 6] , SPEA2[ 10]分别在目标数 2, 3, 4 和 6的情况下

进行实验,在实验中,三种算法都采用实数编码,交叉概

率 0∃9,变异概率 0∃001,二维测试函数的规模为 100,评

价次数为 20000;三维测试函数的规模为 300,评价次数

为 90000, 四维测试函数的规模为 500, 评价次数为

250000, 四维测试函数的规模为 800, 评价次数为

640000.算法的运行代数为评价个体的数目除以种群规

模.每个算法对各个测试函数独立运行 20次,结果取平

均值.

5∃1 � 二维测试问题
我们选取了 4 个二维测试函数 SCH, ZDT1, ZDT2,

ZDT4. SCH被认为是在MOP领域具有代表性的测试函

数, ZDT 是由 Zitzler等提出来的一系列测试函数[ 1] , 这

些函数是较具有代表性的二维测试函数.

首先我们给出三种算法对 ZDT1 的最终解集分布

图,如图 4 所示,然后采用本文提出的评价方法对三种

算法进行评价,给出分布度曲线与运行代数之间的关

系,如图 5 所示.图 4反映了三种算法对测试问题 ZDT1

的解集分布情况, 从图中可以看出, SPEA2 的解集分布

情况最好,个体的分布基本均匀, C�NSGA�II的解集分布
情况要稍好于 NSGA�II的解集分布情况.

表 1� 二维测试问题的解集分布度

算法 SCH ZDT1 ZDT2 ZDT4

NSGA�II 0. 5765354 0. 7328515 0. 7460961 0. 5155786

C�NSGA�II 0. 6248696 0. 6781463 0. 8118234 0. 6363249

SPEA2 0. 8167192 0. 8487792 0. 8742296 0. 7339431

� � 图 5 是用我们的方法对三种算法在运行过惩中得

到的解集进行分布情况评价得出的分布度曲线, 从图

中可以看出, SPEA2的解集随代数的增加分布度逐渐提

高,分布情况逐渐均匀, 并且曲线振幅很小, 说明分布

优秀的解丢失概率不大; C�NSGA�II 的解集和 NSGA�II
的解集在 40 代左右以前分布度上升的比较快,而到了

40代以后,分布度提升很小, 只是原地摆动,并且曲线

振幅较大,其中 NSGA�II 的解集要比 C�NSGA�II的解集
振荡要强烈, 说明在进化过程中分布优秀的解丢失更

加严重.表 1 为 2维测试问题的分布度评价结果.

5∃2 � 二维以上测试问题
下面我们对二维以上的测试问题进行分布度评

价, DTLZ系列是 Deb 提出的一种规模可变的测试函

数
[ 11]
,在这里我们取目标空间分别为 3, 4和 6维. 首先

我们给出三种算法对 DTLZ1在三维目标上的最终解集

分布图,如图 6 所示,然后采用本文提出的评价方法对

三种算法进行评价, 给出分布度曲线与运行代数之间

的关系,如图 7 所示.

图 6 反映了三种算法对测试问题 DTLZ1 在三维上

的解集分布情况,从图中可以看出, NSGA�II 的解集收
敛性最好(收敛到 x+ y + z = 1 平面) , C�NSGA�II次之
(收敛到平面 x+ y+ z = 2) , SPEA2最差(收敛到平面 x

+ y+ z = 6) ;而分布性则正好相反, SPEA2的解集分布

情况最好,个体的分布基本均匀, C�NSGA�II的解集分布
情况要好于 NSGA�II的解集分布情况.图 7 是用我们的

方法对三种算法在运行过程中得到的解集进行分布情
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况评价得出的分布度曲线,从图中可以看出, SPEA2的

分布度值最好, C�NSGA�II 的分布度值次之, NSGA�II的
分布度值最差,这说明我们的评价方法避免了算法因

收敛度不同对分布度评价造成的影响. 另外,三种算法

得到的解集在进化前期都存在不同程度的退化现象.

SPEA2的解集的分布度曲线在 50 代后开始稳步上升,

分布度曲线比较平滑, 说明分布优秀的解在进化过程

中丢失概率不大; C�NSGA�II的解集和 NSGA�II的解集
在进化的前期也有严重的退化现象, 分布度曲线在 60

代左右才开始上升, 而在 100 代左右以后, 分布度提升

幅度变缓,曲线基本处于原地摆动状态, 并且在整个进

化过程中曲线振幅较大,说明分布优秀的解丢失情况

比较严重.

图 8( a )为 SPEA2 对 DTLZ1在 100 代时解集的分布

情况,对比图 6( a) , ( b) ,我们发现 SPEA2在 100代时的

解集分布情况已经好于NSGA�II和 C�NSGA�II最终解集
的分布情况了,这与我们图 7中的分布度曲线一致.图

8( b)为 NSGA�II对 DTLZ1在 100代时解集分布情况,我

们发现除了个别点分布较远以外, 解集的整个分布已

经接近于图 6( a)中最终解集了,这与图 7中 NSGA�II的
分布度曲线相符.表 2, 3分别为用我们的评价方法对三

种算法关于 DTLZ1 和 DTLZ2在不同目标数上的分布度

结果,可以看出,在不同的目标维数下 SPEA2的分布性

都是最好, C�NSGA�II次之, NSGA�II最差,以上的实验结
果表明我们的算法能正确评价二维以上测试问题的解

集分布情况.

表 2 � DTLZ1在不同目标数上的分布度

目标维数 NSGA�II C�NSGA�II SPEA2

3 0. 6708820 0. 7529785 0. 8702486

4 0. 6892342 0. 7778562 0. 8973282

6 0. 7079258 0. 8199692 0. 9123541

表 3 � DTLZ2在不同目标数上的分布度

目标维数 NSGA�II C�NSGA�II SPEA2

3 0. 6572729 0. 7573931 0. 8618195

4 0. 6725545 0. 7873339 0. 8960841

6 0. 7222249 0. 7985543 0. 9163254

6 � 结论

� � 一个有效的多目标进化算法, 除了要有较好的收

敛程度外,还必须保持较好的分布度. 因此,收敛度与

分布度都是衡量算法的重要指标. 本文主要针对分布

度评价方法进行研究,分析了国际上流行的多目标进

化算法分布度评价方法的特点和不足, 提出了分布度

逐步评价方法,该方法利用了解集均匀分布具有的对

称性,把整个目标空间从大到小划分成不同的对称区

域,逐步进行分布度评价. 由于分布关系权值是由区域

决定的,这样影响量(权值 )从大到小逐渐变化,相应分

布粒度从粗到细逐步变得精确.为了证明方法的有效

性,我们选择了目前流行的几种MOEAs 对 6个测试函

数在 2, 3, 4 和 6 维目标空间下进行实验. 通过实验证

明,我们的方法能精确的评价解集的分布情况.

需要指出的是,在我们的算法中,个体在新的坐标

下的维数是在直角坐标下维数的组合数( m%= C2
m ) ,这

样当目标空间维数较高时,算法的计算量较大,其时间
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复杂度较高.另外,考虑到算法利用解集分布的对称性

进行评价,这样不适用于那些真实 Pareto面并不对称的

非连续问题.因此,如何对非连续问题进行分布度评价

是我们将来的研究工作.
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