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� � 摘 � 要: � 除子标量乘是超椭圆曲线密码体制中的关键运算.基于单除子标量乘的思想, 将 Duursma与 Sakurai给

出的关于奇素数域上一类特殊超椭圆曲线上的一个除子标量乘算法推广到奇素数域扩域上更一般的此类超椭圆曲线

上,得到了两个效率更高的公式化的除子标量乘新算法.这两算法所需的运算量比二元法降低 12%以上.
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Fast Divisor Scalar Multiplications on a Class of Hyperelliptic Curves

YOU Lin
( College of Communication Engineering , Hangzhou Dianzi Universi ty , Hangzhou , Zhej iang 310018, China)

Abstract: � Divisor scalar multiplication is the key operation in hyperelliptic curve cryptosystem. Based on the idea of simple

divisor scalar multiplications, Duursma and Sakurai� s algorithm for divisor scalar multiplications on a special class of hyperelliptic

curves over prime fields has been improved to a larger class of such hyperelliptic curves over prime�extension fields, and two new

formulized algorithms for divisor scalar multiplications are proposed. Compared w ith binary method, our algorithms are much more

efficient and take at least 12% less computation amount.
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1 � 引言

� � 设 F q 是有限域, q 是某素数方幂. 定义在 Fq 上的

亏格g 的超椭圆曲线 C指由下列方程所定义的曲线:

v
2
+ h( u) v= f ( u) ( 1)

这里 h( u) , f ( u)  F q[ u ] , degu( h) ! g, degu (f ) = 2g+

1,且不存在( u , v )   F ∀  F 同时满足方程 v
2
+ h( u) v=

f ( u)及偏微分方程 2v+ h( u) = 0与 h#( u) v- f #( u) =

0.如果 char( Fq )是奇数,则 h( u)可取为 0.

在超椭圆曲线密码体制中,最关键的运算是超椭圆

曲线 Jacobian 群 JC ( Fq
n)上的除子标量乘,即对除子 D

 JC ( Fq
n)及正整数 m ∃1,计算 mD= D+ D+ %+ D

m

.

常规的算法是二元方法,其平均运算量大约是 log2( m) /

2次除子加与 log2( m)次除子倍加. 实际应用中, m一般

接近于群JC ( Fq
n)的阶或 q

gn
, 所以计算 mD 平均大约需

要
1
2

gnlog2q次除子加与 gnlog2q次除子倍加.

设 Cq 是定义在Fq 上的曲线

Cq : v 2= up+ au+ b ( 2)

其中 a & 0, q 是素数p 的方幂,则 Cq 是亏格为( p- 1) /2

的超椭圆曲线.

Duursma[ 1]研究了 q等于素数 p 及 a= - 1 mod p 时

的超椭圆曲线 Cp ,得到了有关除子标量乘运算的快速算

法.下面我们首先引入单除子的概念,得出单除子标量乘

的公式化算法, 此后利用该算法将 Duursma的结果推广

到更一般的超椭圆曲线 Cq 上,得到了两个效率更高的

可实际应用于超椭圆曲线密码体制的公式化新算法.最

后讨论了可实际应用于密码体制的若干 Cq 型曲线.

2 � 单除子及单除子标量乘

� � 定义 1 � 一个约化除子 D= ∋a( u) , b ( u) ( J ( F)

称作一个素除子,如果 a( u)是 F[ u] 中的一个不可约

多项式.显然,对超椭圆曲线 C 上任何一个有限点P =

( xP , yP ) , ∋x - xP , yP(是一个素除子,称该素除子为单

除子.

定理 1 � 设 C 是由方程( 1)所定义的超椭圆曲线.

则每个除子∋�( u) , �( u) ( J ( F)均可分解成若干素除

子之和.即存在有限个素除子∋ai ( u) , bi ( u) (使得

∋�( u) , �( u)(= )
i

mi∋ai( u) , bi ( u) (

这里 mi 是正整数.
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� � 证明 � 设 �( u) = ∗
i

am
i

i ( u)是多项式 �( u)在 F[ u]

中的不可约分解.取 b i ( u) = �( u)modai ( u) .我们首先

证明对每个 i, ∋ai ( u) , b i( u)(是素除子.

由于 ai ( u ) 是 不 可 约 的, 所 以 只 需 证 明

∋ai ( u), b i( u)(是除子,即依据文献 [ 2] 中推论 2, 只要

证明

ai ( u) | ( b2i ( u) + b i ( u) h( u) - f ( u) )

因为 bi ( u) = �( u) modai ( u)及 �( u) | ( �2( u) +

�( u) h( u) - f ( u) ) , 所以 b
2
i ( u ) + b i ( u ) h ( u ) -

f ( u)modai( u) = �2 ( u ) + � ( u ) h ( u ) -

f ( u)modai( u) = 0.下面证明

∋�( u) , �( u) (= )
i

m i∋ai ( u) , bi ( u)(

由归纳法,只需证明上等式对 �( u) = a1( u) a 2( u)

(其中 gcd( a1( u) , a2( u) ) = 1)及 �( u) = a21( u)分别成

立即可.

(1)设 �( u) = a1( u) a 2( u) , gcd ( a1( u) , a 2( u) ) =

1.令

∋�1( u) , �1( u)(= ∋a1( u) , b1( u) (+ ∋a 2( u) , b2( u)(
其中 b1( u) = �( u)moda 1( u) , b2( u) = �( u)moda 2( u) .

由 gcd( a1( u) , a2( u) ) = 1知存在 s1( u) , s2( u)  F[ u] ,

使得 s1( u) a 1( u) + s2( u) a 2( u) = 1.又

gcd( a 1( u) , a 2( u) , b1( u) + b2( u) + h( u) )

� = gcd( gcd( a 1( u) , a 2( u) ) , b1( u) + b2( u) + h( u))

� = 1

且有 a1 ( u ) b2 ( u) = a1 ( u ) �( u ) moda 1 ( u ) a2 ( u ) =

a 1( u) �( u)mod�( u)及 a 2 ( u) b1 ( u ) = a2 ( u ) �( u )

moda2( u) a1( u) = a 2( u) �( u)mod�( u) .所以依据除子

合成算法[ 3]可得

�1( u) = a 1( u) a 2( u) = �( u) ,

�1( u)= s1( u) a1( u) b2( u) + s2( u) a 2( u) b1( u)mod�( u)

= ( s1( u) a1( u) + s2( u) a 2( u) ) �( u)mod�( u)

= �( u)

(2)设 �( u) = a21( u) .那么 �1( u) = a21( u) / d 2( u) ,

这里 d ( u) = gcd ( a 1 ( u ) , 2b1 ( u ) + h ( u) ) , 且存在

s1( u) , s2( u)  F[ u] ,使得

d( u)= s1( u) a1( u) + s3( u) (2b1( u) + h( u) ) ,

�1( u)

=
s1( u) a 1( u) b1( u) + s3( u) ( b21( u) + f ( u) )

d( u)
mod�1( u)

因为 a1( u)是不可约的,所以 d( u) = 1 或 a 1( u) .如果

d( u)= a 1( u) ,则 2b1( u) + h( u) = 0 mod a 1( u) ,于是

� � � � � 2b1( u) + h( u) = 0 mod a1( u)

b21( u) + b1( u) h( u) - f ( u) = 0 mod a 1( u)

�2( u) + �( u) h( u) - f ( u) = 0 mod a 2
1( u)

对上面的第三个方程求导得 �#( u) ( 2�( u) + h( u)) +

( �( u) h#( u) - f #( u) ) = 0 mod a1( u ). 由于 �( u) =

b1( u) mod a1( u) ,所以得 b1( u) h#( u) - f #( u) = 0 mod

a 1( u) .如果 xP 是 a 1( u)的一个零点且 b1( xP ) = yP ,则

P= ( xP , yP )曲线 C上的一个点,且满足

� � � 2yP+ h( xP ) = 0

y2P+ yPh( xP ) - f ( xP) = 0

yPh#( xP ) - f #( xP ) = 0

这说明 P= ( xP , yP )是 C上的一个奇异点,它与 C 是一

条非奇异的超椭圆曲线矛盾.因此 d ( u) = 1, �1( u) =

a 2
1( u) = �( u) , �1 ( u) = s1 ( u ) a1 ( u ) b1 ( u ) + s3 ( u )

( b21( u) + f ( u) )mod a21( u) , 这里 s1( u) a 1( u) + s3( u)

( 2b1( u) + h( u) ) = 1.由 �( u) = b1( u)mod a1( u)可得

( �( u) - b1( u) ) 2= 0 mod a21( u)及 �( u) a1( u) = b1( u)

a 1( u) mod a 2
1( u) ,于是

�1( u) = s1( u) a1( u) �( u)+ s3( u) ( b21( u)+ f ( u) )moda21( u)

= ( �( u) - �( u) s3( u) ( 2b1( u) + h( u) ) )

� + s3( u) ( b21( u) + f ( u) )moda 2
1( u)

= �( u) + s3( u) ( ( �( u) - b1( u) ) 2- ( �2( u)

� + �( u) h( u) - f ( u) ) )moda
2
1( u)

= �( u)

这就证明了∋�1( u) , �1( u)(= ∋�( u) , �( u) (.

利用定理 1,很容易证得下面的定理 2.

定理 2 � 设 D= ∋u- x, y(= J C( Fq
n) , q是素数p 的

方幂, m是正整数,则有

( 1)如果 y= 0,则m∋u- x , y(= ∋u- x , y(( m为奇

数)或∋1, 0(( m为偶数) .

( 2)如果 y & 0,则当 2 ! m ! g 时有

m∋u- x, y(= ∋( u- x ) m, )
m- 1

i= 0

ai ( u- x ) i(

而当 p ∃m> ( p- 1) /2 时有

m∋u- x, y(~ ∋( u- x ) m, )
m- 1

i= 0

ai ( u- x ) i(

这里a 0= y , a1=
f #( x )
2y

, ai=
1
2y

f
( i)

( x )
i!

- )
j+ k = i
1 ! j , k

ajak ,

2 ! i ! m- 1.

且对于 p ∃m> ( p - 1) / 2, ∋( u - x ) m, )
m- 1

i= 0

ai ( u - x ) i(

是一个半约化除子.

设 C5是 F5
n上的超椭圆曲线: v 2= u 5+ au+ b, a &

0.对任意点 P= ( x , y )  C5( F5
n) , y &0 可得

� 2∋u- x , y(= ∋( u- x )2 ,
3a
y

( u- x ) + y(

� 4∋u- x , y(= ∋( u- x )
2
+

y2

a
-

y 10

a
6 ( u- x ) ,
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-
y 15

a 9 -
y 7

a4
-

a
y

( u- x ) - y (

� 5∋u- x , y(= ∋( u- x ) +
y2

a
-

y 10

a6
, -

y
25

a15
(

一般地,对曲线 Cq,有下面的定理 3.

定理 3 � 设 P= ( x, y)  Cq ( F q
n) , y & 0,则

p ∋u- x , y(= ∋u- x 0, y0(

其中 x 0= a- p - 1( xp
2

- apb+ bp ) , y0= - a-
p( p + 1)

2 yp
2

.

证明 � 令 G( u, v ) = ( x
p
+ au+ b)

p+ 1
2 - y

p
v

(  Fq
n [ u , v ] ) .则 G( u, v )的范数[ 4]是

N ( G( u, v ) )

= ( xp + au+ b) p+ 1- y 2p ( up+ au+ b)

= ( x
p
+ au+ b)

p+ 1
- ( x

p
2

+ a
p
x

p
+ b

p
) ( u

p
+ au+ b)

= ( xp
2

+ apup+ bp ) ( xp+ au+ b) - ( ( xp
2

+ apup+ bp )

� - a
p
( u

p
- x

p
) )( ( x

p
+ au+ b) ( u

p
- x

p
) )

= ( u- x ) p ( ap + 1 u- ( xp
2

- apb+ bp ) )

注意到 ( x , y )与 ( x0 , - y0)是 G ( u, v )的零点, 而

( x , - y )与( x0 , y0)非 G( u, v )的零点.因此

� � div( G) = ord( x , y ) ( G) + ordx
0
, - y

0
( G)

= p ( x , y) + ( x 0, - y0)- ( p+ 1) +

= ( p ( x , y) - p + ) + ( ( x 0, - y0) - + )

因此得

p ∋u- x , y(= - ∋u- x 0, - y0(= ∋u- x 0, y0(

算法 1 �
输入:单除子 D= ∋u- x , y( JC

q

( Fq
n) , y & 0,正整

数 r : 2 ! r ! p- 1.

输出: 2D , 3D , %, ( p- 1) D .

(1)初始化 s1,= s2,= 1, x 0,= a- p - 1( xp
2

- apb+ bp ) ,

y0,= - a-
p( p+ 1)

2 yp
2

;

(2)对于 2 ! r ! p- 2,执行

( a) sr,= )
j+ k = r
1 ! j , k

sjsk ;

( b)初始化 br( u),= y 对j 自 1至 r- 1执行

br( u) ,= br( u) + ( - 1) j- 1 sja
j

( 2y ) 2j- 1( u- x ) j

(3)对 2 ! r ! ( p- 1 ) /2, 输出∋( u- x ) r , bi ( u)(为

rD ;

(4)对( p+ 1) /2 ! r ! p- 1,计算∋u- x 0, y 0(+ ∋( u

- x ) p- r , - bp - r( u)(,并将计算结果输出为 rD .

利用定理 3 及算法 1,可得到计算单除子标量乘的

算法 2.

算法 2 � 计算曲线 Cq 上的单除子标量乘.

输入:单除子 D= ∋u- x, y( Cq ( F q
n) , y & 0,正整

数 m;

输出: mD .

( 1)将m 转换成p- 进制形式: m= )
l- 1

i= 0

r ip
i,其中 0 !

r i ! p- 1.

( 2)对 i= 1, %, l- 1,计算 p iD 并存储为Di :

( a)初始化 x 0,= x , y 0,= y , D0,= D.

( b)对 i 自 1至 l- 1执行:

− x i,= a
- p- 1

( x
p
2

i- 1- a
p
b+ b

p
) ,

� � � y i,= - a
- p ( p + 1)

2 y
p
2

i- 1;

. Di,= ∋u- x i, y i(.

( 3)初始化 B,= ∋0, 1(.

( 4)对 i 自 1至 l- 1执行 B,= B+ r iDi .

( 5)输出 B为mD .

显然,对于单除子的标量乘, 算法 2 优于比二元方

法.

3 � Cq 型曲线上一般除子标量乘的计算

� � 设 D= ∋�( u) , �( u) ( JC
q
( F q )且 �( u) = ( u -

x 1)
k
1 %( u- xn)

k
n是�在其分裂域F q∋�( u)(中的一次因

式分解.由定理 1可知在 Jacobian群 JC
q
( F q∋�( u)()中

有

mD= m∋�( u), �( u)(= )
l

i= 1

( mk i )∋u- x i , yi(

其中 y i= �( u)mod( u - x i ) .于是可得计算 mD 的算法

3.

算法 3 �
输入: 正整数 m, 除子 D = ∋�( u ) , �( u )(  

J C
p
( Fq ) ;

输出: mD .

( 1)利用多项式分解算法[ 5]在 F q∋�( u)(中将 �( u)

分解成一次因式的乘积:

�( u) = ( u- x 1)
k1 %( u- xn) k

n , x 1, %, xn

( 2)对 i= 1, 2, %, n ,计算 y i= �( u)mod( u- x i ) ;

( 3)利用算法 2 计算单除子标量乘 ( mki ) ∋u- x i ,

y i(,并将结果记为 Di ;

( 4)初始化 B= ∋1, 0(;

( 5)对 i 自 1至 n 执行B,= B+ Di ;

( 6)输出 B.

定理 4 � 设 q 是素数p 的方幂. 则对任意正整数 t

及 Cq 上的任意除子

D= ∋�( u) , �( u) (= ∋)
0 ! j ! g

ag- ju
j , )
0! k ! g- 1

bg- k- 1u
k( JC

q
( Fq

n)

有 p tD = ∋ )
0! j ! g

ap
2t

g- j a- ( g- j ) ( p
2t
- 1) / ( p- 1) ( u - tc ) j ,

( - 1)
t
a
- tp( p+ 1) / 2 )

0! k ! g- 1

b
p
2 t

g- k- 1 a
k ( p

2 t
- 1) / ( p - 1)

( u- tc )
k(成
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立,这里 c= a- 1( - b+ ( a- 1b )p ), g= ( p- 1) / 2.

证明 � 只须证明 �( u)是 Fq 上的一个二次多项式

时该定理成立,然后利用定理 3 及算法 3 的思想, 即可

证明当 �( u)是更高次的多项式时,该定理仍然成立.

不妨设 �( u) = u
2
+ a 1u+ a2= ( u- x1) ( u- x 2) ,

�( u) = b0u+ b1 ,其中 x 1, x 2   F q .则 y i= b ( u)mod( u-

x i ) = b0x i+ b1.于是由定理 3,当 x1 & x2时,可得

pD = p ∋u- x1 , y1(+ p∋u- x 2 , y2(

= ∋u- a- ( p+ 1 )( xp
2

1 - apb+ bp ) , - a- p( p+ 1) / 2yp
2

1 (

� + ∋u- a- ( p+ 1) ( xp
2

2 - apb+ bp ) , - a- p( p+ 1) / 2yp
2

2 (

= ∋( u- c ) 2+ ( - a- ( p + 1) ) ( x1+ x2)
p
2

( u- c )

� + a- 2( p + 1) ( x1x2)
p
2

, - a- p ( p + 1) / 2( x 1- x 2)
- p

2

( ap + 1

� /( y 1- y2)
p
2

( u- c) + ( x 1y2- x2y 1)
p
2

) (

= ∋( u- c ) 2+ a- ( p + 1) ap
2

1 ( u- c ) + a- 2( p + 1) ap
2

2 ,

� - a
- p ( p+ 1) / 2

( a
p+ 1

b
p
2

0 ( u- c ) + b
p
2

1 )(
如果 x 1= x 2,则

pD = p ∋u- x1 , y1(+ p∋u- x 1 , y1(

= 2∋u- a- p ( p+ 1)( x
2

1- apb+ bp ) , - a- p ( p + 1) / 2yp
2

1 (

= ∋( u- a
- ( p+ 1)

( x
p
2

1 - a
p
b+ b

p
) )

2
, �1( u) (

这里

�1( u) = ( a/2( ( - a
- p ( p+ 1) / 2

y
p
2

1 ) ) ) ( u- c- a
- ( p + 1)

x
p
2

1 )

+ ( - a- p ( p+ 1) / 2yp
2

1 )

由( b0u+ b1)
2- ( up+ au+ b) = 0 mod ( u- x 1)

2及

y21= xp
1+ ax1+ b可得 2b0( b0x 1+ b1) = a,即 2b0y1= a.

因此

�1( u)= - ( a/ 2) ap (p + 1) / 2bp
2

0 ( a/ 2)- p
2

( u- c- a- ( p+ 1) xp
2

1 )

� + ( - a- p ( p + 1) / 2yp
2

1 )

= - a- ( p- 2) ( p+ 1) / 2bp
2

0 ( u- c- a- ( p + 1) xp
2

1 )

� + ( - a
- p ( p + 1) / 2

y
p
2

1 )

= - a- p ( p + 1) / 2( ap + 1bp
2

0 ( u- c) + ( - bp
2

0 xp
2

1 + yp
2

1 ) )

= - a- p ( p + 1) / 2( ap + 1bp
2

0 ( u- c) + bp
2

1 )

依据定理 3与算法 3,利用归纳法即可证得本定理

成立.

由定理 4,可得下面的算法 4与算法 5.

算法 4 �
输入:正整数 m,除子

� � � D = ∋�( u) , �( u)(

= ∋)
0 ! j ! g

ag- ju
j
, )
0! k ! g- 1

bg- k- 1u
k( JC

q
( Fq

n)

输出: mD .

(1)将 m转换成p- 进制形式:

m= rl - 1p
l- 1

+ %+ r1p+ r 0

其中 0 ! r i ! p- 1, rp- 1 & 0, l= �logpm0+ 1;

( 2)对于 t= 1, %, l- 1,利用定理 4计算 p tD 并将

结果存储为Dt ;

( 3)对 i 自 0至 l- 1执行

( a)初始化 B,= ∋0, 1(; ( b) B,= B+ r iDi .

( 4)输出 B为mD .

算法 5 �

输入:正整数 m,除子

� � � D = ∋�( u) , �( u)(

= ∋)
0! j ! g

ag- ju
j , )
0 ! k ! g- 1

bg- k - 1u
k( JC

q
( F q

n)

输出: mD .

( 1)预计算 2D , 3D , %, ( p- 1) D:

( a) D0,= ∋1, 0(;

( b)对于 i 自 1至 p- 1置 Di,= Di- 1+ D .

( 2)将 m转换成p- 进制形式:

m= r l- 1p
l - 1+ %+ r1p+ r0

其中 0 ! r i ! p- 1, rp- 1 & 0, l= �logpm0+ 1;

( 3)初始化 B,= Dr
l- 1

;

( 4)对于 i 自 l- 2递减到 0,执行

( c )置 B,= ∋)
0 ! j ! g

sg- ju
j , )
0 ! k ! g- 1

tg- k- 1 uk(;

( d)置 B,= ∋)
0! j ! g

sp
2

g- ja
- ( g- j ) ( p + 1)( u- c) j ,

- a- p( p + 1) / 2 )
0 ! k ! g- 1

tp
2

g- k- 1 ak( p + 1) ( u- c) k(;

( e ) B,=  B+ Dr
i
.

( 5)输出 B为mD .

下面利用文献[ 6]中定理 14来分别计算算法 4,算

法 5 及二元法所需的运算量.这里假设 q= qn ! p ,于是

定理 14中的小量
1
q

O( g 3)可忽略不计.

对于固定的曲线 Cq 及除子 D , 上面算法中的 c ,

a- p ( p + 1) / 2与 a 1 k/ ( p- 1) ( 1 ! k ! g )可预先计算出,所以

它们的运算量也可忽略.用 M 与 I 分别表示 Fq 上的 1

次乘运算与 1 次取逆运算.

算法 4 的运算量:

计算 p tD ( 1 ! t ! l- 1)需要的运算量大约是

g( l- 1) I +
1
4

( l- 1) ( p 2+ 2p+ 5+ 6( p- 1) ) log2( p ) M

该算法中循环计算步骤的运算量,平均需要

�
( p- 1) l

2p
( log2( p- 1)+ 1) - 1次除子倍加

及
( p- 1) l

p
( log2( p- 1)- 1)次除子加.

算法 5 的运算量:

该算法需要大约 ( p - 1) l/ p 次除子加及乘子为p

的 l- 1次除子标量乘,再加上预计算.
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乘子为 p 的 l- 1次除子标量乘的运算量是
1
4

( l-

1) ( p 2+ 4p- 5) M . 预计算步骤需要( p- 3)次除子加及

一次除子倍加.因此,假设 m ~ # J ( F q
n) ,即 m ~ qgn =

pgnk ,则对 p= 5, 7, 11, 13, 17,可得运算量表 1.

表 1 � 曲线 Cq 上三种算法计算除子标量乘mD 的运算量

P 二元法 算法 4 算法 5

5 250nkM+ 19nkI ( 167nk- 95) M+ ( 14nk- 8) I ( 67nk + 213) M+ ( 5nk+ 18) I

7 698nkM+ 31nkI ( 523nk- 210) M+ ( 25nk- 11) I ( 162nk+ 835) M+ ( 7nk+ 40) I

11 2292nkM+ 54nkI (1898nk- 540) M+ ( 48nk - 16) I ( 450nk+ 4059) M+ ( 10nk + 99) I

13 3440nkM+ 63nkI (2921nk- 752) M+ ( 58nk - 18) I ( 641nk+ 6985) M+ ( 11nk+ 132) I

17 6681nkM+ 88nkI ( 5851nk- 1301) M+ ( 83nk- 23) I ( 1143nk+ 16815) M+ ( 15nk + 225) I

� � 表 1表明算法 5所需的运算量比二元法要少得多,

对于 p 取为 5至 17的素数时,要少大约 70%至 83%的

运算量.而算法4所需的运算量比二元法大约要少大约

33%至 12% .

下面用两个具体例子来说明上述两算法及二元算

法之间的效率性能.

例 1 � 设 C7是域 F7上的超椭圆曲线: v 2= u7- u

+ 1.设 a( u) = u 3+ u2+ 2 及 b( u) = 6u 2+ 6u,则 D=

∋a( u) , b( u)( JC7
( F7) .

如果用二元法来计算标量乘 7D, 则需要 2次除子

倍加及 2次除子加:

2D = 22D+ 2D+ D

= 2( 2∋u
3
+ u

2
+ 2, 6u

2
+ 6u()

� + 2∋u3+ u 2+ 2, 6u 2+ 6u(
� + ∋u 3+ u2+ 2, 6u2+ 6u(

= 2∋( u2+ 6u+ 4) ( u+ 5) , 5u+ 5(
� + ∋( u 2+ 6u+ 4) ( u+ 5) , 5u+ 5(

� + ∋u 3+ u2+ 2, 6u2+ 6u(
= (∋( u+ 1) ( u+ 4) ( u+ 6) , 5u2+ u+ 2(
� + ∋( u 2+ 6u+ 4) ( u+ 5) , 5u+ 5()

� + ∋u 3+ u2+ 2, 6u2+ 6u(
= ∋( u+ 3) ( u 2+ 3u+ 6) , u 2+ 5u+ 5(

� + ∋u 3+ u2+ 2, 6u2+ 6u(
= ∋( u+ 3) ( u 2+ 6u+ 4) , u 2+ 4u+ 2(

现在用算法 3来计算 7D :

(1)在 F7∋a( u)(( = F7
2)上分解 a( u) = u 3+ u 2+ 2

得 a( u) = ( u+ 4�) ( u+ 3�+ 3) ( u+ 5) ,这里 �是x 2+

x+ 3mod7的一个零点.

(2)对 x i= 3�, 4�+ 4, 2 分别计算 y i= b( u)mod ( u

- x i ) ,得 y 1= - �- 1, y 2= �, y3= 1.

(3)计算 7D= 7∋u 3+ u2+ 2, 6u2+ 6u(如下:

� 7D = 7∋u
3
+ u

2
+ 2, 6u

2
+ 6u(

= 7∋u- 3�, - �- 1(+ 7∋u- 4�- 4, �(
� + 7∋u- 2, 1(

= ∋u- ( 3�)49- 2, - ( �- 1)49(

� + ∋u- (4�+ 4) 49- 2, - �49(

� + ∋u- 249- 2, - 1(
= ∋u- 3�- 2, �+ 1(+∋u-4�- 6,- �(+∋u- 4,- 1(

= ∋u2+ 6u+ 4, 5u+ 5(+ ∋u- 4, - 1(
= ∋( u+ 3) ( u2+ 6u+ 4) , u 2+ 4u+ 2(

= ∋u3+ 2u 2+ u+ 5, u2+ 4u+ 2(
� � 例 1 表明计算标量乘 7D 时,算法 3比二元法要有

效得多. 确切地说,设 M 与 I 分别表示上F7的乘与取

逆运算, M 1与 I 1分别表示 F7
2上的乘与取逆运算.那么

计算标量乘 7D ,二元法需要的运算量为 585M+ 17I,而

算法 3 需要的运算量是 30M+ 1I 及 46M 1+ 1I1,
� 再加

上在 Fp
2上因式分解 u

3
+ u

2
+ 2及计算 y i= b( u)mod( u

- x i)所需的计算量 16M+ 26M1 .由于 F7
2 \ F7中元的 1

次乘与 1 次取逆运算分别等于 5M 与 6M+ 1I 的运算

量.算法 3 需要的运算量大约是 412M+ 2 I,这比二元法

的运算量要少大约 40�1% .

如果利用定理 4 来直接计算 7D, 则需要的运算量

仅是 1 I+ 17M :

7∋u3+ u 2+ 2, 6u 2+ 6u(

= ∋27
2

( - 1) ( - 3/8)( u- ( - 1) - 1( - 1+ ( - 1/1) 7) )0

� + 17
2

( - 1) ( - (3- 2)- 8)( u- ( - 1) - 1( - 1+ ( - 1/1) 7)2

� + 17
2

( - 1) ( - (3- 3)/8)( u- ( - 1) - 1( - 1+ ( - 1/1) 7) ) 3,

� - (- 1) (- 7/4)( ( 67
2

(-1) 1/8( u- (-1)- 1(-1+ (- 1/1)7)) 1

� + 6
7
2

( - 1)
2/8

( u- ( - 1)
- 1

( - 1+ ( - 1/1)
7
) ) )

2
)(

= ∋u3+ 2u 2+ u+ 5, u2+ 4u+ 2(
例 2 � 设 C7

2是域 F7
2上的曲线: v 2= u7+  u + 2,  

是x 2+ x+ 3= 0 mod 7的一个零点.则

D= ∋u3+ (6 + 3) u 2+ ( 3 + 6) u+ 3 , u 2+ 2u+ 1(

 JC7
2( F7

2)
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� 注意到对每个元 � F7
2,计算 �49一般需要的运算量是 7M 1,这

是因为 �49= ( �2
4
) 2�2

4
�.而在例 1中, 因为 �49= �, 所以 �49的计算量

可忽略不记.



且 u3+ ( 6 + 3) u2+ ( 3 + 6) u+ 3 在 F7
2上是不可约

的.

下面分别用二元法,算法 4及算法 5来计算 67D .

用二元法计算 67D 需要 24I + 1052M :

67D = 26D+ 2D+ D

= ∋( u+ 2 + 1) ( u
2
+ ( 6 + 3) u+ 5 + 3) ,

( 4 + 3) u2+ (3 + 2) u+  + 3(
+ ∋u3+ (5 + 1) u 2+ ( 2 + 2) u+ 2 + 2,

(  + 2) u 2+ ( 3+ 6 ) u+ 2 + 2(
+ ∋u3+ (6 + 3) u 2+ ( 3 + 6) u+ 3 ,

u2+ 2u+ 1(
= ∋u3+ (4 + 3) u 2+ (  + 5) u+ 2 + 5,

u2+ (  + 5) u+ 3 + 4(.

用算法 4计算 67D 需要 17I+ 746M :

67D = 72D+ 2(7D ) + 2(2D )

= ∋37
4

 - 3(7
4
- 1)6

- 1

+ ( 3 + 6) 7
4

 - 2(7
4
- 1)6

- 1

( u-

2 - 1( - 2+ ( - 12)7))

+ ( 6 + 3)
7
4

 - (7
4
- 1)6

- 1

( u- 2 - 1
( - 2

+ (  - 12) 7) ) 2+ ( u- 2 - 1( - 2+ (  - 12)7) )3,

1+ 27
4

 (7
4
- 1)6

- 1

( u- 2 - 1( - 2+ (  - 12)7))

+  2(7
4
- 1)6

- 1

( u- 2 - 1
( - 2+ (  - 1

2)
7
))

2(

+ 2∋37
2

 - 3(7
2
- 1)6

- 1

+ ( 3 + 6) 7
2

 - 2(7
2
- 1)6

- 1

/( u-  - 1( - 2+ (  - 12) 7) )

+ ( 6 + 3)
7
2

 - (7
2
- 1)6

- 1

( u-  - 1
( - 2

+ (  - 12) 7) ) 2+ ( u-  - 1(- 2+ (  - 12)7) ) 3,

1+ 27
2

 (7
2
- 1)6

- 1

( u-  - 1(- 2+ (  - 12)7) )

+  2(7
2
- 1)6

- 1

( u-  - 1
(- 2+ (  - 1

2)
7
) )

2(
+ ∋u3+ (  + 2) u 2+ 2 u+ 2 + 3,

( 3+ 3 ) u2+ ( 1+ 2 ) u+  (

= ∋u3+ ( 2+ 5 ) u2+ ( 2 + 3) u+ ( 2+  ) ,

6u2+ (  + 1) u+ (4+ 5 )(

+ ∋u3+ ( 2 + 1) u2+ 5u+ 3 + 2,

( 5 + 5) u2+ 3 u+ 6 + 3(

+ ∋u3+ (  + 2) u 2+ 2 u+ 2 + 6,

( 3+ 3 ) u2+ ( 1+ 2 ) u+  (

= ∋u3+ ( 4 + 3) u2+ ( 5+  ) u+ 2 + 5,

u 2+ (5+  ) u+ 3 + 4(.

用算法 5计算 67D 需要 15I+ 649M :

67D = 7( (7D ) + 2D )+ 4D

= 7∋u
3
+ 4u

2
+ (2 + 5) u+ 3,

( 3 + 6) u2+ (2 + 5) u+ 2 + 1(
+ ∋u3+ (  + 2) u2+ 2 u+ 2 + 3,

(3+ 3 ) u 2+ ( 1+ 2 ) u+  (

= ∋u 3+ ( 4 + 3) u2+ ( 5+  ) u+ 2 + 5,

u2+ ( 5+  ) u+ 3 + 4(.

从该例子看,算法 5是最有效的, 而二元法是最差

的.算法 4需要的计算量比二元法要少大约 29�1% ,算

法 5 则比二元法要少 38�2%的计算量.

4 � 结论

� � 通过引入单除子标量乘思想,我们将 Duursma[ 1]计

算 Cp 型超椭圆曲线上除子标量乘的算法推广到奇素

数域扩域上更一般的 Cq 型超椭圆曲线上,得到了两个

效率更高的计算除子标量乘的公式化新算法.当 q 为 5

至 17等素数的方幂时, 这两算法所需的运算量比二元

法要降低 12%以上. 但是对于一些特殊的 Cq 型曲线,

如F 5上的曲线 v 2= u 5+ au ( a= 2, 3) , F 5
2上的曲线

v2= u5+ vu+ 1,由于其特征多项式分别为 t4+ 25与 t 4

+ 625,利用文献[ 7]中的算法 2则效率会更高.
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