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� � 摘 � 要: � 标准的 SVM 对于训练集具有 O( �3 )的时间复杂度和 O( �2)的空间复杂度, 2005 年提出的 CVM 具有线

性的时间复杂度和与训练集大小无关的空间复杂度. 本文结合粗糙集和 CVM,提出了一种新的多类分类RSCVM方法,

该方法对二类 CVM定义上近似和下近似,然后扩展到多类情形. 本文最后给出在真实世界数据集上的实验结果及其

分析,显示 RSCVM方法具有快速和产生较少支持向量的优点.
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Abstract: � While the standard SVM has O ( l 3) time complexity and O ( l 2) space complexity with the size of the training

set, the CVM proposed in 2005 has linear time complexity, and the space complexity of CVM is independent of the training set� s
size. In this paper we proposed a novel method called RSCVM. We fir st defined the upper and lower approximation of a binary

CVM, then extended the definition to the multi�class situation. Hence RSCVM combined the CVM and rough set theory . We also

gave some experiment results on several real�world data sets that illustrated RSCVM� s merit of faster speed and less support�vec�

tors.
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1 � 引言

� � 关于线性判别分析的最早理论在 20世纪 30 年代

即由 Fisher等人创立,在 1956 年 Rosenblatt 提出了具有

深远影响的感知器学习算法[ 12] .作为最早的线性学习

器之一,感知器只能学习线性可分的数据集,为克服此

限制, SVM 应运而生[ 13] . SVM 需要指定一个核函数,该

函数计算原始输入数据在隐式定义的核诱导特征空间

中的内积.一旦确定了核函数,无论训练或测试 SVM 都

只需要用到输入数据在核函数下的值,这被称为核技

巧.另外, 与感知器不同, SVM 试图在核诱导特征空间

中通过最小化边界分布的泛化误差建立分离超平面.自

从Vapnik创立统计学习理论以来, SVM 以其坚实的理

论基础和良好的实用性能而得到了广泛的关注.

训练 SVM 是一个二次规划问题. 设训练数据集含

有 l 个样本, 传统的 QP 求解方法的时间复杂度为 O

(�3) ,空间复杂度至少为 O( �2) ,这使得 SVM 不能运行

在大型的数据集上,而现实世界中的数据集往往都是庞

大的.对此,人们提出了一些改进方法,最常用和最成熟

的是 SMO方法[ 4] .缓存核矩阵等技术可以加速 SMO 方

法,使得 SMO在实践中的时间复杂度为O( �)和 O( �2�3)
之间[ 4] ,但这只是经验的, 并没有理论的证明.在 2005

年 Tsang等人提出了 CVM[ 1] . CVM 把 QP 求解转化为最

小闭球( minimum enclosing ball)问题,并使用一个逼近率

为( 1+ �)的近似算法[ 5] ,得到原 QP的一个 ( 1+ �) 2近

似,可以在理论上证明它的时间复杂度为 O( �) ,空间
复杂度为 O(1)

[ 1]
.作为 CVM 的后续工作, Tsang等人又

在 2007年提出了 BVM[ 3] . CVM和 BVM 无论在理论上还

是实践上都具有巨大的优越性.

另一方面,现实世界中的分类一般不只涉及两类问

题,人们普遍认为多类分类问题比二类分类更难处理.

使用 SVM 的多类分类方法有常见的 1�v�r ( one�versus�
rest) , 1�v�1 ( one�versus�one) [ 6] , 以及 Platt 等人提出的

DAGSVM[ 7] . Lingras等人于 2007年提出了一种基于粗糙

集的 1�v�1和 1�v�r方法[ 2] ,通过对二类分类SVM 定义上

下近似,把粗糙集理论与支持向量机结合起来解决多类
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分类问题. Lingras 等人的工作为粗糙集理论与统计学

习理论的结合提供了一个崭新的视角,具有重要意义.

另一方面求解上下近似需要很多额外的计算开销,使

得该方法只能应用于小规模人工数据集.

本文基于 Lingras 等人的基本思想, 对于二类 SVM

在线性可分时的上下近似描述, 我们给出了一个新的

形式化定义, 并在保持一致性的条件下对该定义进行

扩充,使得该定义适合于非线性可分的情形,并进一步

通过在核诱导特征空间中对训练集进行空间划分,给

出多类的上下近似定义,提出了基于粗糙集的多类分

类 CVM,即 RSCVM方法.

2 � Core Vector Machines

� � 本节简要介绍 CVM[ 1]及其改进 BVM[ 3] .

2�1 � CVM分类器

给定训练集 S train = { ( xi, y i ) | x i  Rd , yi  { + 1,

- 1} } �i = 1和核函数 k ,设 �是与 k 对应的特征映射,令 S

= { ( �( x i ), y i ) }
�
i = 1, 则 S 的最小闭球定义为包含 S 中

所有点的最小球.形式化的定义为, S 的MEB为 B( c* ,

R* ) ,其中球心 c* 和半径 R* 满足

minc, RR
2

s. t. c- �( xi)
2 ! R

2
,  i

( 1)

对偶形式为

max 
i
∀
�

i= 1

 ik ( xi , xi ) - ∀
�

i, j = 1

 i  j k( xi , xj )

s. t. ∀
�

i= 1

 i = 1;  i # 0,  i

( 2)

如果核函数满足

k( x, x ) = !, !为一常量 ( 3)

则有[ 1] max 
i
- ∀

�

i , j = 1

 i  j k( xi, xj )

s. t. ∀
�

i= 1

 i = 1;  i #0,  i ( 4)

� � 另一方面,考虑L2�SVM,当核函数满足式( 3)时,它

的对偶形式为[ 1]

max 
i
- ∀

�

i , j = 1

 i j ( y iy jk( xi, xj ) + y iyj +
∀ij
C

)

s. t. ∀
�

i= 1

 i = 1;  i #0,  i

( 5)

记 !k ( zi, zj) = y iy jk ( xi , xj ) + y iyj+
∀ij
C

,

则 !k ( z, z ) = !+ 1+
1

C
= !!,上式转化为

max 
i
- ∀

�

i, j = 1

 i  j !k( zi , zj )

s. t. ∀
�

i= 1

 i = 1;  i #0,  i
( 6)

� � 这是一个最小闭球问题. 事实上,只要核函数 k 满

足式( 3) ,L2�SVM 可以与最小闭球问题相互转化[ 1] .图 1

是 CVM 学习算法[ 3] .

算法 1: CVM Algorithm

1:初始化 S 0, c0, R 0 并置 t= 0.

2:如果 z , ∀�( z )  B ( ct, ( 1+ �) Rt) ,则算法停止.否

� 则,设 �( z t)是一个这样的点,令 St+ 1= S t ∃ �( z t) .

3:寻找MEB( St+ 1) .

4: t= t+ 1并转至 2.

图 1 � CVM算法

2�2 � BVM分类器

给定 �,不使用随机化加速[ 8]的 CVM至多在第 2/ �

次迭代时停止, 时间复杂度为 O( �- 2�+ �- 4) [ 1] ;当使

用随机化加速
[ 8]
时,时间复杂度为 O( �- 8) ,空间复杂

度为 O(�- 4) ,它们只依赖于逼近率 �而与训练集大小

�无关[ 1] .

作为 CVM 的改进, BVM( Ball Vector Machine)仅寻找

给定点集的一个具有半径 r = !!的闭球, 而非最小闭

球.每次迭代只需计算球心,而不用计算半径,而且 ct

一定是S t+ 1内元素的线性组合. 标准 BVM 学习算法至

多在第 2/ �次迭代时停止, 时间复杂度为 O( �- 4) , 空

间复杂度为 O(�- 2) [ 3] .

3 � RSCVM:基于粗糙集的多类 CVM

� � 假设有一个已经训练完毕的二类 SVM, f ( x) = %w,
�( x )&+ b,现在来定义这个 SVM的上近似和下近似.

3�1 � 二类线性可分情形
假设在 核诱导特征空 间 ( kernel�induced feature

space)中数据线性可分.因为在实际应用中 SVM 总是以

对偶变量和支持向量的对偶形式被存储的, �( x)在训

练和测试中都不会出现, 这意味着我们在分析时总是

可以提升核诱导特征空间的维数从而提高 SVM 的 VC

维,使得该条件满足.线性可分时的 SVM 寻找最大分类

边界,在两个边界超平面之间没有训练数据.我们可以

把 SVM 分类器看做一个数据描述的工具,把 SVM 的边

界(margin ) 想象成描述两个数据类的边界 ( bound�
ary) [ 14] .这使得我们可以用如下方法构造粗糙集的上下

近似.对于分类函数 f ( x ) = %w, �( x )&+ b 中的常量,

选择 b1 ,使得训练集的所有数据都能正确分类并且存

在一个目标类的样本点位于分离超平面上; 选择 b2 ,使

得训练集的所有数据都能正确分类并且存在一个对照

类的样本点位于分离超平面上[ 2] .形式化的定义是:

� � b1: y(%w, �( x)&+ b1) #0,  ( �( x ) , y )  S;

� � � #( �( x) + 1)  S,%w, �( x)&+ b1= 0,

� � b2: y(%w, �( x)&+ b2) #0,  ( �( x ) , y )  S;

� � � #( �( x) , - 1)  S,%w, �( x )&+ b2= 0 ( 7)
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� � 很容易看出, b1 和 b2 对应着 SVM 的边界 b ∋

w - 2 .常量 b1的作用是让分类函数在核诱导特征空

间中对应的超平面向着目标类的边界移动,而 b2的作

用则是让超平面向着对照类的方向移动.在测试阶段,

如果%w, �( x )&+ b1 #0, 我们说 x 确定的属于目标类,

输出 y= + 1;如果%w, �( x )&+ b2 ! 0,我们说 x 确定的

属于对照类,输出 y= - 1;否则 x 的分类不确定[ 2] .

3�2 � 二类非线性可分情形
为了继续分析,我们把式( 7)改写成:

� b1= arg min b%w, �( x)&+ b #0,  ( �( x) , + 1)  S;

� b2= arg maxb%w, �( x)&+ b ! 0,  ( �( x) , - 1)  S.

( 8)

� � 当数据在核诱导特征空间中线性可分时,式 ( 8)与

式( 7)等价;当数据非线性可分时,式 ( 7)中定义的 b1,

b2不存在.所以定义式( 8)与式( 7)等价的条件是在式

(8)中 b1 ! b2,此时数据线性可分.

如果训练集在选定的 �( x )下不是线性可分的,我

们给出如下定义:

� u= arg maxb%w, �( x)&+ b #0,  ( �( x) , - 1)  S;

� v= arg minb%w, �( x)&+ b #0,  ( �( x) , + 1)  S ;

� b1= min( u , v ) , � b2= max( u , v ) . ( 9)

式(9)就是在式( 8)的基础上强制要求 b1 ! b2得到的.

我们指出, 通过定义式 ( 9) , 研究非线性可分情形

是有意义的.虽然一个核函数 K 可以与多个特征映射

�( x)对应,但核函数的 VC维等于维数最低的特征空间

的维数加 1(如果 VC维有限 ), 所以在核函数固定的情

况下,变化 �( x)不会影响分类器的性质;其次, 与高斯

径向基核不同 (即使高斯核也可选择径向基函数的宽

度使得 VC维有限) ,多项式核没有无限的支持集,所以

VC维总是有限的,意味着不能为了要求训练集在核诱

导特征空间中线性可分而无限提高多项式核的次数,

否则很容易造成过拟合.

通过 y i (%w, �( x)&+ b) #1- #i 引入松弛变量#i,

令 ∃1= b- w - 2, ∃2= b+ w - 2此时 b1 , b2和 ∃1 , ∃2
是不同的.因为数据在核诱导特征空间中非线性可分,

所以在目标类和对照类里必然分别存在至少一个 ( xi,

y i )使得 #i> 1.如果训练集所有的样本对应的松弛变量

#i< 2,那么 ∃1< b1< b2< ∃2 ;如果目标类和对照类分别

存在至少一个( xi , y i )使得 #i #2, 那么 b1 ! ∃1< ∃2 !

b2 ;如果只在目标类 (对照类)中存在一个( xi, y i )使得

#i #2,那么 b1 ! ∃1< b2< ∃2( ∃1< b1< ∃2 ! b2) .

与式( 9)相对应的目标类下近似A + ,对照类下近似

A - ,以及目标类上近似A + ,对照类上近似A - 可定义如

下:

A + = x | x  Rd , %w, �( x )&+ b1 #0 ,

A + = x | x  R
d
, %w, �( x )&+ b2 #0 ,

A - = x | x  Rd , %w, �( x )&+ b2 ! 0 ,

A - = x | x  Rd , %w, �( x )&+ b1 ! 0 .

( 10)

3�3 � 扩展至多类情形
下面考虑多类情形. 事实上,基于式( 9 )中定义的

常量 b1 , b2把定义式 ( 10)扩展到多类情形有许多种方

法,我们在这里给出一种.设训练集为

Strain= ( xi , y i ) | xi  Rd , y i  Y �
i= 1

其中 Y= l i
n
i= 1为类标号的集合.令 S i= { ( x , y ) | ( x ,

y)  Str ain , y= li } ,不失一般性,我们假设

# S i ## Sj ,  i< j ( 11)

� � 对某类来说, 其样本点个数不少于排在它之后的

类.设对 1 ! i< n, cvm i 是以S i 作为目标类,以所有编号

在 i 之后类的并集作为对照类训练得到的 CVM.形式

化的定义为 cvmi 的训练集为S i
train= { ( x , + 1) | ( x , y )  

S
i
} ∃ { ( x , - 1) | #j > i , ( x, y)  S

j
} .用 cvm i 的 wi 代入

式( 9)可得 bi1, b
i
2,则第 i 类的上下近似可定义为

A ( li )= x | x  Rd ,%wi , �( x )&+ bi1#0 - ∃
j< i
A ( lj ) ,

A ( li )= x | x  R
d
,%wi , �( x )&+ b

i
2#0 - ∃

j< i
A ( lj ) .

( 12)

� � 当 i= n 时,令 Sntrain= { ( x , - y ) | ( x , y )  S n- 1
train} ,则

这个解可以直接从 cvmn- 1得到,故只需训练 n- 1 个

CVM,而传统的 1�v�r 方法要训练 n 个. 图 2 描述了

RSCVM的训练算法.

算法 2: RSCVM Training Algorithm

1.对训练集重排序,使之满足式(11) .

2.对 i= 1, 2, (, n- 1,生成 S i
train,使用算法 1得到 cvmi,

� 求解满足式( 9)的 bi1 b
i
2.

3.从 cvmn- 1中得到 bn1, b
n
2.

图 2 � RSCVM 训练算法

� � 该方法的一个显著特点是训练过程中参加训练的
类别逐渐减少, 训练集中的样本也随之减少.因为类别

已经按照它包含的样本点数量多少进行了排序,第一步

完成时样本最多的类别将不再参加今后的训练,第二步

完成时样本次多的类别也将不再参加今后的训练,依此

类推.考虑最差的情况,即每个类别都包含相同个数的

样本,此时第一次训练集的大小为 �,第二次为 �( 1-
1

n
),第三次为 �( 1- 2

n
),依此类推,最终训练集的总大

小为 �( n+ 1) /2,而传统的 1�v�r方法的训练集总大小为
�n,传统的 1�v�1方法的训练集总大小为 2�n.

RSCVM的测试算法不同于 1�v�1 的投票和 1�v�r的
取最大值.定义
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f i
1( x) = %wi, �( x )&+ bi1 ,

f i
2( x) = %wi, �( x )&+ bi2

( 13)

� � RSCVM的测试算法为

算法 3: RSCVM Testing Algorithm

1.置 i= 1.

2.如果 f i1( x ) #0(f i2( x ) > 0) ,则分类为 li,算法停止.

3.如果 i= n,则分类失败,算法停止.

4. i = i+ 1并转至 2.

图 3� RSCVM 测试算法

如果 l n- 1和 ln 线性可分, 则测试时较容易出现失

败.另外,使用 f i
1( x )比使用 f i

2 ( x )更容易出现失败.当

使用 f
i
1( x)失败时, 如果 x 在某个类的上近似之内,则

可以分类为 x 在其上近似内的所有类中先验概率最大

的那个类,即 l i: f
i
2 ( x ) #0; f i

2( x ) < 0,  j < i .事实上,

简单的使用 f i
1( x )或者 f i

2( x )都会导致精度的下降,原

因是这两个函数都不是最优的分离超平面, 但它们的

联合表示了有关分离超平面的粗糙信息, 所以仅使用

其中之一会导致丢失一部分信息.

4 � 实验

4� � 实验方法
实验中用到了三个分类器, 其中 LibSVM[ 9] 来自

http: / /www. csie. ntu. edu. tw/ ~ cjlin/ libsvm/ [ 10] , CVM 和

BVM 来自 http: / /www. cs. ust. hk/ ~ ivor/ cvm. html[ 11] .

4个数据集来自 http: / /www. csie. ntu. edu. tw / ~

cjlin/ libsvmtools/ datasets/ multiclass. html.具体见表 1.

表 1 � 实验数据集

data sets # classes # att ributes # training set # test ing set

satimage 6 36 4435 2000

letter 26 16 10500 5000

sector 105 55197 6412 3207

acoust ic 3 50 78823 19705

� � LibSVM 使用默认的C- SVC, RSCVM和 RSBVM 使用

f i
2作为判定函数.所有分类器的核函数全部选用径向基

函数核.

实验平台为 Intel奔腾 E2160(双核 1�8G) , 1G内存,
运行环境为Window XP和 VS2008.

实验的主要目的:记录精确度, 支持向量个数, 训

练时间和测试时间. 通过对比找出 RSCVM方法的优点

和不足.

4�2 � 实验结果
表 2 至表 5中, accuracy代表精确度, # sv代表支持

向量个数, training和 testing分别代表训练时间和测试时

间,单位为秒.

我们在 satimage数据集上收集了 5组数据,其中代

表性的两组数据见表 2.

在 letter数据集上的实验数据见表 3.
表 2 � sat image数据集的实验结果

LibSVM CVM( �= 10- 4) BVM( �= 10- 4) CVM( �= 10- 6) BVM( �= 10- 6)

1�v�1 1�v�r 1�v�1 1�v�r rs 1�v�1 1�v�r rs 1�v�1 1�v�r rs 1�v�1 1�v�r rs

accuracy( % ) 90. 65 90. 75 85. 5 84. 4 75. 3 85. 1 85. 8 83. 9 90. 75 90. 55 84. 2 90. 65 90. 5 85. 2

# sv 1128 1295 789 818 628 1549 1612 1302 1436 1625 1425 1652 1916 1641

t raining( s) 1. 59 7. 91 0. 88 1. 39 1. 43 2. 20 4. 11 3. 32 2. 31 8. 49 5. 28 7. 69 11. 69 8. 48

testing( s) 0. 67 0. 84 0. 55 0. 58 0. 46 0. 95 1. 05 0. 81 0. 85 1. 09 0. 91 1. 00 1. 31 1. 04

表 3 � lett er 数据集的实验结果

LibSVM CVM( �= 10- 4) BVM( �= 10- 4) CVM( �= 10- 6) BVM( �= 10- 6)

1�v�1 1�v�r 1�v�1 1�v�r rs 1�v�1 1�v�r rs 1�v�1 1�v�r rs 1�v�1 1�v�r rs

accuracy( % ) 96. 58 96. 18 96. 78 95. 38 91. 82 96. 38 95. 7 93. 04 96. 86 96. 0 91. 9 96. 38 95. 9 92. 66

# sv 4936 4114 5069 3655 3206 6112 5807 4882 5321 4653 3789 6125 6122 5072

t raining( s) 8. 71 39. 19 9. 31 7. 42 12. 78 16. 34 23. 29 27. 46 11. 13 23. 23 20. 46 29. 72 37. 14 35. 75

testing( s) 6. 24 5. 92 6. 43 5. 30 3. 46 7. 81 8. 20 5. 89 6. 72 6. 81 4. 53 7. 69 8. 63 6. 09

表 4 � sector 数据集的实验结果

LibSVM CVM( �= 10- 3) BVM( �= 10- 3)

1�v�1 1�v�r 1�v�1 1�v�r rs 1�v�1 1�v�r rs

accuracy( % ) 89. 17 93. 79 89. 00 80. 38 77. 20 86. 62 87. 74 81. 70

# sv 6270 6401 6215 6314 6134 6344 6222 6160

tra ining( s) 229. 86 3049. 63 220. 80 198. 09 317. 03 149. 94 146. 09 225. 26

testing ( s) 62. 16 55. 78 59. 45 54. 83 50. 78 60. 03 55. 13 50. 37

表 5 � acoust ic数据集的实验结果

LibSVM CVM( �= 10- 5) BVM( �= 10- 5)

1�v�1 1�v�1 1�v�r rs 1�v�1 1�v�r rs

accuracy( % ) 71. 37 61. 06 56. 15 50. 04 60. 85 60. 88 50. 10

# sv 37474 6217 6602 4311 9945 10713 6968

training( s) 13419 231. 2 278. 74 311. 9 664. 4 935. 8 765. 1

testing( s) 226. 89 40. 94 53. 95 30. 07 84. 97 86. 40 52. 98
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� � 在 sector数据集上的实验数据见表 4.通过减小 �

可以提高精度,但需要较长时间.

在 acoustic数据集上的实验数据见表 5. 这里没有

1�v�r方法的 SVM是因为其训练时间太长.在 �较大时

CVM 和 BVM 的精度与 SVM相差较大,但是它们的训练

时间远小于 SVM.可以说,这是由数据集本身的性质造

成的.

4�3 � 对于实验的分析和讨论
从上面的数据我们看到, 通常 SVM 的精度要高于

CVM 与 BVM,其代价是当训练集尺寸较大时要付出数

倍的计算时间开销.与 CVM 和 BVM 的 1�v�1和 1�v�r方
法相比, RSCVM通常产生更少的支持向量,具有更短的

测试时间,但其精度与 1�v�1 和 1�v�r方法相比较差.从
现有数据来看, RSCVM 方法在较大的训练集上的表现

不如在中小规模的训练集上好.

传统的非粗糙集方法对于噪声是不敏感的, 但是

基于粗糙集的 RSCVM 对于数据中的噪声较为敏感.一

种解决方案是使用迭代计算上下近似,但是这样效率

很低[ 2] .另一方面,按照式 ( 9) 计算上下近似需要进行

# SVi . # SVitrain .次核函数估值, 由于支持向量的稀疏

性,使得# SV
i
远小于# SV

i
train .实验表明,在支持向量较

少时,求解上下近似所用的时间甚至远远超过了训练

CVM 本身.所以如何高效的估算上下近似是一个悬而

未决的问题, 我们认为快速准确的估算上下近似是目

前基于粗糙集理论的支持向量学习器的相关研究中最

重要的问题.

最后,如果简单的使用 f i1或 f i2,其精度不会很高.

f i1倾向于将边界上的点分入先验概率小的类,而 f i2倾

向于将边界上的点分入先验概率大的类.实验表明, f i1

的效果总是不如 f i2的.为了提高预测精度, 在进行测试

时可以使用更加复杂的方法,比如按照先验概率加权

的投票,或者使用领域知识, 这是和具体问题相关的,

此时上下近似提供了比非粗糙集模型更加丰富的信

息.如何更好的使用建立的粗糙集模型, 也是一个重要

的问题.

5 � 结束语

� � 本文提出了一种适用于多类分类问题的新方法.

本文首先使用粗糙集的观点理解最大边界分类器,然

后给出了一个用于二类支持向量机 (包括 SVM, CVM 和

BVM)的上下近似的一致定义, 最后通过在核诱导特征

空间中对训练集进行空间划分, 给出多类的上下近似

定义,提出基于粗糙集的多类分类 CVM, 即 RSCVM 方

法.该方法是粗糙集理论与最新的 SVM 求解方法 CVM

结合的产物,在理论上具有相当程度的创新;通过对比

实验,发现该方法有产生更少的支持向量等优点, 虽存

在精度下降的缺点,仍具有一定的现实意义.这种结合

是一个新的尝试,我们认为 RSCVM 方法值得进一步研

究,而且它的性能可以改进.
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