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� � 摘 � 要: � 提出一种抑制时频分布交叉项的新方法,该方法在Wigner�Ville分布( WVD)的基础上, 引入一相位校正
函数,可抑制信号的非线性导致的自交叉项影响.对于多分量信号, 文中采用洁净( CLEAN)技术对每个信号分量进行

带通滤波,抑制了信号分量间的互交叉项影响.该方法在抑制时频分布交叉项的同时, 保持着较高的时频聚集性, 计算

机仿真实验验证了本文算法的有效性.
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Abstract: � A new method for restrain the cro ss�terms of time�frequency distributions is presented. By introducing a phase�ad�
just function( PAF) based on the WVD, this method can restrain the cross�terms induced by the nonlinear character of the signal. And

for multi�component signal, the CLEAN technique is adopted to filter out each component by a band�pass filter , and the cross�terms
between the components are restrained. At the same time, this method has a high time�frequency convergency, the simulated results

demonstrate the validity of it.
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1 � 引言
� � 时频分布是分析时变非平稳信号的有利工具,被广

泛应用于分析处理语音信号、声学信号、生物信号、以及

雷达和声纳信号等.目前应用最多的时频分布是 Cohen

类时频分布, 如 Wigner�Ville 分布 ( WVD) , Choi�Williams
分布( CWD) 和 Page分布等[ 1] . 其中, WVD 是一种最基

本、也是应用最多的时频分布.对于单分量的线性调频

信号, WVD具有理想的时频聚集性,然而,在以下两种

情况下,将会产生交叉项的影响: ( 1)信号频率随时间呈

非线性变化.此时, WVD将会产生自交叉项; ( 2)信号包

含多个分量.此时的交叉项是二次型或双线性时频分布

的固有结果,它们来自多分量信号中不同信号分量之间

的交叉作用,而且是比较严重的.交叉项的存在会干扰

真实信号的特征,使得对时频分布的分析、解释变得困

难.为了有效地抑制交叉项,并且适用于各类信号,人们

做了大量的工作.针对第一种情况, 各种高阶时频分布

相继提了出来,对于某些特定类型的信号, 消除了自交

叉项的影响,但该方法不具有普遍性[ 2, 3] . 而后,人们提

出了 L类、S 类时频分布[ 4~ 6] , 在抑制交叉项的同时保

持了很高的时频聚集性,但此类时频分布是通过反复迭

代来实现的,计算量较大.针对第二种情况,许多基于核

函数设计的方法被提了出来[ 7, 8 ] ,在很大程度上抑制了

多分量信号中的交叉项,但往往都是以牺牲时频聚集性

为代价的, 而且, 对复杂的信号, 此方法仍显得无能为

力.基于此,本文提出了一种抑制时频分布交叉项的新

方法.该方法在 WVD的基础上, 引入一个相位校正函

数,可抑制非线性调频信号中的自交叉项影响;同时,对

于多分量信号,文中通过设计带通滤波器对每个信号分

量滤波,并结合 CLEAN技术,抑制了信号分量间的互交

叉项影响.该方法在抑制时频分布交叉项的同时, 保持

着较高的时频聚集性,为非平稳信号的分析与处理提供

了一个新的思路.

2 � 问题的提出

� � 对于如下形式的解析信号 z ( t ) :

z ( t) = A e
j�( t )

(1)
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其中, A 代表信号幅值, �( t)为相位.其WVD定义为

WVDz ( t , �) =�
 

-  
z t+

 
2

z * t-
 
2

w(  ) e- j� d 

( 2)

其中 w(  )为窗函数.式( 2)中的WVD 核函数可由下式

来表示:
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� � 这里,对 �( t #  / 2)在 t 处作了Taylor级数展开.将

上式代入到式(1)中, z ( t)的WVD可以表示为

� � WVDz( t, �)= A
2!( �- �!( t ) ) * �W( �) * �

� � IFT ej[ 2�
(3)
( t ) 

3
/ (2

3
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其中, !(∃)为冲击函数, IFT 代表 Fourier反变换, * �代

表频域卷积, W( �)为窗函数 w (  )的 Fourier变换.定义

s( t ,  )= 2�(3) ( t)  3/ ( 233! )+ 2�(5) ( t)  5/ ( 255!) + ∀

( 5)

为WVD的展宽函数.对于线性调频信号而言, �(3) ( t )

= �(5)( t )= ∀= 0,即展宽函数为零, 因此, 其WVD完

全集中于瞬时频率上,即 WVDz( t , �) = A 2!( �- �!( t ) )

* �W( �) .

当信号 z ( t )的瞬时频率随时间呈非线性变化时,

此时 �( t )的高阶导数 (三阶, 五阶, ∀)开始出现, 导致

其WVD有所展宽, 并不完全集中于瞬时频率上, 这可

由式( 4)看出.因此,对于非线性调频信号,需对其WVD

核函数进行修正,以抑制相位高阶导数的影响, 这便是

本文要研究的内容.

3 � 抑制交叉项的新方法

� � 针对非线性调频信号的时频分布, 本文在 WVD核

函数的基础上引入一相位校正函数( PAF) ,可抑制相位

高阶导数的影响, 使时频分布集中在信号的瞬时频率

曲线上.因此,文中定义如下新的时频分布:

Wz( t , �) =�
 

-  
z t+ C

 
2

z* t- C
 
2

PAF( t ,  )

∃w(  ) e- j� 
d ( 6)

其中, C为待定常数, w (  )为窗函数. PAF( t,  )为相位

校正函数,定义为

PAF( t,  ) = %
K

k= 1

[ z ( t+ dk- 1 ) z * ( t- d k- 1 ) ] c
k ( 7)

其中, K 为任一大于 1 的自然数, d 为任一正整数且 d

&1.当常数 C、系数 ck ( k= 1, 2, ∀, K)以及 d 满足如下

关系:

C+ 2c 1+ 2dc 2+ ∀+ 2dK- 1cK = 1

1

2
2 C
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24
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证明:

对 z ( t+ d
k- 1 ) z * ( t- d

k- 1 )进行 Taylor 级数展

开,得到
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将式( 10)和式 ( 3) (用 C
 
2
代替

 
2
)代入到式( 6)中, 即

可得到式( 8)和式(9) .

由式( 9)可以看出,对于任意信号 z ( t) , Wz ( t , �)可

以集中在其瞬时频率上, 而展宽部分取决于相位 �( t )

的( 2K+ 3)阶导数,所以,对于最高相位次数不超过( 2K

+ 2)的多项式相位信号, Wz( t, �)完全集中在其瞬时频

率上,即对瞬时频率的估计是无偏的. 此外,对于任意

形式的信号 z( t ) ,由于 1/ 22K+ 3( 2K + 3) ! ( 0, 以 K = 2

为例, 1/22K+ 3( 2K + 3)! = 1/ 645120,所以, 其 Wz( t , �)

也几乎完全集中在瞬时频率上,误差极小.因此, Wz( t ,

�)具有普遍性.下面,对 Wz( t, �)与几种常见的时频分

布的展宽函数进行对比,如表 1 所示.

由表 1可见,本文构造的 Wz( t , �) ,通过 K 值的变

化,可实现其对信号瞬时频率的任意精度的逼近, 这一

点要优于现有的时频分布. 此外,由 Wz( t , �)的定义式

可以推导出, Wz( t , �)满足一般时频分布的实值性、时

移不变性、频移不变性 (具体推导过程从略) . 下面, 研

究 Wz( t, �)的边缘分布特性,我们做如下推导:

首先研究 Wz( t, �)的时间边缘特性:

由定义式( 6)可以得到:
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� � 这里认为 w(0) = 1.由式( 11)可看出, Wz ( t , �)经过
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表 1 � 时频分布的展宽函数

时频分布 定义及展宽函数

短时 Fourier

变换( STFT)

STFT ( t , �) = �
+  

-  
w (  ) z ( t+  ) e- j� d 
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 4/4! + ∀
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四阶多项式

WVD
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对 � 积分后的结果并不是信号 z ( t ) 的瞬时功率

| z( t ) | 2,而是瞬时功率的 ( 1+ ∋
K

k= 1

ck )次方.这是由于

定义式Wz( t, �)中信号 z ( t)出现的次数大于 2 的缘故,

此时,我们仍然可以认为新时频分布 Wz ( t , �)满足时

间边缘特性,或暂且称之为广义时间边缘特性.

下面研究 Wz( t , �)的频率边缘特性:

由 Fourier变换特性,信号 z ( t )可以表示为

z ( t ) =
1
2#�

+  

-  
Z( �) ej�td� ( 12)

� � 这里 Z( �)为 z ( t )的频域表示.将式 ( 12)代入到

Wz( t, �)的定义式中,经过推导,可以得到

�
+  

-  
Wz( t , �) d t = | Z( �) | 2(1+ ∋

K

k= 1
c
k
) ( 13)

其中上式的获得应用了条件 C + 2c 1 + 2dc 2+ ∀+

2dK- 1 cK = 1. 同理, 我们仍然可以认为新时频分布

Wz( t, �)满足频率边缘特性,或暂且称之为广义频率边

缘特性.

由式( 11)和式( 13)可知,对于任意信号 z ( t ) ,有下

式成立

�
1
2#�

+  

-  �
+  

-  
Wz( t , �) d td �

� � = �
+  

-  
| z( t ) | 2(1+ ∋

K

k= 1

c
k
) dt= E1+ ∋

K

k= 1

c
kz ( 14)

其中 Ez = �
+  

-  
| z ( t ) | 2dt 为信号 z ( t)的能量.因此,可以

认为 Wz( t , �)满足能量条件.

此外, Wz( t , �)还满足时频伸缩性等条件,这里从

略.

式( 8)为一超越方程组,包含( K + 1)个未知数, 如

果 K 比较大, 解起来将非常繁琐. 但从上面的分析可

知,当 K = 2 时, Wz ( t, �)即可满足精度要求. 因此, 这

里假定 d= 2, 并分别以 K = 1 和 K = 2为例,给出该方

程组的两组解: ( 1) K = 1, 此时 C= - 2. 38, c1= 1. 69;

(2) K = 2, 此时 C = - 2. 58, c 1 = 1. 67, c 2= 0. 06. 由

Fourier变换的性质,式( 6)可重新写为:

Wz ( t , �) =
1
C
WVD t ,

�
C

* �FT { PAF( t ,  ) } ( 15)

其中, FT 代表 Fourier变换.这就为 Wz ( t , �)的计算提供

了一种思路,即首先计算信号 z ( t )的WVD,进而通过频

率尺度变换得到
1
C
WVD( t,

�
C
) ;然后计算相位校正函数

PAF( t ,  )的 Fourier 变换, 两者对 �进行卷积, 即可得

到 Wz ( t , �) .这样,由以上的分析可知,对于单分量的

非线性调频信号,就可以抑制自交叉项的影响;但对于

多分量信号的情况,由于 WVD会产生信号间的互交叉

项,因此,实际计算WVD时,可通过短时 Fourier变换来

实现,即计算 L ∗ WVD[ 4] . 下面, 针对多分量信号的情

况,研究如何抑制分量间的互交叉项影响,这里,以信

号的离散形式进行分析.对于如下形式的多分量信号:

z ( n) = ∋
P

p= 1

zp ( n) , -
N
2

+ n +
N
2
- 1 ( 16)

其中, P 为信号分量个数, N 为信号长度(偶数 ) ,假定

信号的采样率为 1.其短时 Fourier变换( STFT)为:

� � | STFTz( n , f ) |
2
= | FTm { w( m) z( n+ m) } |

2

= ∋
P

p= 1

| STFTz
p
( n , f ) | 2 ( 17)

其中, w ( m)为窗函数.

文献[ 4]定义信号的 L ∗ WVD具有如下形式:

� LWVD( t, f ) =
1
#�∃

P( ∃) STFT (f + ∃, t )

∃STFT* ( f - ∃, t ) d∃ ( 18)

对上式进行离散化,可以得到

� LWVD( n, f ) = | STFT( n, f ) | 2

� � + 2 ∋
N

p

i= 1

Re{ STFT ( n, f + i) STFT * ( n, f - i) } ( 19)

其中, 2Np+ 1 为窗函数 w( m )的长度. 由于 STFT 为线

性变换,对于多分量信号不会产生交叉项, 因此, L ∗
WVD也不存在交叉项的影响.此外,当

W�L + Wp< min
i, j
| �!i ( t) - �!j ( t ) | / 2- W�L ( 20)

时,式( 19)中 STFT 的迭代过程不会产生交叉项.其中

2W�L , 2Wp 分别是窗函数WL (f ) = FTm { w ( m) }和 P ( ∃)

的长度,具体证明过程详见文献[ 4] .

下面, 计算 每个 信号 分量的 相位 校正函 数
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PAFz
p
( n, m) ,这里采用 CLEAN 技术, 可由以下步骤来

实现:

(1)计算 n 时刻信号短时 Fourier变换 STFTz( n, f )

最大值的位置 f 1( n)

f 1( n) = arg max
f
STFTz ( n, f ) ( 21)

(2)以 f 1( n)为中心,设计一带通滤波器,假设其长

度为 2Mf + 1,其中 Mf 的大小由n 时刻信号的频谱宽度

来确定,然后根据下式计算第一个信号分量的相位校

正函数 PAFz 1
( n , m) :

PAFz 1( n, m) = %
K

k= 1
∋
M

f

f 1= - Mf

∋
M

f

f 2= - Mf

STFTz [ n, f 1+ f 1( n) ]

STFT*z [ n , f 2+ f 1( n) ] e
j( 2#/ N ) [ ( n+ d

k- 1
m)f 1- ( n- d

k- 1
m)f 2 ]

c
k

( 22)

(3)令 STFTz ( n, f ) = 0, f , [ f 1( n) - Mf , f 1( n) +

Mf ] ,然后重复步骤 ( 1) ~ ( 3) , 直到检测出所有的信号

分量为止,或者剩余信号的能量低于某一预定门限时

为止.

此时,相位校正函数 PAFz( n , m)的频谱可计算为

PAFF( n, f ) = FTm ∋
P

p= 1

PAFz
p

( n , m) ( 23)

进而, Wz ( n, f )可由下式得到

Wz ( n, f ) = ∋
Np

i= 1

LWVD( n, f + [
i
C
] ) PAFF( n, f - i )

( 24)

其中, [∃]表示取整运算.此时,对于多分量信号 z ( n) ,

Wz( n, f )中的交叉项(包括信号自身非线性产生的自交

叉项以及信号分量间的互交叉项)已经得到有效的抑

制.而且,由于 L ∗ WVD的时频聚集性较高, Wz ( n, f )的

时频聚集性相应也较高.

4 � 仿真实验

� � ( 1)以三个三阶多项式相位信号分量组成的合成

信号为例,其解析表达式为

z ( n) = ∋
3

p= 1

bp 0e
j( a

p 0+ a
p 1n+ a

p2n
2
+ a

p3n
3
) ( 25)

其中, n , [ - 128, 127] ,信号采样率为 1.各个分量参数

如表 2所示.

表 2 � 仿真所用信号参数值

参数

分量( p )

bp0 ap0 ap1 ap2 ap3

1 2. 00 1.00 0. 39 0. 005 0.00003

2 2. 00 - 1.00 - 0. 78 0. 001 - 0.00001

3 2. 00 - 2.00 0. 78 - 0. 001 - 0.00002

� � 计算时 Wz ( n , f ) , 取 K = 1, d = 2. 此时, C = -

2�38, c 1= 1�69; 计算 L ∗ WVD 时,取 Np= 3. 此时, 该信

号的WVD、谱图以及 Wz ( n , f )如图 1所示.

由图 1 可见,由于信号包含多个分量,而且每个信

号分量的非线性特性,使得其WVD中的交叉项大量存

在,而且掩盖了信号自身的特征;而谱图 ( STFT 幅值的

平方)虽然不存在交叉项的影响,但时频聚集性较WVD

降低许多;采用文中所提出的抑制交叉项的方法计算

出的时频分布 Wz ( n , f ) ,在抑制交叉项的同时, 保持了

较高的时频聚集性.同时, 由于每个信号分量为三阶多

项式相位信号,由式( 9)可知,此时的 Wz( n , f )完全集中

在信号分量的瞬时频率曲线上,即对瞬时频率的估计

是无偏的.

( 2)以一正弦调频信号和三阶多项式相位信号的

合成信号为例,其解析表达式为

z ( n) = exp{ j[ 4cos(#n/ 54) + 4cos(#n/30)

+ 5sin(#n/ 54) ] } + exp[ j( - 1- #n/4+

1 ) 10- 3 n2- 1 ) 10- 5 n3) ] ( 26)

其中, n , [ - 128, 127] ,信号采样率为 1.

计算 Wz( n, f )时,取 K = 2, d= 2.此时 C= - 2. 58,

c1= 1. 67, c 2= 0. 06; 计算 L ∗ WVD时, 取 Np = 3.此时,

该信号的WVD、谱图以及 Wz ( n , f )如图 2所示.

该信号的非线性特性比较强,在计算 Wz ( n , f )时,

取 K = 2,由对式 ( 9)的分析可知,此时 Wz ( n , f )不完全

集中在信号分量的瞬时频率曲线上,存在一定的误差,

但此时的误差极小 (约为 10- 5 ~ 10- 6数量级) , 完全可

以忽略,这可由图 2( c )看出,此时的交叉项 (信号自身

非线性产生的自交叉项以及信号分量间的互交叉项)

已经得到有效的抑制,而且时频聚集性也很高.

5 � 结论

� � 本文提出的抑制时频分布交叉项的新方法,可抑
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制由于信号的非线性特性产生的自交叉项以及多分量

信号间产生的互交叉项影响,而且保持着较高的时频

聚集性.文中通过两组实验验证了该方法的有效性,进

一步需要研究的是该方法在非平稳信号分析与处理中

的应用,如信号瞬时频率估计等.
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