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� � 摘 � 要: � 随机共振( SR)作为一种能够利用噪声来提高系统输出信噪比的工具, 近来得到越来越多的关注和研

究.一个很大的问题是如何设计一个简单高效的SR系统. 针对常见的微弱信号检测问题, 我们分析了二值量化器和二

值量化器阵列,推导出最优二值量化检测器和渐近最优阵列 SR检测器, 给出渐近最优阵列 SR 检测器的设计准则. 根

据理论分析结果,给出了鲁棒阵列 SR 检测器及基于噪声样本集合的参数选择算法, 能够在未知背景噪声情形中获得

较好的检测性能.
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Design of Stochastic Resonance Systems in Weak Signal Detection
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Abstract: � Stochastic Resonance( SR) is getting more and more attention in recent few year s, as it can be used as a too l of us�

ing noise to enhance output signal�to�noise�ratio. One of the key problems is how to design a simple and efficient SR system. As for

the weak signal detection, we analyzed two�state quantizers and two�state quantizer arrays, deduced the optimal two�state quantiza�

tion detector and asymptotic optimal array SR detector, and gave out the designing criterion of asymptotic optimal array SR detector.

According to the theoretical analysis, we designed a robust array SR detector and parameter selection algorithm based on noise sam�

ple collection, which can achieve good detection performance even the ambient no ise is unknown.
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1 � 引言

� � 在线性系统中噪声总是起消极作用,但在某些非线

性系统中,噪声的存在却能够提高系统对输入信号的响

应,这种现象被称为随机共振( Stochast ic Resonance, SR) .

对经典的 SR讨论见文献[ 1] .简单的量化系统,比如二

值量化或三值量化系统中也能够出现随机共振现

象
[ 2~ 4]

.因为二值量化器和二值量化器阵列的诸多优

点,近来有很多学者对其进行了研究[ 2~ 7] ,在信号检测

领域取得很大进展,但对 SR 系统的设计讨论不多.对

于二值量化器,文献中有两类提高检测器性能的方法,

一种是在输入的含噪信号中另外加上 SR噪声[ 2, 3] ,另

一种是改变系统参数,即改变量化门限[ 4] .加上 SR噪声

的方法需要考虑加上何种分布的噪声,以及加上多大强

度的噪声等复杂情况,而调节系统参数的方法计算复

杂,这两类方法在未知噪声概率分布时都不方便使用.

将多个二值量化器组成阵列( 本文称之为阵列 SR) ,对

这种非线性系统最优设计的理论分析更为困难.文献中

通常是采用较为简单的背景噪声形式和 SR噪声形式

(比如高斯、拉普拉斯噪声等) ,和较简单的门限选择,来

分析 SR噪声在信号检测中的作用.

本文针对常见的微弱信号检测问题,讨论了二值量

化器和二值量化器阵列的系统设计问题.通过引入输出

信噪比指数的定义,证明在二值量化器中采用加入 SR

噪声的方法不会优于采用改变系统参数的方法.即在采

用二值量化的微弱信号检测中,不用考虑加上何种分布

的噪声,以及加上多大强度的噪声等复杂情况,只需要改

变量化门限就可以达到最优.然后讨论了阵列 SR 系统

的变换函数,给出了渐近最优阵列 SR检测器的设计准

则.为了能够在未知背景噪声情形中获得较好的检测性

能,又给出了鲁棒阵列 SR检测器的设计方法及基于噪

声样本集合的参数选择算法.最后给出仿真实验结果.

2 � 输出信噪比与检测性能

� � 二值量化是一种最简单的随机共振系统,输入 xk

和输出yk 的关系是: yk=
1, x k��

- 1, x k< �
.其中 �是门限.
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假设输入 xk 是直流信号与加性噪声的和: xk= A + w k,

A> 0, w k 是独立同分布( IID)、方差为 �2w 的任意分布噪

声,概率密度和概率分布函数分别为 f ( n)和 F( n) .输

出 yk 的均值和方差分别为:

� E( yk ) = P( yk= 1) - P( yk= - 1) = 1- 2F( �- A )

� � �2y
k
= P( yk= 1)+ P( yk= - 1) - { E( yk ) }

2

= 1- { E( yk) }
2

� � 实际中我们经常遇到微弱信号检测的情况, 这时

A / �w � 1.根据Taylor展开公式,

� E( yk ) = 1- 2F( �- A )

= 1- 2F( �) + 2Af ( �) + o (A 2) ( 1)

� �2y
k

= 1- { E( yk) }
2= 4F( �) [ 1- F( �) ] + o (A ) ( 2)

为了后面讨论检测问题时的方便, 令 E1、�1 代表

有信号时输出 yk 的均值和均方差, E0、�0 代表无信号

时输出 yk 的均值和均方差,定义输出信噪比为:

SNR out=
2 E2

�21+ �20
=
2( E1- E0)

2

�21+ �20

对于微弱信号 A / �w � 1, �1 �0,有:

SNR out  
( Af ( �) )2

F( �) [ 1- F( �) ]

定义 J ( �) =
f 2( �)

F( �) [1- F( �) ]
为二值量化器的输

出信噪比指数,则 SNR out= A 2J ( �) .

下面讨论二值量化器的检测性能. 检验统计量

T( y) =
1
K !

K- 1

k= 0

yk 在 K 较大时是高斯分布, 有信号时

T( y)的均值为 1- 2F( �) + 2Af ( �) ,方差为 4F( �) [ 1-

F( �) ] /K ;无信号时 T ( y)的均值为 1- 2F ( �) ,方差为

4F( �) [ 1- F( �) ] / K .可以计算得到 Neyman�Pearson准
则下检测概率 PD 和虚警概率PFA间的关系

[ 8] :

PD = Q( Q- 1( PFA )- K∀SNR out )

= Q( Q- 1( PFA )- A KJ ( �) )

其中 Q 是标准正态分布的右尾概率.可见检测性能随

SNR out或 J( �)单调递增, 因此在采用二值量化的微弱

信号检测问题中只需要考察这两个参数之一.

本节中我们只讨论了直流信号的检测问题, 定义

了 SNR out和 J ( �). 从式( 1)和式( 2)看到, E ( yk )与信号

幅度 A 是线性关系, 而 �2y
k
基本与A 无关, 因此在很多

其它复杂微弱信号的检测中, J ( �)也能用来度量二值

量化检测器 (二值量化后采用常规检测器)的性能.在

后面几节,我们通过 SNRout和 J ( �)得到了最优的系统

参数和 SR噪声,这些最优值是具有一般性的.

3 � 最优二值量化检测器

� � 有两种提高二值量化检测器性能的方法, 一种是

在输入的含噪信号中另外加上 SR噪声[ 2, 3] , 另一种是

改变系统参数,即改变量化门限[ 4] . 本节我们证明在微

弱信号检测中采用加入 SR噪声的方法不会优于采用

改变系统参数的方法.

设 Jm 是J( �)中的最大值,即

Jm= max( J( �) ) =
f 2( �m)

F( �m ) [ 1- F( �m) ]

假设原始二值量化检测器中量化门限为 �0,在没

有加入 SR噪声时, J0= J ( �0) =
f 2( �0)

F( �0) [1- F( �0) ]
.往

输入信号 xk 中加噪, xk#= A+ w k+ !k , !k 的概率密度和

概率分布函数分别为f!( n)和 F!( n) , 与 wk 相互独立,

混合噪声 uk= w k+ !k 的概率密度和概率分布函数分别

为f #( n)和 F#( n) .采用门限为 �0的二值量化后 J 0#=

J#( �0) =
f #2( �0)

F#( �0) [ 1- F#( �0) ]
,需要证明 J 0#∃ Jm.

在混合噪声 uk 中, f #( �0)和 F#( �0)分别为:

� � f #( �0) =%
+ &

- &
f!( x1)f ( �0- x 1) dx 1

� � F#( �0) =%
+ &

- & %
�0- x1

- &
f!( x 1)f ( x2) dx2 dx1

=%
+ &

- &
f!( x 1) %

�0- x1

- &
f ( x2) dx2 dx1

=%
+ &

- &
f!( x 1) F( �0- x1) dx1

x 1, x2是积分变量.所以

� F#( �0) [1- F#( �0) ] =%
+ &

- &
f !( x 1) F( �0- x1) dx1

� � - %
+ &

- &
f!( x1) F( �0 - x 1) dx 1

2

� � �%
+ &

- &
f!( x 1) F( �0- x 1) dx 1

� � -%
+ &

- &
f!( x 1) ( F( �0- x 1) )

2dx 1

� � =%
+ &

- &
f!( x 1) F( �0- x 1) [ 1- F( �0- x 1) ] dx 1

� f #2( �0) = %
+ &

- &
f!( x 1) f ( �0 - x 1) dx 1

2

∃%
+ &

- &
f!( x1) (f ( �0- x 1) )

2dx 1

从而

J 0# ∃
%
+ &

- &
f!( x 1) (f ( �0- x1) )

2dx1

%
+ &

- &
f !( x 1) F( �0 - x 1) [ 1- F( �0- x1) ] dx1

� � ∃
f 2( �m )

F( �m) [ 1- F( �m) ]
= Jm

从上式可见在采用二值量化的微弱信号检测中,

不用考虑加上何种分布的噪声,以及加上多大强度的

噪声等复杂情况,只需改变量化门限就可达到最优.
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4 � 渐近最优阵列 SR检测器

� � 设 x 是包含噪声w 的输入信号, !i 是第 i 个二值量

化器上所加的噪声, �是量化门限, M 是阵列中二值量

化器个数,那么阵列 SR的表达式是
[ 5, 6]

:

y=
1
M!

M- 1

i= 0

sgn( x+ !i- �)

如果各个二值量化器上加入的 SR噪声独立同分

布,那么输出 y 的均值和方差分别为:

� � � E( y ) = 1- 2F!( �- x )

� � � D( y) = 4F!( �- x ) [1- F!( �- x ) ] / M

当M ∋+ & 时, D ( y) ∋0, y ∋E( y) .定义 gASR( x ) = 1-

2F!( �- x )为阵列 SR系统对输入信号的变换函数.

更一般地, 当各个二值量化器上的量化门限或 SR

噪声分布各不相同时, y=
1
M !

M- 1

i= 0

sgn( x + !i - �i ) , 同样

地,也定义 gASR( x) = 1-
2
M !

M- 1

i= 0

F!
i
( �i- x )为阵列 SR系

统对输入信号的变换函数. 从 gASR ( x )的表达式可知

gASR( x )单调递增有界.

根据非高斯噪声中的Rao检验方法,为了获得最佳

的检测性能, x 上的最优非线性变换函数为[ 8]

g opt( x ) = -
d lnf w ( x )

dx

若 g opt( x )单调递增有界,令 R为 g opt( x ) 的最大

值,那么存在一定的阵列 SR系统

F!( �- x ) =
1
2

1-
g opt( x)

R

或 lim
M ∋ &

1
M!

M- 1

i= 0

F!
i
( �i- x) =

1
2 1-

g opt( x )

R

使得 gASR( x) = g opt( x ) / R,这时阵列 SR检测器的检测

性能趋近于最优非线性检测器的性能( M ∋+ & ) .

若 g opt( x )单调递增无界,令 R 是一个足够大的正

数,那么也存在一定的阵列 SR 系统, 使得 gASR ( x ) =

g#opt ( x ) / R,其中

g#opt( x ) =

g opt( x ) , x | g opt( x ) | ∃ R

R , x g opt( x ) > R

- R , x g opt( x) < - R

这时阵列 SR 检测器的检测性能能够趋近于最优

非线性检测器的性能( R ∋+ & , M ∋+ & ) .

例: IID广义高斯噪声中的微弱信号检测. 均值为

0,方差为 �2的广义高斯噪声为[ 4, 8]

f ( n) =
c1( p )

�
exp - c2( p )

n
�

p

, p> 0 ( 3)

其中 � c 1( p ) =
p

2
∀
1
2

3

p
∀
3
2

1

p
,

� � � c2( p ) = ∀ 3
p

∀ 1
p

p
2
, ∀(∀)为伽马函数.

这种类型的噪声概率密度函数能用来表示多种熟

悉的噪声,当 p= 1 时,广义高斯 PDF为拉普拉斯型;当

p= 2时,为高斯型;当 p ∋ & 时,趋向于均匀分布. 在这
种噪声类型中,最优的非线性变换 g opt ( x )可以从 Ney�

man�Pearson准则得到[ 8] .令 hopt( x )是 g opt( x )的归一化

形式,则 h opt ( x ) = | x | p - 1sgn( x ) .图 1表示了 p 取值不

同时的h opt ( x ) . 可以看到, 在弱拖尾噪声类型中 ( p �
1) ,可以设计阵列 SR系统使得检测性能趋近于最优非

线性检测器的性能;而在强拖尾噪声类型中 ( 0< p <

1) , g opt ( x )不满足单调递增条件, 采用极性量化器就能

较好地接近最优性能.

本节讨论的渐近最优阵列 SR检测器,能够指导阵

列 SR系统的设计. 在已知噪声 w 的概率密度函数时,

通过计算 g opt ( x ) ,能够得到最优的 SR噪声分布; 或者

采用一种较简单的 SR噪声分布, 通过设计各个二值量

化器上的门限来趋于最优; 或者通过加入多种分布 SR

噪声来趋于最优.需要注意的是, 这里设计出来的最优

阵列 SR系统可能不是唯一的.

5 � 鲁棒阵列 SR检测器及基于噪声样本集合的参数

选择算法

� � 上节我们讨论了渐近最优阵列 SR 检测器,以及系

统的设计思想. 但除了一些特殊的噪声类型,最优 SR

噪声和系统参数的设计和实现很复杂. 根据前面的分

析,采用下面的两步阵列 SR系统作为次优检测器.

( 1)在单个的二值量化器中寻找最优门限 �;

( 2)采用较简单的噪声类型作为 SR 噪声, 比如均

匀分布噪声、高斯分布噪声等,改变噪声强度 �!达到较

好的阵列 SR检测结果.

例: IID广义高斯噪声中的微弱信号检测. 假设噪

声方差为 1,采用单个二值量化器,不同 p 下的最优门

限�m如图 2所示. 当 p ∃ 2 时, �m= 0;当 p> 2,即噪声

是弱拖尾时,存在两个对称分布的最优门限值,假设某

个 p 对应的最优门限是�0和- �0 ,阵列中二值量化器
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个数M 是偶数,我们可以采用这样的阵列结构:

y=
1

M !
M/ 2- 1

i= 0

sgn( x+ !i- �0) + !
M- 1

i= M/ 2

sgn( x+ !i+ �0)

即在阵列中设置两种门限,分别是 �0和- �0,变换函数

是 gASR( x ) = 1- F!( �0- x ) - F!( - �0- x ) .图 3 是阵

列 SR在不同 SR噪声强度下的变换函数示意图, ( a)和

( b)是所有二值量化器门限设置为 0的结果,采用的 SR

噪声分别是均匀分布噪声和高斯分布噪声, ( c )是得到

最优门限后(这里假定为 1) ,在阵列中设定对称的两种

门限,采用均匀分布 SR噪声的结果.将图 3 与图 1 比

较,如果能得到最优的门限 �和 SR噪声强度 �!, 那么

阵列 SR检测器能够较好地代替最优非线性检测器.

� � 从上面例子可以看到,只要大概知道环境噪声类

型(强拖尾或弱拖尾) ,调整 SR噪声强度就可以接近很

大环境噪声范围内的最优非线性变换函数,因此这种

次优检测器有很强的宽容性.

� � 实际中我们经常不知道精确的背景噪声分布,根

据第二节中输出信噪比的定义和分析,在固定系统规

模M 的情况下,可以通过下面的基于噪声样本集合的

参数选择算法分两步处理获得最优的门限 �和 SR噪

声强度 �!.

(1)得到背景噪声样本集合 { w k, k= 0, (, K#- 1} ,

可以通过另外观测得到,也可以从接收数据中不包含

信号的区域中选取.在微弱信号检测中, 也可以使用包

含了信号的噪声样本;

(2) 假设有一个较小的直流信号 A > 0, 并加入

{w k } ,得到{ ek } = { A + wk } . 将 { ek }输入某种随机共振

器(第一步中是二值量化器,第二步中是固定了门限 �

的阵列 SR系统) ,对不同系统参数输出 { yk } ( # ) , 其中

# 是对应的系统参数,可以是单个二值量化系统中的

�,也可以是阵列 SR系统中的 �!.计算{ yk } ( # )均值和

均方差,得到  E1( # )和 !�1( # ) ;
(3)用相同的方法可以得到  E0( # )和 !�0( # ) ,即( 2)

中 A= 0时的情况;

(4)计算输出信噪比

SNR out=
2  E 1( # ) -  E0( # )

2

!�21( # ) + !�20( # )

( 5)对所有试验过的 # ,找出输出信噪比最大时的

# ,就得到系统参数的最优值 # opt.

得到最优系统参数后,就可使用阵列 SR检测器来

检测信号了. 基于噪声样本集合的参数选择算法计算

简单(只需计算样本集的均值和方差,并且样本集不需

很大) ,可是任意类型的噪声,因此有广泛的适用性.

6 � 仿真实验

� � 这里,我们考虑如下正弦信号的检测问题:

H 0)� � � xk= w k � � � � , k= 0, 1, (, K - 1

� � H 1)xk= A cos( 2∃k /K ) + w k � , k= 0, 1, (, K - 1

其中, A= 0. 1, K 是用于检测的样本采样数 (这里 K =

100) , w k 是 IID噪声样本,它的概率密度函数为式( 3)给

出的广义高斯 PDF, p= 10, �w= 1.采用阵列 SR检测器,

固定系统规模 M= 100.假设在检测过程中我们并不知

道 wk 的概率密度函数,但事先得到了 10000 个点的噪

声样本值.首先通过上节基于噪声样本集合的参数选

择算法得到各通道的门限 �和 SR噪声强度 �!. 在参数

选择算法中设定一个很小的直流信号 0∀05. 图 4 是单

个二值量化器中,采用不同门限 �后的信噪比增益 (输

出信噪比与输入信噪比的比值)变化图,可见存在两个
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对称分布的最优门限 �m1  1∀65, �m2  - 1∀65.我们可
以采用这样的阵列结构:

yk=
1
M !

M/2- 1

i= 0

sgn( x k+ !ik- �m1) + !
M- 1

i= M /2

sgn( xk+ !ik- �m2)

其中 M= 100, SR噪声 !ik选用 0均值均匀分布噪声.图

5 是采用阵列 SR方法处理后的信噪比增益与均匀分布

SR噪声强度关系图,得到最优 SR噪声强度 �!
m
 0∀15.

阵列 SR系统参数通过以上两个步骤确定后,就可

以将信号先输入到阵列 SR系统,然后在输出端采用线

性(匹配滤波)检测器来检测信号是否存在.图 6是几种

不同检测器的接收机工作特性(ROC)曲线,点线对应极

性量化检测器(极性量化器+ 匹配滤波) , 点划线对应

常规的匹配滤波检测器, 实线对应阵列 SR检测器 (阵

列 SR系统+ 匹配滤波) ,虚线对应已知背景噪声 w k 精

确 PDF情况下的最优非线性检测器 (最优非线性变换

+ 匹配滤波) [ 8] .从图 6 我们看到,阵列 SR检测器的检

测性能大大优于常规的匹配滤波检测器, 接近于最优

非线性检测器.

7 � 结论

� � 本文讨论了使用随机共振的微弱信号检测问题,

重点研究了随机共振系统的设计方法.从渐近最优阵

列 SR检测器的讨论可以看到, 可以使用一个非线性变

换函数来代替阵列 SR系统,相当于阵列中二值量化器

个数极多的情形.但实际上阵列 SR这种结构有很多突

出的优点,类似于神经网络的高度并行处理结构、强大

的鲁棒性能、对无处不在噪声的利用,等等. 有关随机

共振检测器以及噪声在信号处理中的应用还有待于进

一步深入研究.
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