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一个超混沌系统及其投影同步
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　　摘　要 :　通过在 Lorenz系统中加入两个控制器构造出一个五维超混沌系统 ,系统的超混沌特性通过 Lyapunov指

数得到验证 ,对系统的平衡点和耗散性进行了分析.基于线性系统的稳定性准则 ,利用线性分离方法实现了该超混沌

系统的投影同步.
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Abstract :　A five2dimensional hyperchaotic system is constructed by introducing two controllers into the Lorenz system. Exis2
tence of hyperchaotic behavior is proved by Lyapunov exponents . Equlibrias and dissipation of hyperchaotic system are analyzed.

Based on the stability criterion of linear system ,projective synchronization of hyperchaotic system is achieved through linear separa2
tion methods .
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1　引言

　　与混沌系统相比 ,超混沌系统具有两个或者更多个

正的Lyapunov指数 ,它的运动轨道 (以下简称相轨)在多

个方向上分离 ,表现出更复杂的动力学行为.复杂的超

混沌信号可以提高混沌保密通信和混沌信息加密的安

全性 ,因此超混沌在信息工程领域将有着非常广阔的应

用前景.近年来 ,不少学者对这一领域进行了广泛而深

入的研究[1～3] ,在理论和实践方面都取得了许多成果 ,

如 Rossler 首次提出超 Rossler 系统[4 ] ;Li 等利用简单周

期信号产生了超混沌吸引子[5 ] ,利用混沌控制的方法将

统一系统控制到超混沌[6 ] ;Liu等通过设计一种延迟模

糊控制器产生超混沌[7 ] .在上述研究的基础上 ,本文在

Lorenz系统中添加两个控制器构造出一个五维系统 ,数

值计算得到它有两个正的Lyapunov指数 ,由此表明它是

超混沌的.对它的平衡点和耗散性结构这两个基本特性

进行了分析.

考虑到超混沌同步通信具有容量大 ,效率高 ,保密

性能好等优点 ,而在混沌保密通信中投影同步可以把数

从二进制扩展到M进制以实现更有效 ,更可靠 ,更安全

的传输.为此 ,有必要对超混沌系统的投影同步进行研

究.本文基于线性系统的稳定性准则 ,利用线性分离方

法实现了该超混沌系统的投影同步 ,数值仿真结果进一

步证明了该方法的正确性.

2　超混沌系统的提出及超混沌特性分析

211　超混沌系统的提出
著名的Lorenz系统[8]为

Ûx1 = a ( x2 - x1)

Ûx2 = cx1 - x2 - x1 x3 ,

Ûx3 = x1 x2 - bx3

(1)

当 a = 10 , b = 8/ 3 和 c = 28 时 ,Lorenz系统处于混沌状

态 ,其混沌吸引子参见文献[8 ] .在系统 (1)的第一个方

程右端引入控制器 x4和 x5 ,第二 ,三个方程右端引入控

制器 x5 ,并令 x4 和 x5 的变化律分别为 Ûx4 = - x2 x3 +

dx4和 Ûx5 = - 3 x1 ,则产生新的系统为

Ûx1 = a( x2 - x1) + x4 + x5

Ûx2 = cx1 - x2 - x1 x3 + x5

Ûx3 = x1 x2 - bx3 + x5

Ûx4 = - x2 x3 + dx4

Ûx5 = - 3 x1

(2)
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产生超混沌的必要条件是系统具有耗散性结构 ,维数
不少于四 ,系统具有两个或者更多个正的 Lyapunov指
数.仍然让 a = 10 , b = 8/ 3 和 c = 28 ,只有当梯度函数

(能量函数) ¨V =
5 Ûx1

5 x1
+

5 Ûx2

5 x2
+

5 Ûx3

5 x3
+

5 Ûx4

5 x4
+

5 Ûx5

5 x5
= d -

131667 < 0 时 ,才满足耗散性结构 ,也才有可能产生超
混沌行为.参数 d 的上限是 131667 ,对 d 取不同的值 ,

作者得到当 d = - 6 时 ,系统 (2)的 Lyapunov指数分别
为 L1 = 012392 , L2 = 011773 , L3 = 0 , L4 = - 41539 , L5 = -

15172可见系统(2)产生了超混沌行为.系统 (2)的两个
正的Lyapunov指数 L1 , L2随时间变化 ,结果如图 1 ( a) ,

其超混沌吸引子在 x2 - x3平面的投影结果如图 1 ( b) .

212　平衡点
系统平衡点的分布和线性化特性都影响着它的动
力学行为.首先找出系统的平衡点 ,从而分析平衡点附
近的线性化特性.求解以下代数方程

a ( x2 - x1) + x4 + x5 = 0 ,

cx1 - x2 - x1 x3 + x5 = 0 ,

x1 x2 - bx3 + x5 = 0 ,

- x2 x3 + dx4 = 0 ,

- 3 x1 = 0 .

得到系统 (2)的两个平衡点分别为 O (0 ,0 ,0 ,0 ,0)

和 E(0 ,176 ,66 , - 1936 ,176) .

在平衡点 O(0 ,0 ,0 ,0 ,0)处 ,对系统 (2)进行线性化

得其雅可比矩阵为

J 0 =

- a a 0 1 1

c - x3 - 1 - x1 0 1

x2 x1 - b 0 1

0 - x3 - x2 d 0

- 3 0 0 0 0

=

- 10 10 0 1 1

28 - 1 0 0 1

0 0 - 8/ 3 0 1

0 0 0 - 6 0

- 3 0 0 0 0

.

为了求在平衡点 O (0 , 0 , 0 , 0 , 0)相应的特征根 ,令 det

( J 0 - λI) = 0 ,得相应的特征根分别为λ1 = 1116578 ,λ2

= 011242 ,λ3 = - 21667 ,λ4 = - 6 ,λ5 = - 2217829.这表

明平衡点 O(0 ,0 ,0 ,0 ,0)是个鞍点 ,系统 (2)在该点处于

不稳定状态 ,具有两个不稳定相轨.

在平衡点 E(0 ,176 ,66 , 21936 ,176)处 ,同样对系统
(2)进行线性化得其雅可比矩阵为

J E =

- a a 0 1 1

c - x3 - 1 - x1 0 1

x2 x1 - b 0 1

0 - x3 - x2 d 0

- 3 0 0 0 0

=

- 10 10 0 1 1

- 38 - 1 0 0 1

176 0 - 8/ 3 0 1

0 - 66 - 176 - 6 0

- 3 0 0 0 0

.

为了求在平衡点 E(0 ,176 ,66 , - 1936 ,176)相应的特征

根 ,令 det ( J E - λI) = 0 ,得相应的特征根分别为λ1 =

711446 + 3011172i ,λ2 = 711446 - 3011172i ,λ3 = 010172 ,

λ4 = - 019705 ,λ5 = - 3310026.这表明平衡点 E(0 ,176 ,

66 , - 1936 ,176)是个鞍点 ,系统 (2)在该点处于不稳定

状态 ,具有三个不稳定相轨 ,从而验证了系统 (2)的超

混沌行为.

213　耗散性
系统 (2)具有耗散性结构的 ,因为梯度函数 (能量

函数) ¨V = - 191667.这意味着 ,当时间 t →∞,包含轨

道的每个体积元以指数速率 - 191667 收敛到零 ,系统

的所有轨线最终会被限制在一个体积为零的极限子集

上 ,这说明了超混沌吸引子的存在性.为了说明系统
(2)丰富的动力学行为 ,给出它的典型功率谱 ,结果如

图 2 ( a) .
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3　基于线性分离的投影同步

311　线性分离的投影同步理论
设混沌系统可以描述为

Ûx ( t) = f ( x ( t) , t) (3)

这里 x ( t) ∈Rn 是系统的 n 维状态矢量 , f : Rn →Rn 定

义了一个 n维矢量空间的矢量域.把函数 f ( x ( t) , t)分

解为 f ( x ( t ) , t ) = g ( x ( t ) ) + h ( x ( t ) , t ) .其中 g ( x

( t) ) = Ax ( t)是 f ( x ( t) , t)的线性部分 , A是常满秩矩

阵 ,并且它的所有特征值实部均为负.所以 h ( x ( t) , t)

= f ( x ( t) , t) - g( x ( t) )为 f ( x ( t) , t)的非线性部分.这

样系统 (3)可以重新写为 Ûx ( t) = g ( x ( t) ) + h ( x ( t) ,

t) .构造一个新的系统为

Ûy ( t) = g( y ( t) ) + h( x ( t) , t) /α (4)

这里 y ( t) ∈Rn 是系统 (4)的 n 维状态矢量 ,α是预先

给定的同步比例因子 ,系统 (3)与系统 (4)的同步误差被

定义为 e ( t) = x ( t) - αy ( t) ,它的解由等式

　　　Ûe ( t) = Ûx ( t) - αÛy ( t) = g( x ( t) ) - αg( y ( t) )

= A ( x ( t) - αy ( t) ) = Ae ( t)

确定. e ( t)的零点就是 Ûe ( t)的平衡点 ,因为 A 所有特

征值实部都为负 ,根据线性系统稳定性准则 ,同步误差

在零点是渐进稳定的 ,并且有lim
t→∞

e ( t) = 0 ,即系统 (3)的

状态矢量 x ( t)和系统 (4)的状态矢量 y ( t)按照预先给

定的同步比例因子α达到了投影同步.

312　投影同步的实现
用 g ( x ( t) )和 h ( x ( t) )将系统 (2)进行分解 ,其中

g ( x ( t) )和 h ( x ( t) )分别为

g ( x1 , x2 , x3 , x4 , x5) =

- a 0 0 0 0

0 - 1 0 0 0

0 0 - b 0 0

0 0 0 d 0

0 0 0 0 - 1

x1

x2

x3

x4

x5

= A

x1

x2

x3

x4

x5

和 h ( x1 , x2 , x3 , x4 , x5) =

ax2 + x4 + x5

cx1 - x1 x3 + x5

cx5 + x1 x2

x1 x2

- 3 x1 + x5

A有负的特征值 - a , - 1 , - b , d , - 1构造新的系统为

Ûy1 = - ay1 + ( ax2 + x4 + x5) /α,

Ûy2 = - y2 + ( cx1 - x1 x3 + x5) /α,

Ûy3 = - by3 + ( cx5 + x1 x2) /α,

Ûy4 = dy4 + x1 x2/α,

Ûy5 = - y5 + ( - 3 x1 + x5) /α,

(5)

根据线性系统的稳定性准则知 ,同步误差lim
t→∞

e ( t) = lim
t→∞

[ x ( t) - αy ( t) ] = 0 ,即系统 (5)与系统 (2)按照预先给定

的同步比例因子α达到投影同步.

313　数值仿真
系统 (5)和系统 (2)的初始值分别选取为 (1 ,2 ,3 ,2 ,

1)和 (3 ,2 ,1 ,2 ,3) ,同步比例因子α取 - 015 ,仿真结果

如图 2 ( b) .可见系统 (5)状态矢量的幅值是系统 (2)的

015倍 ,即系统 (2)和系统 (10)分别按指定的比例因子α

= - 015快速达到了投影同步.

4　结论

　　本文通过在 Lorenz系统中引入控制器的方法构造

出一个五维超混沌系统 ,其超混沌特性通过 Lyapunov

指数得到验证 ,还对系统的平衡点 ,耗散性进行了分

析.该方法具有普适性 ,对于其他低维混沌系统产生超

混沌运动具有启示意义.

利用的线性分离方法实现投影同步与现有的投影

同步方法相比有许多优势 : (1)方法简单 ,鲁棒性强 ,且

不需要设计Lyapunov函数 ; (2)能实现一类非线性系统

的投影同步 ,且不要求系统必须是部分线性的 ,且同步

具有全局性 ,即初始条件不必在同一吸引域内. (3)可
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以实现所有状态变量的投影同步.

本文根据线性系统的稳定性判定准则 ,通过对超

混沌系统进行适当线性分离 ,利用投影同步理论实现

了超混沌系统的投影同步.该方法可以在混沌保密通

信中 ,用于将二进制数扩展到M进制数以实现更有效 ,

更可靠 ,更安全的传输.
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