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摘 要： 针对整数编码的冗余性，提出了求解图着色问题的一种新的编码方式．采用有序划分编码问题的解，编
码后的个体具有与问题的潜在解一一对应的特点．与整数编码相比，新的编码避免了冗余性，将搜索空间缩小了 ｋ！
倍．对５个标准图着色问题的仿真结果表明，基于有序划分编码的新算法是求解图着色问题的一种有效的算法．
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１ 引言

图着色问题是一个具有良好应用背景的组合优化

问题，在排课表、电路布线、频率安排、调度安排以及计

算机存储等方面都有着广泛的应用．由于图着色问题是
ＮＰ难的问题［１］，不存在多项式时间的精确算法，因而，
应用启发式算法寻求其近似解成为现实的解决方案．

近几年来，受自然界进化理论的启发，仿生算法如

ＤＮＡ算法［２］、蚂蚁算法［３］、进化算法［４～１０］成为研究的热
点，并应用于求解图着色问题．高琳和许进［２］通过对图
的顶点和颜色进行恰当的编码，依据分子生物学的实验

方法，提出了图着色问题的 ＤＮＡ算法；廖飞雄和马良［３］

根据蚂蚁找寻食物的行为，提出了求解图着色问题的蚂

蚁算法，有效的避免了启发式搜索易陷入局部极小的缺

陷；Ｇａｌｉｎｉｅｒ和Ｈａｏ［４］提出了求解图着色问题的混合进化
算法，用禁忌算法提高杂交算子产生的后代个体，对大

规模的图着色问题取得了不俗的成果；在此基础上，

Ｃｅｌｉａ和Ａｄａｍ［５］提出了求解图着色问题的改进遗传算
法，在求解性能和时间上都有所提高；Ｍｕｍｆｏｒｄ［６］提出了

图着色问题的序编码和序杂交算子，结合模拟退火算

法，新的混合遗传算法缩短了找到问题近似解的时间．
进化算法是抽象于自然界生物体进化过程，通过全

面模拟自然选择和进化机制，形成的一种具有‘生成＋
检验’特征的仿生优化算法．它以编码空间代替问题的
参数空间，以适应度函数为评价依据，以种群为进化基

础，以对种群中染色体的进化操作实现选择和遗传机

制，建立起一个迭代过程．在进化过程中，染色体中重要
的基因被有效的利用，从而使新一代的种群优于上一代

的种群，群体中的染色体不断进化，逐渐逼近问题的最

优解，达到优化的目的．目前，进化算法已被成功的应用
于工程、计算机科学、图像处理等领域众多问题的求解，

并且取得了很好的效果．而编码方式作为进化算法流程
中的第一步，决定了进化算子的操作方式，对算法的效

果具有极为重要的影响．根据图着色问题对顶点划分的
本质特征，提出了图着色问题的有序划分编码方式，可

以有效的避免整数编码的冗余性，将ｋ种颜色的图着色
问题的搜索空间缩小了 ｋ！倍．同时，设计了简单的划
分杂交算子和减少违反量的贪婪局部搜索算子，新的
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混合进化算法有效的保留父代个体的特征，大大提高

了求解大规模图着色问题的速度．对５个大规模标准算
例的仿真结果表明新算法是求解图着色问题的一种有

效的算法．

２ 图着色问题

给定无环图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）（其中 Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝为
顶点集，Ｅ＝｛ｅ１，ｅ２，…，ｅｍ｝为边集），图着色问题就是
要用最少的颜色对图 Ｇ的顶点进行着色，满足相邻的
顶点（同一条边的两个端点称为相邻顶点）着不同颜色

的约束条件．
定义１ 设π＝｛Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｋ｝是集合 Ｖ中的子集

组成的集合，若满足

（１）（非空性）Ｖｉ≠ ，ｉ；

（２）（完整性）∪
ｋ

ｉ＝１
Ｖｉ＝Ｖ；

（３）（不交性）Ｖｉ∩Ｖｊ＝ （ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ）；
则称集合π是集合Ｖ的一个ｋ划分（Ｖｉ称为划分

块）．若划分块 Ｖｉ中的任意两顶点均不相邻，则划分块
Ｖｉ又称为独立集；若相邻的两个顶点 ｕ和ｖ同处于划
分块Ｖｉ中，则连接这两个顶点的边 ｅ＝（ｕ，ｖ）∈Ｅ称为
违反边，记为 ｑ（ｅ）＝１；否则 ｑ（ｅ）＝０．设划分块 Ｖｉ（ｉ＝
１，２，…，ｋ）中违反边的数量为 Ｑ（Ｖｉ），因此，ｋ划分π＝
｛Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｋ｝的违反量为

ｗ（π）＝∑
ｋ

ｉ＝１
Ｑ（Ｖｉ）＝∑

ｍ

ｊ＝１
ｑ（ｅｊ）

不难发现，ｋ划分π＝｛Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｋ｝的违反量为０
当且仅当各划分块 Ｖｉ的违反量均为 ０，即所有划分块
Ｖｉ（ｉ＝１，２，…，ｋ）均为独立集．
定义２ 图 Ｇ的一个ｋ正常着色，就是把图 Ｇ的

顶点集分成 ｋ个独立集的一个划分π＝｛Ｖ１，Ｖ２，…，
Ｖｋ｝．
定义３ 使图 Ｇ为ｋ正常着色的最小颜色数ｋ称

为图Ｇ的色数，记为χ（Ｇ）．
给定颜色集合 Ｃ＝｛ｃ１，ｃ２，…，ｃｋ｝，图着色问题就

是将图的顶点集 Ｖ分为ｋ个独立集的过程，即寻找违
反量为０的 ｋ划分π＝｛Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｋ｝的过程．若找到，
令 ｋ＝ｋ－１，直到找到图的χ（Ｇ）正常着色为止．

３ 有序划分编码

以７个顶点的图着色问题为例，考虑整数编码的如
下着色方案，

ａ１＝（１２１３３３３），ａ２＝（１３１２２２２），ａ３＝（２１２３３３３），
ａ４＝（２３２１１１１），ａ５＝（３１３２２２２），ａ６＝（３２３１１１１）
对于图着色问题来说，本质就是图的顶点集的划

分，而顶点所着的颜色本身没有任何意义，上述的６个

３着色方案均是将顶点集划分为 ３个划分块｛１，３｝，
｛２｝，｛４，５，６，７｝，只是对各划分块所着的颜色不同而已
（同一划分块中的顶点着相同的颜色）．因此，上述的 ６
个３着色方案对应于图着色问题的同一个有效解．一
般的，对图着色问题的任意一个 ｋ划分，整数表示法的
编码空间中都有 ｋ！个着色方案与之相对应，即整数编
码的冗余性．为了避免整数编码的这种冗余性，提出了
图着色问题的有序划分编码，编码后的个体与问题的

有效解是一一对应的关系．
为了编码的规范性，我们约定按照划分块的基数

（顶点数量）的降序排列，对基数相同的划分块，最小顶

点较小的划分块排列在前．如个体｛｛２，５，６｝，｛１，３｝，｛４，
８｝，｛７｝｝就是有序划分编码后的个体．划分块｛２，５，６｝基
数为３，排列在前，划分块｛１，３｝和｛４，８｝基数相同，划分
块｛１，３｝的最小顶点为 １，排列在划分块｛４，８｝之前，划
分块｛７｝基数为１，是最小的划分块，排在最后．

显然，有序划分编码后的个体与图着色问题的有

效解之间是一一对应的关系．与整数编码的搜索空间
相比，有序划分编码的搜索空间缩小了 ｋ！倍，有利于
减少算法的复杂度，节省时间，对大规模图着色问题求

解，具有重要的现实意义．

４ 进化算法

与传统的优化算法相比，进化算法的主要本质特

征在于群体的搜索策略和简单的进化算子．它随机的
产生一组初始解作为初始种群，在杂交算子和变异算

子的作用下，产生新的个体；以适应度函数作为评价依

据来衡量个体的好坏，通过选择算子产生下一代种群．
这样一代代的不断进化，最后收敛到最好的个体，即问

题的最优解或次优解．
４１ 初始种群的产生

一般的，初始种群通常是随机产生的．为了保证种
群的多样性和种群中个体的质量，采用随机贪婪算法

产生初始解，具体过程如下：

（１）令划分块 Ｖｉ＝ （ｉ＝１，２，…，ｋ）；
（２）随机的产生 ｎ个顶点的一个排列ｐ＝（ｐ１，ｐ２，

…，ｐｎ），依次安排顶点 ｐｊ至与其相邻的顶点最少的划
分块中；

（３）将划分｛Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｋ｝有序化，得到有序划分
编码的个体π．

重复上述步骤，得到的 Ｎ个个体π１，π２，…，πＮ作
为初始种群（其中 Ｎ为种群规模）．
４２ 评价函数

为了执行适者生存的原则，进化算法需要对个体

的适应值进行评价，据此来决定个体在下一代的生存

能力．对极小化问题来说，个体的适应值越小，该个体
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就具有越强的生存能力．针对图着色问题就是要将图
的顶点集 Ｖ分为ｋ个独立集，ｋ动态减小的这一特征，
定义了图着色问题的动态适应值函数：

ｆ（π）＝ｗ（π）＋ ｋ－ｌ·ｍ
其中，个体π为顶点集的ｌ划分，ｗ（π）为个体π的违反
量，ｍ为图的边数，（ｋ＋１）为已找到的正常着色所用颜
色数的最小值．由于算法致力于寻找图的 ｋ正常着色，
因此，所有 ｋ划分的个体构成了当前的可行解集，参数
ｋ－ｌ·ｍ保证了可行解永远优于不可行解，即 ｋ划
分个体的适应值总是小于非ｋ划分个体的适应值，在
进化过程种，具有更强的生存能力．

每当找到违反量为０的 ｋ划分，令 ｋ＝ｋ－１，该适
应度函数均会随之变化，算法就致力于寻找图的新的

ｋ正常着色．对可行的个体（ｋ划分），适应值函数等于
违反量，因此，对可行的个体，违反量较小的个体，适应

值更小；对种群中的不可行（非 ｋ划分）的个体，其适应
值永远大于 ｋ划分个体的适应值，在进化过程中，逐渐
被淘汰，以达到寻找图图的 ｋ正常着色的目的．由此可
见，该动态适应度函数可以贴切的描述图着色问题，是

一个非常有效的适应度函数．
４３ 划分杂交算子

有效的杂交算子应根据问题的特征保留父辈个体

中好的基因，同时，可以引入新的信息，以维持种群的

多样性，避免陷入随机搜索．图着色问题的本质是顶点
集的划分，提出了划分杂交算子，既保留父母个体的部

分划分块信息，同时，又改变某些顶点隶属的划分块．
对参加杂交的两个父母个体π１＝（Ｖ１１，Ｖ１２，…，Ｖｋｋ）

和π２＝（Ｖ２１，Ｖ２２，…，Ｖ２ｋ），划分杂交算子具体的过程如
下：

（１）令 Ｖｉ＝ （ｉ＝１，２，…，ｋ），ｊ＝１；
（２）随机产生（０，１）之间的随机数 ｒ，若 ｒ＜０５，令

Ｖｊ＝Ｖ１ｊ；否则，Ｖｊ＝Ｖ２ｊ；
（３）将 Ｖｊ中的顶点从父母个体中删除，令 ｊ＝ｊ＋１．

若 ｊ≤ｋ，转（２）；否则，将 Ｖ－｛Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｋ｝的顶点随
机插入划分块 Ｖｉ（ｉ＝１，２，…，ｋ）中．

显然，该划分杂交算子可以有效的保留父辈个体

中的部分划分块，而基于有效划分的编码方式，使得较

大的划分块优先得到保留，同时，Ｖ－｛Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｋ｝中
顶点的随机插入，又可以引入新的个体，有利于保持种

群的多样性．
４４ 贪婪局部搜索

为了加快算法的收敛速度，结合了一个新的贪婪

局部搜索算子来改进杂交产生的后代个体．图着色问
题就是寻找违反量为０的划分．因此，贪婪局部搜索的
思想是：随机选取违反边的一个顶点 ｖ，将其安排到与

ｖ相邻的顶点最少的划分块中．设π＝｛Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｋ｝
是杂交产生的后代个体，贪婪局部搜索的伪码过程如

下：

Ｌｓ＝１
Ｗｈｉｌｅｎｏｔｍｅｔｔｈｅｓｔｏｐｃｒｉｔｅｒｉａ（Ｌｓ＜Ｌ）
Ｓｅｌｅｃｔａｎｏｄｅｖ∈Ｖｉｏｆｃｏｎｆｌｉｃｔｅｄｇｅｒａｎｄｏｍｌｙ
ＣｈｏｏｓｅｔｈｅｐａｒｔｉｔｉｏｎｂｌｏｃｋＶｊ（ｊ≠ｉ）ｗｉｔｈｔｈｅｌｅａｓｔｎｕｍｂｅｒｏｆｎｏｄｅｓ
ａｄｊａｃｅｎｔｔｏｖ
ＲｅｍｏｖｅｖｔｏｔｈｅｐａｒｔｉｔｉｏｎｂｌｏｃｋＶｊ，ａｎｄ

ｏｂｔａｉｎａｎｅｗｉｎｄｉｖｉｄｕａｌπ′

Ｉｆｆ（π′）≤ｆ（π），Ｌｅｔπ＝π′．
Ｅｎｄ

该局部搜索算子将违反边的端点 ｖ移动到与其邻
接的顶点数最小的划分块中，贪婪的减少个体的违反

量．其中 Ｌ为局部搜索的步长，与求解的问题密切相
关．对于大规模的图着色问题，Ｌ的取值较大．
４５ 变异算子

变异算子一般是对个体的一个小小的扰动，旨在

增加种群的多样性，帮助算法跳出局部最优解．对参加
变异的个体，随机的改变一个顶点隶属的划分块，得到

的新的个体作为变异算子产生的后代个体．该变异算
子简单，易执行．
４６ 基于有序划分编码的混合进化算法（ＰＥＡ，Ｅｖｏ

ｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎｏｒｄｅｒｅｄｐａｒｔｉｔｉｏｎｅｎ
ｃｏｄｉｎｇ）
（１）（初始化）：确定参数．种群规模 Ｎ，杂交概率、

变异概率分别为 ｐｃ、ｐｍ，随机贪婪算法产生 Ｎ个个体作
为初始种群，记为 Ｐ（０），令进化代数 ｔ＝０；

（２）（杂交）：以杂交概率 ｐｃ在Ｐ（ｔ）中选择参加杂
交的个体，并两两配对，用杂交算子产生后代．杂交产
生的后代集合记为 Ｏ１；

（３）（局部搜索）：对杂交产生的每个后代个体进行
局部搜索，得到新的后代的集合记为 Ｏ２；

（４）（变异）：以变异概率 ｐｍ在Ｏ２中选择参加变异
的个体，用变异算子产生变异后代．变异后代的集合记
为 Ｏ３；

（５）（选择）：在 Ｐ（ｔ）∪Ｏ１∪Ｏ２∪Ｏ３中选择最好的
Ｎ个个体作为下一代种群Ｐ（ｔ＋１），令 ｔ＝ｔ＋１；
（６）（终止）：若终止条件成立，则停；否则，令 ｔ＝ｔ

＋１，转（２）．

５ 数值结果

为了验证算法的有效性，从图着色国际标准数据

库（ｈｔｔｐ：／／ｍａｔ．ｇｓｉａ．ｃｍｕ．ｅｄｕ／ＣＯＬＯＲ／／ｉｎｓｔａｎｃｅｓ．ｈｔｍｌ）中
选取了５个经典大规模图着色问题进行仿真实验．
５１ 标准算例

（１）ＤＳＪＣ２５０．５（．５表示边的稠密度），目前求得的
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最好解为２８（２８正常着色）；
（２）ＤＳＪＣ５００．５，目前求得的最好解为４８；
（３）ＤＳＪＣ１０００．５，目前求得的最好解为８３；
（４）Ｌｅ４５０－１５ｃ，图的色数为１５（最优解）；
（５）Ｌｅ４５０－２５ｃ，图的色数为２５（最优解）．
上述５个算例是验证图着色算法中通用的问题，便

于与其他算法进行比较．
５２ 参数对照

为了对比的公平性，各算法的参数如下：

（１）种群规模：ＰＥＡ算法，种群规模 Ｎ＝１０；
ＧＰＢ算法，种群规模Ｎ＝１００（ｎ≤５００），

Ｎ＝５００（ｎ＝１０００）；
ＧＳＡ１算法和ＧＳＡ２算法，种群规模 Ｎ＝３００；
（２）终止条件：采用最大进化代数为 Ｔｍａｘ．
ＰＥＡ算法，Ｔｍａｘ＝５０；
ＧＳＡ１算法和ＧＳＡ２算法，最大进化代数 Ｔｍａｘ＝５００；
ＧＰＢ算法的终止条件未知．

５３ 数值结果

对５个标准算例，各运行１０次，记录了ＰＥＡ算法求
得的正常着色所用颜色的最小值和运行时间，并将结

果与文献［５］中的ＧＰＢ算法，文献［６］中的 ＭｕｔａｔｉｏｎＧＳＡ
（简记为ＧＳＡ１）算法，ＯｒｄｅｒＢａｓｅｄＧＳＡ（简记为 ＧＳＡ２）算
法，ＩｔｅｒａｔｅｄＧｒｅｅｄｙ（简记为 ＩＧ）算法和 ＤＳａｔ算法结果进
行比较．表１记录了各算法求得的正常着色所用颜色的
最小值．

表１ 各算法对５个算例的结果对照

算例 ＤＳａｔ ＧＳＡ１ ＩＧ ＧＳＡ２ ＧＰＢ ＰＥＡ

ＤＳＪＣ２５０．５ ３７ ３１ ２９ ２９ ２８ ２８
ＤＳＪＣ５００．５ ６５ ５５ ５２ ５０ ４８ ４８
ＤＳＪＣ１０００．５ １１５ １００ ９５ ８６ ８３ ８３
Ｌｅ４５０－１５ｃ ２３ ２５ ２３ １５ １５ １５
Ｌｅ４５０－２５ｃ ２９ ３０ ２９ ２９ ２６ ２６

由表１可以看出，除ｌｅ４５０－２５ｃ外，ＰＥＡ算法和 ＧＰＢ
算法均能找到 ５个算例已知的最好解（对问题 ｌｅ４５０－
１５ｃ找到了最优解）．从总体来看，ＰＥＡ算法和 ＧＰＢ算法
的求解性能最好，其次是 ＧＳＡ２算法、ＩＧ算法、ＧＳＡ１算
法，求解性能最差的是 ＤＳａｔ算法．值得注意的是，除问
题 ｌｅ４５０－２５ｃ外，ＰＥＡ算法和ＧＰＢ算法均能找到问题已
知的最好解或最优解；对问题 ｌｅ４５０－２５ｃ，上述的两种算
法求得的最好结果与最优解也只是相差１，是求解性能
比较稳定的算法．

表２对算法 ＧＳＡ２，ＧＰＢ和 ＰＥＡ的运行时间进行了
对照（其余算法时间未知）．由表２可以看出，ＰＥＡ算法
对各问题的运行时间最短，其次是 ＧＳＡ２算法，ＧＰＢ算
法所用的时间最长．与 ＧＳＡ２算法相比，ＰＥＡ算法的求
解时间至少缩短了１０倍；除 ｌｅ４５０－１５ｃ外，ＰＥＡ算法所

用的时间比 ＧＰＢ算法的所需时间至少缩短了 １５８倍．
由此可见，ＰＥＡ算法具有快速收敛的优点．

表２ 各算法的运行时间表

算例 ｎ ｍ ＧＳＡ２（ｓｅ） ＧＰＢ ＰＥＡ（ｓｅ）

ＤＳＪＣ２５０．５ ２５０ １５６６８ １６１８ ９ｍｉｎ ８
ＤＳＪＣ５００．５ ５００ ６２６２４ ６４７３ １１ｈｒ ２３９
ＤＳＪＣ１０００．５ １０００ １５４９４０ ２５７７７ ４９．９ｈｒ ６８４
Ｌｅ４５０－１５ｃ ４５０ １６６８０ ４００７ ５５ｓｅ ２６５
Ｌｅ４５０－２５ｃ ４５０ １７３４３ ４５６３ １９ｈｒ ４３１

注：ｎ为图的顶点数，ｍ为边数

从表１和表２可以看
出，ＰＥＡ算法和 ＧＰＢ算法
的求解性能优于其余４种
算法，但是，在求解性能

相当的情况下，ＧＰＢ算法
所用的时间远远超过 ＰＥＡ
算法所用的时间．图 １为
ＰＥＡ算法种群中最好个体
的违反量随进化代数的

变化曲线图，说明了ＰＥＡ算法快速收敛的特点．
５４ ＰＥＡ算法在新旧框架下的结果对照

进化算法求解图着色问题的旧框架：以往的遗传

算法在求解图着色问题时，对给定的 ｋ０种颜色（令 ｋ＝
ｋ０），产生初始种群，在遗传算子作用下，求解正常 ｋ点
着色方案；若找到正常 ｋ着色方案，令 ｋ＝ｋ－１，重新
产生初始种群，求解正常 ｋ着色，直至找到问题的正常

χ（Ｇ）着色方案为止．显然，多次产生初始种群，损失
了当前种群中已有的有效信息，浪费了计算时间．ＰＥＡ
算法得到问题的正常 ｋ着色方案后，划分杂交算子可
以保留种群中的有效信息，快速找到正常（ｋ－１）着色
方案，大大节省了求解的时间，与动态的适应度函数协

同作用，避免了重复产生初始种群，不失为进化算法求

解图着色问题提供了一种新的框架．图 ２给出了 ＰＥＡ
算法在求解图着色问题标准算例 Ｍｙｃｉｅ１６在旧框架下
（记为 ＰＥＡｏｌｄ）运行过程中适应度函数的变化曲线．

从图２（ａ）中可以看出，相较于 ＰＥＡｏｌｄ中（图 ２
（ｂ）），ＰＥＡ对ＭＹＣＩＥ１６的搜索曲线平缓了许多，而 ＰＥＡ
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重复产生初始种群，导致了违反约束的边的数目达到

了６０之多．由此可见，每得到颜色数更小的着色方案，
重新产生初始种群，造成了巨大的时间浪费，损失了有

效的遗传信息，新算法的提出有效的提高了进化算法

求解图着色问题的潜力．

６ 结论

针对图着色问题对顶点集划分的本质特征，设计

了符合图着色问题的编码方式和进化算子，提出了求

解图着色问题的一种有效的进化算法．无论在算法求
解性能或是时间上，与以往的算法相比，都有所改进．
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