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摘 要： 提出一种基于修正的最小生成树及其邻接谱的特征匹配算法．该算法利用两幅图像的特征点分别构造
最小生成树，并对最小生成树进行修正，然后对修正的最小生成树的赋权邻接矩阵进行 ＳＶＤ分解，获得点的特征表
示，进而利用特征值及特征向量来构造匹配矩阵，实现特征匹配．该算法的优点在于采用图的最小生成树（而不是整个
图），可以减少多余信息的干扰，提高匹配精度，实验结果表明，该算法具有较高的匹配精度．
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１ 引言

点模式匹配是计算机视觉和模式识别领域中的一

个重要问题，其主要任务是将满足一定几何变换关系的

同一场景的两幅图像中的特征点匹配成对，从而识别和

定位物体，适用于解决基于光学传感器应用中的许多问

题，如零件识别、运动检测、飞行器导航和姿态测定等．
近年来在计算机视觉和模式识别领域，如图像匹

配、聚类和分割等，谱图理论得到了越来越多的应

用［１～９］．Ｕｍｅｙａｍａ［７］提出了一种 ＳＶＤ分解方法，以寻找
两个图的邻接矩阵之间的最小平方置换矩阵．这种分解

方法适用于精确的图匹配，它可在具有相同点和边结构

的两幅图中，寻找点之间的对应关系．借助结构化学的
思想，Ｓｃｏｔｔ和ＬｏｎｇｕｅＨｉｇｇｉｎｓ［５］首次将谱方法应用于图像
匹配，即通过构造图像之间点的亲近矩阵，并对此矩阵

进行ＳＶＤ分解来获得对应关系．该方法可以处理不同
大小的点集，但对较大角度的旋转效果不好．为了克服
Ｓｃｏｔｔ和 ＬｏｎｇｕｅＨｉｇｇｉｎｓ方法的不足，Ｓｈａｐｉｒｏ和 Ｂｒａｎｄｙ［６］

采用了图像内部点的亲近矩阵来进行匹配．Ｃａｒｃａｓｓｏｎｉ［１］

将图谱分析方法和ＥＭ算法结合起来，通过点的亲近矩
阵来获得点匹配的概率．为了获得更精确的结果，Ｃａｒ
ｃａｓｓｏｎｉ［２］还采用了一种分层方法来解决匹配问题，即在
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高层次上，通过模式分析得到点聚类中心的对应，在低

层次上，用聚类中心对应来约束个体点的对应．Ｍｙｅｒｓ［３］

提出了贝叶斯框架下的基于多模式的遗传算法，用来

解决图像中不确定特征点集的匹配问题．孙冬梅等［１０］

利用薄板样条 函数并结合模拟退火法来实现非刚体的

匹配，但算法需要指数级的时间．
Ｓｈａｐｉｒｏ和Ｂｒａｎｄｙ的方法实际上是对赋权图的邻接

矩阵进行处理，即对每个点的权赋以１，而对每条边的
权则赋以该边所连两点之间距离的高斯函数值，然后

通过赋权邻接矩阵的谱及其特征向量来得到特征点之

间的对应关系．可以发现这些工作的主要思路是：（１）
构造赋权完全图；（２）获取赋权完全图的谱信息以刻画
特征信息．

由于赋权完全图强调任意两个顶点之间都有权，

信息丰富，但太多的信息往往会增加问题处理的复杂

性，所以我们思考：从赋权完全图中找出其最小生成

树，是否可行？另一方面，考虑到邻接矩阵可以包含图

的全图信息，我们对最小生成树应用其邻接矩阵，是否

可行？根据上述思考，我们首先从赋权完全图中找出

其最小生成树，并对最小生成树进行了修正，然后构造

赋权邻接矩阵，对其进行 ＳＶＤ分解，获得点的特征表
示，进而利用特征值及特征向量来构造匹配矩阵，实现

特征匹配．实验结果表明该算法对平移、旋转、缩放、仿
射、射影５种变换都有较好的匹配结果，而且对于真实
图像序列也能够获得较高的匹配精度．这说明本文算
法是有效的．

２ 基本概念

设 Ｇ是一个含有ｎ个顶点的图，ｖ是Ｇ的一个顶
点．与 ｖ关联的边的数目称为ｖ的度，

一个不含圈的连通图称为树，图中度为１的顶点称
为悬挂点，与悬挂点所邻接的顶点称为拟悬挂点．

定义１［８］ 设 Ｇ是一个含有ｎ个顶点的连通图，Ｇ
的一个含有 ｎ个顶点、ｎ－１条边的连通子图称为 Ｇ的
生成树．

定义２［８］ 若 Ｇ是一个边赋权图，在 Ｇ的所有生
成树中，边权和最小的称为 Ｇ的最小生成树．

最小生成树问题可以用不同的算法解决，其中最

经典的算法有 Ｋｒｕｓｋａｌ算法和 Ｐｒｉｍ算法［８］，本文采用
Ｐｒｉｍ算法．

设 Ｇ是一个含有ｎ个顶点的图，ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ是Ｇ
的ｎ个顶点．图 Ｇ的赋权邻接矩阵Ａ（Ｇ）定义为：

Ａ（Ｇ）＝［ａｉｊ］＝
‖ｖｉ－ｖｊ‖，ｖｉ与ｖｊ邻接
０， ｖｉ与ｖｊ

{
不邻接

（１）

其中，‖ｖｉ－ｖｊ‖表示 ｖｉ与ｖｊ之间的欧氏距离．

Ａ（Ｇ）的特征值全体称为图 Ｇ邻接谱．我们这里所
提到的邻接谱不仅仅局限于特征值，还包含了对应于

特征值的特征向量．

３ 基于最小生成树及其邻接谱的特征匹配算法

设 Ｉ、Ｊ是两个相关的点集，均含有 ｍ个顶点，记 Ｉ
中的顶点为ｖｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）．

对 Ｉ、Ｊ中的ｍ个顶点构造完全图，并对完全图中
的每条边赋权，权值为边所连接的两个顶点之间的欧

氏距离．在每幅完全图中寻找最小生成树，并按照（１）
对最小生成树构造邻接矩阵 Ａ（Ｉ）和 Ａ（Ｊ）．

对 Ａ（Ｉ）与 Ａ（Ｊ）进行奇异值分解（ＳＶＤ），即将 Ａ（Ｉ）
与 Ａ（Ｊ）分别表示成乘积的形式：

Ａ（Ｉ）＝ＵΔ（Ｉ）ＵＴ （２）
Ａ（Ｊ）＝ＶΔ（Ｊ）ＶＴ （３）

其中Δ（Ｉ）＝ｄｉａｇ｛｜λ１｜，｜λ２｜，…，｜λｍ｜｝，λｉ（ｉ＝１，２，…，
ｍ）为 Ａ（Ｉ）的特征值，Ｕ＝（Ｕ１，Ｕ２，…，Ｕｍ），Ｕｉ为Δ（Ｉ）
的对应于特征值λｉ的特征向量；Δ（Ｊ）＝ｄｉａｇ｛｜δ１｜，｜δ２｜，
…，｜δｍ｜｝，Ｓｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）为 Ａ（Ｊ）的特征值，Ｖ＝（Ｖ１，
Ｖ２，…，Ｖｍ），Ｖｉ为Δ（Ｊ）的对应于特征值δｉ的特征向量．
对 Ｕ和Ｖ进行处理，首先把 Ｕ（或 Ｖ）的第 ｉ行向

量视为点集Ｉ（或 Ｊ）的第 ｉ个点的特征；其次对 Ｕ和Ｖ
进行符号校正，使得 Ｕ和Ｖ相对应的分量符号尽可能
的一致，方法是寻找一个符号矩阵 Ｓ，以及一个置换矩
阵 Ｐ，使得‖Ｕ－ＰＶＳ‖达到其最小值．最后，考虑

‖Ｕ（ｉ）－Ｖ（ｊ）‖２＝（Ｕ（ｉ）－Ｖ（ｊ））（Ｕ（ｉ）－Ｖ（ｊ））Ｔ

＝２［１－Ｕ（ｉ）（Ｖ（ｊ））Ｔ］ （４）
其中 Ｕ（ｉ）代表 Ｕ的第ｉ个行向量，Ｖ（ｊ）代表 Ｖ的第ｊ个
行向量．Ｕ（ｉ）与 Ｖ（ｊ）间距离小等价于 Ｕ（ｉ）（Ｖ（ｊ））Ｔ值大，
这意味着点集 Ｉ的第ｉ个点非常可能与点集Ｊ的第ｊ个
点匹配．因此我们只需按下述方法构造匹配矩阵 Ｍ：

Ｍ＝Ｕ（ＶＳ）Ｔ＝［Ｕ（ｉ）（Ｖ′（ｊ））Ｔ］＝［Ｍｉｊ］ （５）
其中 Ｖ′（ｊ）是 ＶＳ（Ｖ的符号校正矩阵）的第 ｊ行．若 Ｍｉｊ是
其所在的行与列的最大元，则我们认为点集 Ｉ的第ｉ个
点与点集Ｊ的第ｊ个点匹配．

４ 最小生成树的修正

在验证最小生成树匹配算法时，我们发现：若存在

多于两个悬挂点连接在同一拟悬挂点上，则该算法不

能够很好地处理这些悬挂点之间的对应关系．主要原
因是这些悬挂点在邻接矩阵中对应的列或行是成比例

的，这就降低了矩阵的秩，导致在 ＳＶＤ分解过程中出现
多个０特征值，对匹配结果产生不利的影响．为了提高
算法的匹配精度，我们对最小生成树进行了修正．在寻
找到两个最小生成树后，对赋权邻接矩阵 Ａ（Ｉ）与 Ａ（Ｊ）
分别寻找其中只含有一个非零元的行，并比较这些行
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中非零元所在的列，若矩阵中有 ｔ（ｔ≥２）个非零元在同
一列，那么就称这 ｔ个非零元所在的行对应的顶点为不
稳定点．设‖（ｕ，ｖ）‖表示边（ｕ，ｖ）的长度（即权值），易
知这里所定义的不稳定点只能是悬挂点．设悬挂点 ｖ１，
ｖ２，ｖ３，…，ｖｔ连接到同一个拟悬挂点ｖ０，且假设

‖（ｖ０，ｖ１）‖≥‖（ｖ０，ｖ２）‖≥‖（ｖ０，ｖ３）‖≥…≥‖（ｖ０，ｖｔ）‖
（６）

在树中删除边（ｖ０，ｖ２），（ｖ０，ｖ３），…，（ｖ０，ｖｔ），并在相应
的树中增加边（ｖ１，ｖ２），（ｖ２，ｖ３），…，（ｖｔ－１，ｖｔ），则在保证
所得到的图是树的前提下，我们消除了这些不稳定点．

如图１所示，每个树均有３个不稳定点，用 ＩＩ、ＩＩＩ、
ＩＶ来表示，拟悬挂点用 Ｉ来表示，且边‖（Ｉ，ＩＩＩ）‖＞‖
（Ｉ，ＩＶ）‖＞‖（Ｉ，ＩＩ）‖，因此删除边（Ｉ，ＩＶ）、（Ｉ，ＩＩ），增
加边（ＩＩＩ，ＩＶ）和（ＩＶ，ＩＩ），用这种方法，我们就消除了不
稳定点．在图１中点 ＩＩＩ与ＩＶ错配，但在图２中，它们得
到了正确的匹配．

根据以上分析，本文具体算法如下：

（１）对点集 Ｉ、Ｊ分别构造赋权完全图；
（２）在每个完全图中寻找最小生成树；
（３）对最小生成树进行修正，并构造赋权邻接矩阵

Ａ（Ｉ）与 Ａ（Ｊ）；
（４）对赋权邻接矩阵 Ａ（Ｉ）与 Ａ（Ｊ）进行 ＳＶＤ分解；
（５）对 Ｖ的列进行符号校正；
（６）构造匹配矩阵 Ｍ；
（７）在匹配矩阵 Ｍ中寻找Ｍｉｊ，若 Ｍｉｊ是其所在的行

与列的最大元，则点集 Ｉ的第ｉ个点与点集Ｊ的第ｊ个
点是一对匹配点．

注：若点集 Ｉ，Ｊ的点数不相等，则不妨设点集 Ｉ的
点数为ｍ，点集 Ｊ的点数为ｎ，且 ｍ＜ｎ．此时仅保留 Ａ
（Ｊ）的前 ｍ－１个特征向量以及最后１个特征向量，删
除第 ｍ－１个特征向量后的 ｎ－ｍ个特征向量，以达到
阶数一致．

５ 实验及分析

５１ 模拟图像实验

我们构造一个由 ２１个特征点构成的字母“Ｒ”，并

用本文算法对字母“Ｒ”进行匹配实验，分别验证了本文
算法对平移、旋转、缩放、仿射、射影５种变换的匹配结
果，如图３所示．从实验结果看出，本文算法可以很好地
处理这５种变换的匹配问题．

５２ 算法性能分析

将基于最小生成树及其邻接谱的特征匹配算法记

为ＭＳＴＡ算法、基于修正的最小生成树及其邻接谱的特
征匹配算法记为 ＡＭＳＴＡ算法、Ｓｈａｐｉｒｏ与 Ｂｒａｄｙ的算法
简记为 Ｓｈａｐｉｒｏ算法．
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我们研究了这三种算法对点抖动（坐标进行微小

的移动）的匹配结果．选取１００个随机点，并对这些点进
行抖动，经过多次实验，取其正确匹配点数的平均值进

行比较．图４的纵坐标为正确的匹配点数，横坐标为抖
动幅度（以平均距离的百分比表示），三条曲线分别对

应于ＡＭＳＴＡ算法、ＭＳＴＡ算法和 Ｓｈａｐｉｒｏ算法匹配结果．
实验表明，三种算法在抖动幅度变大时，准确率均有下

降，但ＡＭＳＴＡ算法与 ＭＳＴＡ算法的匹配结果都明显好
于 Ｓｈａｐｉｒｏ算法．当抖动幅度在 ２０％以内时，ＡＭＳＴＡ算
法与ＭＳＴＡ算法的精度可达到 ９０％以上，而 Ｓｈａｐｉｒｏ算
法在抖动幅度达到２０％时只有７０％．这是因为当抖动
幅度变大时，对于完全图来说，包含的信息多，其中许

多信息在变化后会成为负面信息（具有 ｎ个顶点的完
全图包含ｎ（ｎ－１）条边，在变化以后，很多边的长度发
生了改变，且改变的值会不一致），从而影响匹配结果，

而最小生成树含有的边少（具有 ｎ个顶点的树只包含ｎ
－１条边），受抖动幅度的影响相对来说就要小，匹配结
果就会好一些．ＡＭＳＴＡ算法的匹配结果一直比ＭＳＴＡ算
法好，这说明对最小生成树进行的修正是有效的．

５３ 真实图像实验

我们还通过大量的真实图像实验来验证本文算

法，实验图像来自于 ＣＭＵ／ＶＡＳＣ图像数据库的图像序
列，选取了６桢，分别是第１桢、第１０桢、第２０桢、第２５
桢、第３０桢、第３９桢，以第３０桢作为基准图像，其它图
像与其匹配，对每幅图像提取 ３０个特征点．图 ５中的
（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）、（ｅ）分别是匹配结果，其中左边是
ＡＭＳＴＡ算法的匹配结果，中间是 ＭＳＴＡ算法的匹配结
果，右边是 Ｓｈａｐｉｒｏ算法的匹配结果．
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上述实验的匹配对象是刚体，下面我们选择非刚

体对象进行实验，并将 ＡＭＳＴＡ算法、ＭＳＴＡ算法与
Ｓｈａｐｉｒｏ算法的匹配结果进行比较．实验中，我们选择 ５
对图像，１０个特征点，图６中的（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）、（ｅ）
分别为匹配结果，其中左边是ＡＭＳＴＡ算法的匹配结果，

中间是 ＭＳＴＡ算法的匹配结果，右边是 Ｓｈａｐｉｒｏ算法的
匹配结果．表２是实验结果统计，可以看出当匹配对象
相对形变较大时，ＡＭＳＴＡ算法与ＭＳＴＡ算法的匹配准确
率均有所下降，但好于Ｓｈａｐｉｒｏ算法．

表１ ＡＭＳＴＡ算法、ＭＳＴＡ算法与Ｓｈａｐｉｒｏ算法实验结果对比

实验图像 ３０－１ ３０－１０ ３０－２０ ３０－２５ ３０－３９

正确匹配点数

（ＡＭＳＴＡ算法）
３０ ３０ ３０ ３０ ３０

正确匹配点数

（ＭＳＴＡ算法）
２８ ２８ ３０ ２８ ３０

正确匹配点数

（Ｓｈａｐｉｒｏ算法）
２０ ２６ ２７ ２８ ２４

表２ ＡＭＳＴＡ算法、ＭＳＴＡ算法与Ｓｈａｐｉｒｏ算法实验结果对比

实验图像 ａ ｂ ｃ ｄ ｅ

正确匹配点数

（ＡＭＳＴＡ算法）
１０ ８ １０ １０ ６

正确匹配点数

（ＭＳＴＡ算法）
１０ ６ １０ １０ ５

正确匹配点数

（Ｓｈａｐｉｒｏ算法）
８ ２ ３ ６ ５

６ 结论

本文基于最小生成树及其邻接谱，并对最小生成

树进行了修正，提出一种特征匹配算法，模拟图像和真

实图像实验均验证了本文算法具有较高的匹配精度，

但在处理非刚体对象的特征匹配时，尤其是当匹配对

象形变较大时，还存在着一定的误差，这是我们今后需

要进一步探究和改进的．
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