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摘 要： 为了解决一般的 Ｌ１投影问题，提出交替分裂 ＢｒｅｇｍａｎＬ１投影算法，并给出了算法的收敛性分析和证
明．该算法适用于宽泛的 Ｌ１投影的线性逆问题，以全变差投影为例，该算法比目前所提出的对偶投影算法收敛速度
更快，图像恢复的质量更高．通过图像去噪、去模糊和修补的实验结果表明，相比于目前的对偶投影算法，不论是信噪
比还是视觉效果，该算法的结果更优．
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１ 引言

ＲＯＦ模型［１］能较好的去除噪声并保持图像的边缘．
该模型用全变差作为正则项，解一个凸优化问题

ｍｉｎ
ｆ∈ＢＶ（Ω）

｜ｆ｜ＴＶ＋λ２ ｆ－ｆ

 

０
２ （１）

这里 ｆ０为原始图像，｜ｆ｜ＴＶ是ｆ的ＢＶ半范，参数λ须匹
配于噪声水平．自 ＲＯＦ模型提出后有大量的工作都围
绕着这一模型展开［２～５］．在算法方面，该模型有许多的
算法例如Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ［６］的投影算法．在模型方面，式（１）中
全变差正则项和数值保真项均作为优化问题的目标函

数给出，其本质是便于求解如下的约束优化问题

ｍｉｎ
ｆ∈ＢＶ（Ω）

｜ｆ｜ＴＶ ｓ．ｔ． ｆ－ｆ

 

０
２≤δ

最近，文献［７］的作者发现优化问题
ｍｉｎ
｜ｆ｜ＴＶ≤τ

ｆ－ｆ

 

０
２ （２）

在某些情形下比 ＲＯＦ模型更具有优势，除了能够解决
更具挑战性的逆问题，还可以用于纹理合成．在文献［７］
中，作者提出了一个对偶的投影算法，其本质是在对偶

向量域求解一个一阶非光滑优化问题．

目前，由于压缩感知（“ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ”［８］）的出
现，Ｌ１正则化的优化问题吸引了众多学者的注意．Ｔｏｍ
Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ和 ＳｔａｎｌｅｙＯｓｈｅｒ在文献［９］中提出了 Ｌ１正则化
的分裂Ｂｒｅｇｍａｎ方法．尽管原文没有给出算法的收敛性
证明，但在实际应用中，由于该算法收敛速度快、重构效

果好，已成为学者们所关注的热点．
本文讨论一般的 Ｌ１投影优化问题：

ｍｉｎ
｜Ｌｆ｜１≤τ

Ａｆ－ｆ

 

０
２ （３）

其中 Ａ与Ｌ为两个线性算子，τ为投影球的半径．利用
分裂 Ｂｒｅｇｍａｎ方法的思想，本文给出了 Ｌ１投影分裂
Ｂｒｅｇｍａｎ算法，并且基于 ＤｏｕｇｌａｓＲａｃｈｆｏｒｄＳｐｌｉｔｔｉｎｇ算
法［１０］，给出了新算法的收敛性分析和证明．

２ Ｌ１投影问题的分裂Ｂｒｅｇｍａｎ算法

一幅 Ｎ＝ｎ×ｎ的图像可以用ＲＮ的向量表示，在此
情形下，问题（３）可以写为：

ｍｉｎ
ｆ∈Ｒ

Ｎ
，｜Ｌｆ｜１≤τ

Ａｆ－ｆ

 

０
２ （４）

引入一个新的变量 ｄ＝Ｌｆ，问题（４）等价于约束优化问
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题：

ｍｉｎ
ｆ∈Ｒ

Ｎ
，｜ｄ｜１≤τ

Ａｆ－ｆ

 

０
２ ｓ．ｔ． ｄ＝Ｌｆ （５）

增加 Ｌ２惩罚项得到

ｍｉｎ
ｆ∈Ｒ

Ｎ
，｜ｄ｜１≤τ

１
２ Ａｆ－ｆ

 

０
２＋λ２ ｄ－

 

Ｌｆ２

这是式（５）的近似．为了满足约束条件，λ必须取很大，
但这又会产生计算稳定性问题．为此定义凸泛函

Ｅ（ｆ，ｄ）＝χ｛｜ｄ｜１≤τ｝＋
１
２ Ａｆ－ｆ

 

０
２

其中χ｛｜ｄ｜１≤τ｝是 Ｃ＝｛ｄ ｜ｄ｜１≤τ｝的指示函数，即

χ｛｜·｜１≤τ｝＝
０， 如果 ｜ｄ｜１≤τ
＋∞{
， 否则

定义凸泛函 Ｅ（ｆ，ｄ）的Ｂｒｅｇｍａｎ距离

ＤＰ
ｋ

Ｅ（ｆ，ｄ，ｆｋ，ｄｋ）＝Ｅ（ｆ，ｄ）－〈Ｐｋｆ，ｆ－ｆｋ〉＋〈Ｐｋｄ，ｄ－ｄｋ〉
这里 Ｐｆ和Ｐｄ是Ｅ（ｆ，ｄ）分别关于 ｆ和ｄ的次梯度．考虑
下面变分序列的优化问题：

ｆ（ｋ＋１），ｄ（ｋ＋１( )） ＝ｍｉｎ
ｆ，ｄ
Ｅ（ｆ，ｄ）

－〈Ｐｆｋ，ｆ－ｆｋ〉＋〈Ｐｄｋ，ｄ－ｄｋ〉＋λ２‖ｄ－Ｌｆ‖
２

如果记 ｖｋｆ＝
Ｐｋｆ
λ
，ｖｋｄ＝

Ｐｋｄ
λ
和ｖ０ｆ＝ｖ０ｄ＝０，经过简化并舍掉

常数项，上式可以写为

ｆ（ｋ＋１），ｄ（ｋ＋１( )） ＝ｍｉｎ
ｆ，｜ｄ｜１≤τ

１
２ Ａｆ－ｆ

 

０
２＋λ２ ｄ－Ｌｆ－ｂ

 

ｋ ２

ｂ（ｋ＋１）＝ｂ（ｋ）＋Ｌｆ（ｋ＋１）－ｄ（ｋ＋１
{

）

（６）
可以证明上述无约束优化问题（６）的 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代收敛
到约束优化问题（５）的解［９］．本文使用下面的算法求解
问题（６），然后证明该算法收敛到原问题的解．

算法 （Ｌ１投影的交替分裂Ｂｒｅｇｍａｎ算法）

第一步：ｆ（ｋ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ∈Ｒ

Ｎ

１
２ Ａｆ－ｆ

 

０
２＋λ２‖ｄ

（ｋ）－Ｌｆ

－ｂ（ｋ）‖２

第二步：ｄ（ｋ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
｜ｄ｜１≤τ

λ
２ ｄ－Ｌｆ（ｋ＋１）－ｂ（ｋ＋１

 

） ２ （７）

第三步：ｂ（ｋ＋１）＝ｂ（ｋ）＋Ｌｆ（ｋ＋１）－ｄ（ｋ＋１）

停止标准：ｆ（ｋ＋１）－ｆ（ｋ） ≤ｔｏｌ
第一步是可微的优化问题，可以使用例如 Ｆｏｕｒｉｅｒ

变换、ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ迭代或共轭梯度法来求解．
第二步是一个直接的投影问题，对于给定的

τ＜｜Ｌｆ０｜１（避免平凡解），都可以找到一个Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子

μ（τ）使得

ａｒｇｍｉｎ
｜ｄ｜１≤τ

λ
２ ｄ－Ｌｆ（ｋ＋１）－ｂ（ｋ＋１

 

） ２

＝ａｒｇｍｉｎ
ｄ

ｄ－Ｌｆ（ｋ＋１）－ｂ（ｋ＋１

 

） ２＋μ（τ）｜ｄ｜１
事实上τ与μ（τ）的对应是一个双射

［７］．以 Ｌ为梯度算

子为例（｜Ｌ·｜１是 ＢＶ半范），从小波的阈值算法可以
直接推广到梯度向量域的阈值算法［７，１１］，这里写为离散

形式，记

（ｆ（ｋ＋１）－ｂ（ｋ＋１））［ｉ，ｊ］＝ｕ［ｉ，ｊ］
＝（ｕ１，ｕ２）［ｉ，ｊ］∈ＲＮ×２

这个阈值算法可以简单的描述如下：

ａｒｇｍｉｎ
ｄ

ｄ－ｆ（ｋ＋１）－ｂ（ｋ＋１

 

） ２＋μ（τ）｜ｄ｜１
＝Ｓ
μ（τ）
（ｕ１，ｕ２）［ｉ，ｊ］

＝ｍａｘ０，１－ μ（τ）
｜ｕ［ｉ，ｊ］( )｜ｕ［ｉ，ｊ］ （８）

其中｜ｕ［ｉ，ｊ］｜＝ ｕ２１［ｉ，ｊ］＋ｕ２２［ｉ，ｊ槡 ］，μ（τ）＝ｐ［ｔ］＋

（ｐ［ｔ＋１］－ｐ［ｔ］）
珓ｐ［ｔ＋１］－τ
珓ｐ［ｔ＋１］－珓ｐ［ｔ］，这里 ｐ［０］≤ｐ［１］≤

…≤ｐ［Ｎ－１］是｛ｕ［ｉ，ｊ］｝ｎ－１ｉ，ｊ＝０的排序，即｛ｐ［ｔ］｝Ｎ－１ｔ＝０＝

｛ｕ［ｉ，ｊ］｝ｎ－１ｉ，ｊ＝０，珓ｐ［ｋ］＝∑
Ｎ－１

ｔ＝ｋ＋１
ｐ［ｔ］，式（８）中的 ｔ满足Ｄ［ｔ

＋１］≤τ＜Ｄ［ｔ］，可以直接验证式（８）的阈值算子满足
约束条件 Ｓ

μ（τ） １＝τ，因此第二步的优化问题是直接
使用式（８）的阈值算子实现．

以上分析表明，算法（７）形式简单、实现容易，从而
保证了Ｂｒｅｇｍａｎ迭代的快速收敛．

３ 收敛性分析与证明

定理 １ 假设（ｆ，ｄ，ｂ）是算法式（７）的不动
点，那么（ｆ，ｄ）是优化问题（５）的解，它也是原始投影
问题（４）的解．

证明：由假设（ｆ，ｄ，ｂ）是算法（７）的不动点，由
第三步得（ｆ，ｄ）满足 Ｌｆ ＝ｄ，即（ｆ，ｄ）满足优
化问题（５）的约束条件．如果（珓ｆ，珘ｄ，珓ｂ）是原始问题（４）的
解，则 Ｌ珓ｆ＝珘ｄ，从算法（７）第二步和第三步，可以分别得
到下面的不等式

１
２ Ａｆ－ｆ

 

０
２＋λ２ ｄ－Ｌｆ－ｂ

 

 ２

≤
１
２ Ａ珓ｆ－ｆ

 

０
２＋λ２ ｄ－Ｌ珓ｆ－ｂ

 

 ２

与

χ｛｜ｄ｜１≤τ｝＋
λ
２ ｄ－Ｌｆ－ｂ

 

 ２

≤χ｛｜珘ｄ｜１≤τ｝＋
λ
２
珘ｄ－Ｌｆ－ｂ

 

 ２

两个不等式的和为

１
２ Ａｆ－ｆ

 

０
２＋χ｛｜ｄ｜１≤τ｝＋λ ｄ－Ｌｆ－ｂ

 

 ２

≤
１
２ Ａ珓ｆ－ｆ

 

０
２＋χ｛｜珘ｄ｜１≤τ｝＋

λ
２ ｄ－Ｌ珓ｆ－ｂ

 

 ２

＋λ２
珘ｄ－Ｌｆ－ｂ

 

 ２

记 Ｅ（ｆ，ｄ）＝χ｛｜ｄ｜１≤τ｝＋
１
２ Ａｆ－ｆ

 

０
２，使用 Ｌｆ ＝
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ｄ，Ｌ珓ｆ＝珘ｄ，上面的不等式变为
Ｅ（ｆ，ｄ）＋λ ｂ

 

 ２

≤Ｅ（珓ｆ，珘ｄ）＋λ ｄ－珘

 

ｄ ２＋ ｂ

 

( )２

所以

Ｅ（ｆ，ｄ）≤Ｅ（珓ｆ，珘ｄ）＋λ ｄ－珘

 

ｄ ２

这里（ｆ，ｄ）与λ无关，由λ的任意性，故 Ｅ（ｆ，ｄ）
≤Ｅ（珓ｆ，珘ｄ），因此（ｆ，ｄ）是问题（５）的解，也是原问题
的解，从而完成了这个定理的证明． □

下面证明对任意的初始值（ｆ（０），ｄ（０），ｂ（０）），迭代式
（７）收敛到不动点．令 Ｈ为 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，Φ：Ｈ→２Ｈ，Ψ：
Ｈ→２Ｈ为两个集值映射并且是极大单调算子，也就是
ＪΦ：＝（Ｉ＋Ａ）

－１，ＪΨ：＝（Ｉ＋Ｂ）
－１是非膨胀的，满足：

对任意的 ｘ，ｙ∈Ｈ，有
ＪΦｘ－ＪΦ

 

ｙ≤ ｘ－

 

ｙ
使用以上符号，有下面的引理［１０］．
引理１ 令Φ，Ψ：Ｈ→２Ｈ是两个极大单调算子，假

设方程０∈Φ（^ｓ）＋Ψ（^ｓ）的解存在，那么对于任何初始
值 ｔ（０），ｓ（０）与任意的λ＞０，下面的 ＤｏｕｇｌａｓＲａｃｈｆｏｒｄ
Ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ算法弱收敛到（^ｓ，^ｔ）．
ｔ（ｋ＋１）＝ＪλΦ（２ｓ

（ｋ）－ｔ（ｋ））＋ｔ（ｋ）－ｓ（ｋ）

ｓ（ｋ＋１）＝ＪλΨ（ｔ
（ｋ＋１）{ ）

并且 ｓ^＝ＪλΨ（^ｔ）满足方程０∈Φ（^ｓ）＋Ψ（^ｓ）．注意到如
果 Ｈ为有限维，则序列（ｓｋ）ｋ∈Ｎ收敛到 ｓ^．

定理 ２ 对任意的初始值（ｆ（０），ｄ（０），ｂ（０）），算法
（７）收敛到不动点（ｆ，ｄ，ｂ）．

证明 若证明了对任意的初始值（ｆ（０），ｄ（０），ｂ（０））
算法（７）收敛到不动点（ｆ，ｄ，ｂ），由定理 １得到
（ｆ，ｄ）是原始投影问题（４）的解．因此只需证明对任
意的初始值（ｆ（０），ｄ（０），ｂ（０）），（ｆ（ｋ），ｄ（ｋ），ｂ（ｋ））收敛到
（ｆ，ｄ，ｂ）．算法（７）可以被理解为 ＤｏｕｇｌａｓＲａｃｈｆｏｒｄ
Ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ算法的特殊情形，从算法式（７）中可以选取到合
适的算子Φ，Ψ 为最大单调算子，这样算法式（７）与
ＤｏｕｇｌａｓＲａｃｈｆｏｒｄＳｐｌｉｔｔｉｎｇ算法一致，然后使用引理 １，得
到算法式（７）的收敛性．这里选取Φ与Ψ 的方法与文
献［１２］中的定理３１完全类似，这里不再重复，更多细
节参看文献［１２，１３］． □

４ 数值实验

在这一节中，我们用提出的 Ｌ１投影的分裂 Ｂｒｅｇ
ｍａｎ算法与文献［７］中的对偶投影算法进行了图像去
噪，去模糊和修补的比较实验．模型（４）的算子 Ｌ取为
梯度算子．

首先将模型（４）应用于Ｌｅｎａ图像去噪，噪声为零均
值的高斯白噪声，模型（４）中的算子 Ａ为单位算子．参

数τ（投影 ＴＶ球的半径）的取值为
ｆ０ ＴＶ
１２ ～

ｆ０ ＴＶ
２ 时效

果较优，这里 ｆ０为初始图像．在实验中，两种算法的参

数τ均取为
ｆ０ ＴＶ
１６ ．图１（ｃ），（ｄ）为两种算法同样迭代

３０次的去噪结果．从恢复的Ｌｅｎａ图像细节上可以看到，
本文算法的结果稍好于文献［７］的结果．图２给出了迭
代次数的信噪比变化曲线图．

在对图像 Ｌａｍｐ去模糊实验中，两种算法的参数τ

均取为
ｆ０ ＴＶ
２ ，ｆ０为初始图像，模型（４）中的算子 Ａ为

聚焦不准的模糊算子，模糊核半径为 ｒ＝６，并加入标准
方差σ＝５的高斯白噪声．两种算法同样迭代 ３０次．
图３（ｃ），（ｄ）为实验结果的比较，视觉上本文算法效果
明显更好．图４为迭代次数的信噪比变化曲线图，信噪
比提高了１８１６１ｄＢ．

在对图像 Ｂｏａｔ的修补的实验中，图像随机丢失

５０％的像素，两种算法的参数τ均取为
ｆ０ ＴＶ
３ ，同样迭

代３０次，图５（ｃ），（ｄ）为实验结果的比较，本文算法提
高０７９８４ｄＢ．图４为迭代次数的信噪比变化曲线图．

对于图像上添加字符和集中丢失像素两种情形的

图像修补有类似的试验结果，本文算法能够提高０５～
１２ｄＢ．
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为了更好地比较本文算法与对偶算法的图像恢复

结果，以峰值信噪比（ＰＳＮＲ／ｄＢ）为性能指标，表１，２和３
给出了更多的实验数据．表１为两种算法对不同噪声方
差，不同的测试图像的去噪实验数据比较．表２为去模
糊实验数据，对不同的模糊核，分为带噪和不带噪两种

情形进行比较．表２中模糊核半径记为 ｒ，白噪声的标
准差记为σ，其中高斯模糊核的标准差统一取为３表３
为图像修补的实验数据，以不同程度的像素丢失比率

对两种算法进行对比．从实验数据可以清楚地看到本
文算法有更好的结果．

表１ 对偶投影算法与本文算法的去噪实验比较

图像 Ｌｅｎａ Ｂｏａｔ Ｌａｍｐ
噪声标准差 １０ ２０ ３０ １０ ２０ ３０ １０ ２０ ３０
噪声图像 ２８１２２２１０１８５８２８１１２２０９１８５７２８１０２２０８１８５６

对偶投影算法 ３４３４３１１４２９２０３２４４２９１８２７４２３７０６３３２５３０７８
本文算法 ３４５９３１２９２９５６３２５１２９２１２７４９３７１７３３４４３１２２

表２ 对偶投影算法与本文算法的去模糊实验比较

图像
Ｌｅｎａ Ｂｏａｔ Ｌａｍｐ

模糊图像 对偶投影算法 本文算法 模糊图像 对偶投影算法 本文算法 模糊图像 对偶投影算法 本文算法

不

带

噪

聚焦不准

模糊核

ｒ＝３ ２０８５ ３３１２ ３４４５ １９７０ ２８７３ ２９２５ ２０９９ ３３５４ ３５６５
ｒ＝６ １８３３ ２８８０ ２９３８ １８２４ ２７９７ ２８１４ １８５３ ３００２ ３１７１

高斯

模糊核

ｒ＝７ ２７１４ ３１１７ ３２８７ ２４５３ ３０４１ ３１１９ ２４８５ ３４５６ ３６８４
ｒ＝１０ ２５５８ ２８２３ ２９１４ ２３４４ ２９２３ ３０８７ ２３２２ ３０４５ ３２３７

带

噪

聚焦不准

模糊核

ｒ＝３，σ＝７ ２０４７ ３１２２ ３１８７ １９５９ ２８１５ ２８９１ ２０６０ ３２１４ ３３８９
ｒ＝６，σ＝５ １８２１ ２８３１ ２８５７ １８１３ ２７０３ ２７８６ １８４２ ２９２６ ３１０７

高斯

模糊核

ｒ＝７，σ＝７ ２４５４ ２９０１ ２９８２ ２３６９ ２９７４ ３０５３ ２３９４ ３１８１ ３２７６
ｒ＝１０，σ＝５ ２３６６ ２８１２ ２８８４ ２３０９ ２８９７ ２９４４ ２２８８ ２９６１ ３０５２

表３ 对偶投影算法与本文算法的图像修补实验比较

图像 Ｌｅｎａ Ｂｏａｔ Ｌａｍｐ
丢失数据百分比 ２０％ ５０％ ７０％ ２０％ ５０％ ７０％ ２０％ ５０％ ７０％
待修补图像 １２６３８６７７２１１２３３８３５６８９９９０５９３４４８
对偶投影算法 ３４５３３２０８２８７６３２１１２９２４２５７０３２１４２９２０２６６３
本文算法 ３６５６３３２７２９３５３４３０３００４２６６８３３５８３０１４２９０７

５ 结束语

本文给出了一般的 Ｌ１投影问题的分裂 Ｂｒｅｇｍａｎ算
法，并给出了收敛性的分析和证明．从大量的实验结果
可以看到本文的算法比目前所提出的对偶投影算法更

优．该算法有容易编码，图像恢复效果好的优点，并且
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对于一般的 Ｌ１投影问题都适用．Ｌ算子可以是小波变
换或框架，因此可以在小波域上使用同样的算法．我们
认为投影的优化问题和压缩感知（ＣＳ）的重构有着密不
可分的关系，因此下一步的工作将使用本文的算法，应

用于 Ｌ１投影的 ＣＳ重构问题上．
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