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摘 要： 针对压缩采样中未知稀疏度的信号，本文提出一种自适应子空间追踪算法．首先，采用了一种基于匹配
测试的估计方法获取稀疏度的估计值，再通过子空间追踪重构信号．若子空间追踪不能成功重构，则通过渐近增加信
号稀疏度的方法实施估计，而上述过程可描述为在弱匹配原则下新原子的选取过程．仿真结果表明，本文的算法可以
准确有效重构信号，同时运算量也较低．
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１ 引言

压缩采样（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳａｍｐｌｉｎｇ，ＣＳ）针对具有稀疏
性或在特定域上可转化为稀疏性的信号，通过实施远低

于奈奎斯特采样率的的随机采样，可准确完成原始信号

的重构［１～４］．由于 ＣＳ有效降低了信号获取、存储及传输
的代价，该理论一经出现即得到广大研究人员的密切关

注．设 ｘ是一个长度为Ｎ的实向量，即 ｘ∈ＲＮ．ｘ中只
有不超过Ｋ个非零元素，ｘ被称作Ｋ稀疏．研究表明：对
ｘ进行随机线性投影，即 ｙ＝Φｘ，其中 ｙ是Ｍ维观测向
量（ＭＮ），Φ是Ｍ×Ｎ的测量矩阵，则基于 ｙ可有效
完成信号ｘ的重构．

如何在已知 ｙ和Φ 的条件下快速、有效的重建 ｘ
是ＣＳ研究的一个重要方面［５］．目前已有的方法可包括
组合优化，非凸优化，凸优化，贪婪算法等几类．凸优化
方法通过求解一个最小化凸问题逼近信号，如基追踪

（ＢａｓｉｓＰｕｒｓｕｉｔ）［６］等．这些算法中，贪婪算法由于算法结
构简单，运算量小等特点受到重视．传统贪婪算法匹配
追踪（ＭＰ）［７］、正交匹配追踪（ＯＭＰ）［８，９］已在压缩采样中
得到了应用．改进的算法包括分段正交匹配追踪（Ｓｔａｇｅ
ｗｉｓｅＯＭＰ，ＳｔＯＭＰ）［１０］、正则化正交匹配追踪（Ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ
ＯＭＰ，ＲＯＭＰ）［１１］．这几种算法只有在信号具有较低的稀

疏度时才能较好地重建信号．子空间追踪（ＳｕｂｓｐａｃｅＰｕｒ
ｓｕｉｔ，ＳＰ）［１２］和压缩采样匹配追踪（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳａｍｐｌｉｎｇ
ＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＣｏＳａＭＰ）［１３］是两种比较相似的算法，具
有较好的性能．但是 ＳＰ和 ＣｏＳａＭＰ要求信号稀疏度已
知，这在很多应用中难以满足．如果对稀疏度的估计不
准确，很多信号不能得到精确重建．文献［１４］中提出的
稀疏度自适应匹配追踪（ＳｉｇｎａｌＡｄａｐｔｉｖｅＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，
ＳＡＭＰ）算法在每次迭代中采用增加固定数目原子的方
法估计信号稀疏度．当 Ｋ较大时，ＳＡＭＰ算法由于迭代
次数多而导致运算量特别大．

２ 自适应子空间追踪算法

在给出自适应子空间追踪算法构造之前，首先分析

约束等距性质（ＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙＰｒｏｐｅｒｔｙ，ＲＩＰ），它是重
建 ｘ的重要基础．文献［４］提出了 ＲＩＰ性质用于描述从
ｙ重建ｘ的条件．
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那么称Φ是以参数（Ｋ，δＫ）满足 ＲＩＰ性质的线性算
子．目前研究发现当测量次数 Ｍ足够大时，高斯随机矩
阵，伯努利随机矩阵等以极大的概率满足ＲＩＰ性质［１］．
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ＣＳ的信号重建可以看成信号稀疏分解问题．如果
把Φ的列向量ｖｉ（１≤ｉ≤Ｎ）看作原子并归一化，它们的
集合构成超完备字典 Ｄ．由于 ｘ中有Ｋ个非零元素，观
测值 ｙ可以看作由Ｄ中Ｋ个原子线性组合表示的信
号．设这 Ｋ个原子的索引组成集合Γ，ｙ可以表示成ｙ
＝ΦΓｘΓ．其中ΦΓ表示由Φ 索引在Γ中的列向量所组
成的子矩阵．ｘΓ表示ｘ中索引在Γ中的元素组成的向
量．ｙ在字典Ｄ上具有稀疏的表示，即可寻找最少的一
组原子｛ｖｉ｜ｉ∈珔Γ｝，使残差信号 ｒ＝ｙ－Φ珔Γｘ珔Γ能量最小．

本文提出的ＳＡＳＰ算法的目标是在 Ｋ未知条件下
找到这样一组原子｛ｖｉ｜ｉ∈珔Γ｝．其基本思想如下（见图
１）：首先，ＳＡＳＰ使用一种稀疏度估计方法得到集合Γ０，

Γ
０中元素数小于 Ｋ．ＳＡＳＰ通过后续迭代改善估计并重
建 ｘ．设在第 ｎ次迭代中通过子空间追踪选取出原子
｛ｖｉ｜ｉ∈Γｎ｝．如Γｎ中原子能很好地表示ｙ说明对Ｋ的
估计是准确的．否则选取新的原子将其索引加入Γｎ，并
重复上述过程．下面分别从稀疏度估计，新原子选取，
子空间追踪三部分描述ＳＡＳＰ算法．

２．１ 稀疏度估计

以下给出一种稀疏度估计方法，其思路是通过匹

配测试得到一个原子集合，使其势 Ｋ０略小于 Ｋ．令 ｇ＝

Φｙ，Φ表示Φ的转置矩阵．设信号 ｙ的真实支撑集
为Γ，用｜·｜表示集合的势，则｜Γ｜＝Ｋ．设 ｇ中第ｉ个元
素为ｇｉ，取｜ｇｉ｜前 Ｋ０（１≤Ｋ０≤Ｎ）个最大值的索引得到
的集合为Γ

０，｜Γ０｜＝Ｋ０．
命题 设Φ 以参数（Ｋ，δＫ）满足 ＲＩＰ性质．如果

Ｋ０≥Ｋ，则 ΦΓ
０

 

ｙ２≥
１－δＫ
１＋δ槡 Ｋ

 

ｙ２．

证明 取｜ｇｉ｜（１≤ｉ≤Ｎ）中前 Ｋ个最大的元素的

索引得到集合珘Γ，Ｋ０≥Ｋ时有珘ΓΓ０，显然 ΦΓ
０

 

ｙ２≥
Φ珘Γ

 

ｙ２．

Φ珘Γ

 

ｙ２＝ｍａｘ｜Λ｜＝Ｋ ∑ｉ∈Λ ｜〈ｖｉ，ｙ〉｜槡 ２

≥ ΦΓ

 

ｙ２＝ ΦΓΦΓ

 

ｘ２ （２）

根据 ＲＩＰ的定义，ΦΓ 的奇异值在 １－δ槡 Ｋ和

１＋δ槡 Ｋ之间．如果用λ（ΦΓΦΓ）表示矩阵的特征值，则

有１－δＫ≤λ（ΦΓΦΓ）≤１＋δＫ，所以可以得到

ΦΓΦΓ

 

ｘ２≥（１－δＫ）

 

ｘ２ （３）

再由ＲＩＰ性质的定义可知

 

ｘ２≥
 

ｙ２

（１＋δＫ槡 ）
，综合

不等式（２）、（３）可以得到 Φ珘Γ

 

ｙ２≥
１－δＫ
１＋δ槡 Ｋ

 

ｙ２．

得证．

根据以上结论的逆否命题，当 ΦΓ
０

 

ｙ２＜
１－δＫ
１＋δ槡 Ｋ 

ｙ２时，Ｋ０＜Ｋ．从这个命题可以得到对 Ｋ初始估计

方法：Ｋ０取初始值 １，如果 ΦΓ
０

 

ｙ２＜
１－δＫ
１＋δ槡 Ｋ

 

ｙ２则

依次增加 Ｋ０直到不等式不成立，同时得到的是对Γ的
初始估计Γ

０．
２．２ 新原子选取

当子空间追踪无法通过迭代使残差能量满足给定

阈值时，可选取更多的原子表示 ｙ．ＳＡＳＰ算法采用弱匹
配策略选取与残差信号比较接近的原子，并将其索引

加入集合Γ
ｎ．令 ｇ＝Φｒ，则 ｇ中第ｉ个元素ｇｉ是原子

向量 ｖｉ与残差信号ｒ的内积，即＜ｖｉ，ｒ＞．引入实数α
为弱匹配参数，α∈（０，１］．ＳＡＳＰ选取所有满足｜ｇｉ｜≥α
ｍａｘ
１≤ｊ≤Ｎ

｜ｇｊ｜的原子，则Γｎ的更新可表示为

Γ
ｎ＝Γｎ－１∪｛ｉ：｜ｇｉ｜≥α ｍａｘ

１≤ｊ≤Ｎ
｜ｇｊ｜｝

弱匹配可以看作选取残差的投影大于一定阈值的

原子，该阈值与ｍａｘ
１≤ｊ≤Ｎ

｜ｇｊ｜有关．α＝１时，与 ＯＭＰ类似每

次迭代只选取与残差最匹配的单个原子，Γ
ｎ中每次增

加一个元素．当α比较小时，每次迭代可能选取多个原
子．所以通过弱匹配可以根据信号调整增加的原子数．
已有实验表明，参数α取值 ０７～０９之间可以兼顾算
法性能和运算速度．
２．３ 子空间追踪

子空间追踪部分也通过迭代改进估计结果，每次

迭代中采用了一种后退策略［１２］．算法的结构如图 ２所
示．设经过 ｎ次迭代后得到原子的索引集合为Γｎ，残差
信号为 ｒｎ．在第 ｎ次迭代中，将 ｒｎ－１分别投影到字典 Ｄ
的各个原子向量上，并选出投影最大的｜Γｎ－１｜个原子．
把它们的索引与Γ

ｎ－１合并得到集合Γ^，^Γ中有２｜Γｎ－１｜
个元素．再把 ｙ投影到原子向量｛ｖｉ｜ｉ∈Γ^｝张成的空
间，从Γ^中去除系数最小的｜Γｎ－１｜个原子的索引得到
珘Γ，｜珘Γ｜＝｜Γｎ－１｜．再次把 ｙ投影到原子｛ｖｉ｜ｉ∈珘Γ｝张成
的空间，如果得到的残差能量小于 ｒｎ－１的能量则更新

Γ
ｎ并重复上述过程．文献［１２］证明如果Φ 以参数（Ｋ，

δ３Ｋ）满足 ＲＩＰ性质且 δ３Ｋ ＜０１６５，则有 ｒ

 

ｎ
２ ＜
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ｒｎ

 

－１
２，子空间追踪可以从 ｙ准确重建ｘ．

２．４ 算法步骤

输入：Ｍ维观测向量ｙ，Ｍ×Ｎ维测量矩阵Φ
输出：重建信号 ｘ^，^ｘΓｎ＝ａｒｇｍｉｎｘ

Γ
ｎ
ｙ－ΦΓｎｘΓ

 

ｎ ２
２，^ｘ中其它元素为零

（１） ｇ０＝Φｙ，Ｋ０＝１

（２） Γ０＝｛｜ｇ０ｉ｜前 Ｋ０个最大值索引｝

（３） 如果 ΦΓ０

 

ｙ ２＜
１－δＫ
１＋δ槡 Ｋ

 

ｙ ２，则 Ｋ０＝Ｋ０＋１，重复（２）

（４） ｒ０＝ｍｉｎ ｙ－ΦΓ０ｘΓ

 

０ ２
２

（５） ｎ＝１
（６） ｇｎ＝Φｒｎ－１

（７） Γ^＝Γｎ－１∪｛｜ｇｎｉ｜前｜Γｎ－１｜个最大值索引｝

（８） ｘ^Γ＝ａｒｇｍｉｎｘ^
Γ

ｙ－ΦΓ^ｘ^

 

Γ
２
２

（９）珘Γ＝｛｜ｘ^Γ｜前｜Γｎ－１｜个最大值索引｝

（１０）珓ｒ＝ｍｉｎ ｙ－Φ珘Γｘ珘

 

Γ
２
２

（１１） 如果 珓

 

ｒ ２
２＜ ｒｎ

 

－１ ２
２，Γ

ｎ＝珘Γ，ｒｎ＝珓ｒ，ｎ＝ｎ＋１，重复（６）

（１２） 如果满足迭代终止条件算法退出，否则Γ
ｎ＝Γｎ－１∪｛ｉ：｜ｇｎｉ｜

≥α ｍａｘ
１≤ｊ≤Ｎ

｜ｇｎｊ｜｝，重复（６）

第（１）～（４）步为稀疏度估计部分，得到初始估计集
合Γ

０和残差 ｒ０．第（５）步初始化迭代次数．第（６）～（１２）
步为ＳＡＳＰ算法迭代主体．第（６）～（１１）步通过子空间追
踪改进估计结果．第（１２）步判断终止条件是否满足，如
果满足整个算法退出．否则通过弱匹配在Γｎ中加入新
选取的原子的索引．因为 ｒｎ－１与 ｖｉ（ｉ∈Γｎ－１）正交，

Γ
ｎ－１中元素不会被重复选出．算法的终止条件可设为：
（１）当残差能量小于一定值时终止；（２）当原子与残差的
相关小于某个阈值时终止．
２．５ 算法分析

由 ｒ
 

ｎ ２
２＜ ｒｎ

 

－１ ２
２可知 ｒｎ能量单调递减，算法至

少收敛到一个局部最小点．稀疏度估计部分主要运算在
于求 Ｍ次投影，计算量相对较小．ＳＡＳＰ算法的计算复杂
度与外层迭代的次数密切相关，其上限为Ｏ（Ｋ２ＭＮ）．整
个算法的计算量中对最小二乘问题求解占很大一部分．
在外层迭代中每次重复需要求解一次最小二乘问题，即

算法步骤（８）．子空间追踪部分第（１０）、（１２）步分别需要
求解一次最小二乘问题．算法外层迭代次数与每次选取
的原子数和信号的稀疏度相关．

３ 实验结果

３．１ 稀疏度估计

为了验证ＳＡＳＰ算法中稀疏度估计的结果，本节通
过实验测试稀疏度估计部分．实验中，Ｍ＝２５６，Ｎ＝
５１２，Φ为Ｍ×Ｎ高斯随机矩阵，每项元素是独立分布
零均值单位方差的高斯随机变量．从 ｘ０中随机取 Ｋ个
元素，每一项值为独立分布零均值单位方差高斯随机

变量，ｘ０中其它元素值为零．通过 ｙ＝Φｘ０得到观测向
量 ｙ，图中横坐标表示实验次数，纵坐标表示 Ｋ的估计
值．图３中比较了 Ｋ＝５１条件下δＫ取不同估计值时得
到的Ｋ估计值．
３．２ 信号重建实验

这一部分比较 ＯＭＰ、ＳｔＯＭＰ、ＲＯＭＰ、ＳＰ、ＳＡＭＰ、ＳＡＳＰ
算法性能和运算时间．实验测试 Ｋ取不同值的结果，其
它设置与上一节相同．信号准确重建的条件设为 ｘ和
ｘ０中非零元素位置一样，且误差的能量小于 １０－１５．
ＳｔＯＭＰ中阈值 ｔｓ取 ３，ＳＡＭＰ中步长 ｓ＝１，ＳＡＳＰ中α＝
０７，δＫ取估计值 ０３．算法中最小二乘问题都采用 ＱＲ
分解法求得，终止条件都设为残差能量小于ε＝１０－５ 

ｙ２．算法在 ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２ＤｕｏＥ８４００机器上运行，软件版
本为ＭａｔｌａｂＲ２００８ａ．实验中 ＯＭＰ和 ＳｔＯＭＰ算法的实现
采用 的 是 ＳｐａｒｓｅＬａｂ（ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｓｐａｒｓｅｌａｂ．ｓｔａｎｆｏｒｄ．
ｅｄｕ／）工具箱．ＳＡＭＰ和ＲＯＭＰ的实现采用作者提供的代
码．对于不同的Ｋ值，所有算法都运行５００次来计算重
建成功率和平均运行时间．

图４中表示不同稀疏度下信号准确重建率．从图４
中可以看出本文提出的算法性能超过 ＯＭＰ、ＳｔＯＭＰ、
ＲＯＭＰ和 ＳＰ算法，与 ＳＡＭＰ相比性能相当．当 Ｋ／Ｎ大于
０２５时 ＳＡＳＰ和 ＳＡＭＰ才会有较多信号不能成功重建．
图５表示了各个算法运行平均时间．相比ＳＰ算法，ＳＡＳＰ
因为迭代次数增加而导致运算时间超过 ＳＰ．而与 ＳＡＭＰ
算法相比，ＳＡＳＰ的运算时间远小于ＳＡＭＰ．
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３．３ 图像实验

实验中使用的图像是２５６×２５６像素的 Ｌｅｎａ图像，
采样矩阵采用结构化随机采样矩阵［１５］．实验比较了各
个算法重建图像的 ＰＳＮＲ和运算时间，所有算法选取出
约３０００个原子后终止．为了加快 ＳＡＭＰ运算时间，实验
比较了步长分别取 ｓ＝５０和 ｓ＝１００的结果．所有算法
中对于大规模最小二乘问题的求解都采用ＬＳＱＲ算法．

表１比较了不同算法重建图像的 ＰＳＮＲ和运算时
间．从表中可以看出ＳＡＳＰ重建图像 ＰＳＮＲ最高，运算时
间也较短．ＳＡＭＰ需要取合适的步长 ｓ才能在运算时间
和重建效果间取得一个较好的平衡．

表１ 不同算法重建时间与性能比较

算法

Ｌｅｎａ（Ｍ＝０．３Ｎ）Ｌｅｎａ（Ｍ＝０．４Ｎ）Ｌｅｎａ（Ｍ＝０．５Ｎ）

ＰＳＮＲ
（ｄＢ）

运行时

间（ｓ）
ＰＳＮＲ
（ｄＢ）

运行时

间（ｓ）
ＰＳＮＲ
（ｄＢ）

运行时

间（ｓ）

ＯＭＰ ２７．２４ ３３６．３１ ２８．８１ ３３８．２６ ２９．３６ ３３９．３０
ＳｔＯＭＰ ２１．６２ ０．８１ ２３．９７ ０．８５ ２６．４５ ０．９１
ＲＯＭＰ ２３．０４ １．７４ ２６．１３ ２．５９ ２７．０２ ２．４１
ＳＰ ２７．１７ １９．５７ ２７．６７ １０．４７ ２９．４９ ６．４０
ＳＡＭＰ
（ｓ＝５０） ２７．２７ ２１７．３１ ２９．１２ ２１７．３４ ２９．６２ ２０６．２５

ＳＡＭＰ
（ｓ＝１００） ２７．２５ １１８．４８ ２９．０６ １２２．６５ ２９．５６ １０９．２６

ＳＡＳＰ ２７．５０ １９．２５ ２９．２９ １９．０３ ２９．８０ １９．２０

４ 结论

本文提出了一种自适应子空间追踪算法 ＳＡＳＰ，该
算法可以在未知信号稀疏度的情况下准确重建信号．
算法使用一种新的稀疏度估计方法得到稀疏度的初始

估计值，然后通过迭代进行估计的更新．在每次迭代中
采用弱匹配原则选取新原子，再通过子空间追踪改善

结果并重建信号．实验表明，ＳＡＳＰ算法可以有效地重建
稀疏信号，同时具有较低的运算量．
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