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摘 要： 本文就混合蛙跳算法（ＳｈｕｆｆｌｅｄＦｒｏｇＬｅａｐｉｎｇＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＳＦＬＡ）建立了Ｍａｒｋｏｖ链数学分析模型，详细分析了
该Ｍａｒｋｏｖ链的性质，证明青蛙族群状态序列是齐次Ｍａｒｋｏｖ链．在此基础上，通过分析族群状态序列的转移过程，指出
序列必将进入最优状态集．同时证明混合蛙跳算法满足随机搜索算法全局收敛的两个条件，能够保证全局收敛．
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１ 引言

智能优化的研究与应用是当前学术界热点之一．由
于大多数实际工程问题都属复杂的非线性问题，具有约

束条件多、建模困难、多极值等特点，寻求适合于大规模

并行运算且具有智能特征的优化算法已成为相关学科

的一个重要研究方向．以遗传算法为代表的人工智能算
法已被广泛应用于自然科学以及经济金融等社会科学

领域．２０世纪９０年代以来，一些新颖的优化算法，如人
工神经网络（ＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋｓ，ＡＮＮ）、蚁群算法
（ＡｎｔＣｏｌｏｎｙＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＡＣＯ）、人工免疫算法（Ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ
ＩｍｍｕｎｅＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＡＩＡ）、粒子群算法（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＩｎｔｅｌ
ｌｉｇｅｎｃｅ，ＰＳＯ）、量子遗传算法（ＱｕａｎｔｕｍＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，
ＱＧＡ）等，通过模拟或揭示某些自然现象或过程而得到
迅速发展，为解决复杂问题提供了新的思路和手段．经
过近些年的发展，智能优化算法凭借其简单的算法结构

和突出的问题求解能力，吸引了众多研究者的目光，大

量的研究成果证明了智能优化算法在工程上的适用性．
但是，由于其理论依据多来源于对生物群落社会性的模

拟，与其相关的数学分析比较缺乏，这就导致现有研究

还存在许多不足，缺乏具备普遍意义的理论性分析．算
法中涉及的各种参数设置无确切的理论依据，通常是按

照经验型方法确定，对具体问题和应用环境的依赖性比

较大．
２００３年，Ｅｕｓｕｆｆ等人在粒子群算法的基础上，结合

混合竞争进化（ＳｈｕｆｆｌｅｄＣｏｍｐｌｅｘＥｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＳＣＥ）［１］提出了
混 合 蛙 跳 算 法 （Ｓｈｕｆｆｌｅｄ Ｆｒｏｇ Ｌｅａｐｉｎｇ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，
ＳＦＬＡ）［２，３］．混合蛙跳算法是一种新型的仿生进化算法，
是确定性竞争进化策略与有限度随机搜索的有机结合．
确定性策略保证该算法可以有效利用所获信息指导粒

子（青蛙）的随机搜索过程．该算法具有概念简单、参数
少、计算速度快、全局寻优能力强、易于实现等优点．目
前已在 ＰＩＤ控制、网络文档自动分类等工程问题以及一
些经典组合优化问题取得成功应用［４～８］．

Ｍａｒｋｏｖ过程是一类占有重要地位、具有普遍意义的
随机过程，应用十分广泛．Ｍａｒｋｏｖ链是系统在任一时刻
所处状态所组成的 Ｍａｒｋｏｖ随机序列，是对随机过程进
行分析的重要手段，在自然科学、工程技术以及经济管
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理各领域都有广泛应用．Ｍａｒｋｏｖ链理论在随机算法收
敛性以及收敛概率的分析上具有较强能力，目前已成

功应用于进化规划［９］、模拟退火［１０］以及蚁群算法［１１］等

随机算法的收敛性分析．众所周知，标准 ＳＦＬＡ中全体
粒子（青蛙）的运动过程本质上是一个随机过程，因此

本文采用Ｍａｒｋｏｖ链模型对 ＳＦＬＡ的收敛性进行分析，通
过建立Ｍａｒｋｏｖ链模型研究青蛙族群状态的转移行为，
并结合随机优化算法的收敛标准分析算法的收敛性

能．一些传统的仿生算法如标准遗传算法、粒子群算法
都不具全局收敛性［１２～１４］，但经理论指导对算法进行改

进可使其全局收敛［１５］，取得良好的应用效果．

２ 混合蛙跳算法（ＳＦＬＡ）

混合蛙跳算法是一种受自然生物模仿启示而产生

的基于群体的协同搜索方法．该算法模拟青蛙群体寻
找食物时按族群分类进行信息传递的过程，同一族群

内进行局部深度搜索，离食物源最远的青蛙将主要依

据族群内距离食物源最近的青蛙提供的信息调整自己

的位置，向食物源靠近．每隔一段时间，不同族群会进
行全局信息交换，并根据当前的青蛙状态，重新构成新

的族群．以上局部搜索与全局信息交换过程更替进行，
直至寻找到食物．典型 ＳＦＬＡ的具体工作过程如下：随
机生成含有 Ｆ个青蛙的群体Ｐ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘＦ｝，每个
青蛙代表某优化问题的一个可行解，用 ｆ（ｘｉ）表示 ｘｉ对
应的适应度值，将其从优到劣进行排序．将排序后的青
蛙平均分配到 ｍ个族群，每个族群有 ｎ个青蛙，因此有
Ｆ＝ｍ×ｎ．其中，第１个青蛙分入第１个族群，第２个青
蛙分入第２个族群，第 ｍ个青蛙分入第ｍ个族群，第 ｍ
＋１个青蛙分入第 １个族群，以此类推，直到将所有青
蛙平均分入到 ｍ个族群．设 Ｍｋ代表第ｋ个族群，则有：

Ｍｋ＝｛ｘｋ＋ｍ（ｌ－１）∈Ｐ｜１≤ｌ≤ｎ｝，１≤ｋ≤ｍ （１）
为增加局部搜索的多样性，在每个族群中构造它

的一个子集（称作子族群），该子集元素的选取一般满

足如下三角概论分布：

Ｐｊ＝
２（ｎ＋１－ｊ）
ｎ（ｎ＋１） ，ｊ＝１，２，…，ｎ （２）

每个子族群含有 ｑ（ｑ≤ｎ）个青蛙，适应度值越好
的青蛙被挑选进入子族群的概率越大．局部搜索具体
策略是对子族群中最劣个体进行信息更新．定义 ｘｗ、ｘｓ
分别表示各子族群中适应度值最差和最优的个体，则：

ｘ′ｗ＝ｘｗ＋ｒ（ｘｓ－ｘｗ） （３）
其中 ｒ为一随机数且ｒ∈［０，１］．更新后如果适应度值优
于原来的适应度值，则用 ｘ′ｗ取代ｘｗ，否则按式（４）进行
更新：

ｘ′ｗ＝ｘｗ＋ｒ（ｘｂ－ｘｗ） （４）
其中 ｘｂ表示当前整个群体最佳位置，如果更新后仍无

改进，则随机生成一个可行解代替 ｘｗ．在族群内重复该
操作直至设定的迭代次数．随后对所有族群进行全局
信息交换，更新群体最佳青蛙位置 ｘｂ，重新构造新的族
群再进行局部深度搜索，如此循环直到满足终止条件．

３ ＳＦＬＡ的Ｍａｒｋｏｖ模型及其收敛性分析

３．１ 收敛准则

ＳＦＬＡ本质上属于随机搜索算法范畴，可通过随机
算法的收敛准则来判定 ＳＦＬＡ的收敛行为．Ｓｏｌｉｓ和 Ｗｅｔｓ
给出了一般随机优化算法收敛性判定标准［１６］，本文不

加证明给出其中判定定理．
对于优化问题 ＜Ａ，ｆ＞，有随机优化算法 Ｄ，第 ｋ

次迭代的结果为 ｘｋ，则下一次迭代的结果为 ｘｋ＋１＝
Ｄ（ｘｋ，ζ）．其中 Ａ为可行解空间，ｆ为适应度函数，ζ是
算法Ｄ迭代中曾经搜索到过的解．

在 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度空间定义搜索的下确界：

α＝ｉｎｆ｛ｔ｜ｖ（ｘ∈Ａ｜ｆ（ｘ）＜ｔ）＞０｝
其中 ｖ（Ｘ）表示在集合 Ｘ上的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度，因此可定
义最优解区域为：

Ｒε，Ｍ＝
｛ｘ∈Ａ｜ｆ（ｘ）＜α＋ε｝，α有限
｛ｘ∈Ａ｜ｆ（ｘ）＜－Ｃ｝，α{ ＝－∞

其中ε＞０，Ｃ为充分大的正数，如果算法找到 Ｒε，Ｍ中的
一个点，则可认为算法找到了可接受的全局最优或近

似全局最优点．
条件Ｈ１ ｆ（Ｄ（ｘ，ζ））≤ｆ（ｘ），且若ζ∈Ａ，则有

ｆ（Ｄ（ｘ，ζ））≤ｆ（ζ）．
条件Ｈ２ 对Ｂ∈Ａ， ｓ．ｔ．ｖ（Ｂ）＞０，有

∏
∞

ｋ＝０
（１－ｕｋ（Ｂ））＝０

其中 ｕｋ（Ｂ）为算法 Ｄ第ｋ次迭代搜索解在集合Ｂ上的
概率测度．

定理１［１６］（算法全局收敛） 设 ｆ是可测的，可测空
间 Ａ是 Ｒｎ上可测度的子集，算法 Ｄ满足条件 Ｈ１和
Ｈ２，ｘ{ }ｋ ∞

ｋ＝０是算法 Ｄ产生的序列，则有：ｌｉｍｋ→∞Ｐ
（ｘｋ∈

Ｒε，Ｍ）＝１，即算法全局收敛．

３．２ ＳＦＬＡ基本概念数学定义
定义１（青蛙状态和青蛙状态空间） 青蛙的状态

由青蛙运动时采用二进制编码的轨迹位置构成，记为

ｘ，ｘ∈Ａ，Ａ为可行解空间．青蛙的所有可能状态组成
的集合构成青蛙状态空间，记为 Ｘ＝｛ｘ｜ｘ∈Ａ｝．

定义２（青蛙族群状态和青蛙族群状态空间） 族

群中所有青蛙的状态和族群最佳青蛙状态 ｘｓ（ｐ）以及
整个群体最佳青蛙状态 ｘｂ（ｂ）构成青蛙族群状态，记为
ｓ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｐ，ｂ），ｘｉ表示第ｉ个青蛙的状态，ｎ
为族群内青蛙的个数．考虑到算法每步迭代都要对族
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群内 的 青 蛙 根 据 位 置 适 应 度 值 排 序，因 此 有

ｆ（ｂ）≤ｆ（ｐ）＝ｆ（ｘ１）≤ｆ（ｘ２）≤…≤ｆ（ｘｎ）．青蛙族群的
所有可能状态组成的集合构成青蛙族群状态空间，记

为 Ｓ＝｛ｓ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｐ，ｂ）｜ｘｉ∈Ｘ，１≤ｉ≤ｎ｝．
３．３ ＳＦＬＡ的Ｍａｒｋｏｖ模型

定义 ３（青蛙状态转移） 对ｘｉ∈Ｘ，ｘｊ∈Ｘ，
ＳＦＬＡ算法迭代中，青蛙状态由 ｘｉ一步转移到ｘｊ，记为
Ｔｘ（ｘｉ）＝ｘｊ．
定理２ ＳＦＬＡ中，青蛙状态由 ｘ１一步转移到 ｘ２的

转移概率 Ｐ（Ｔｘ（ｘ１）＝ｘ２）的表达式为式（５）．
证明 视青蛙群体为超空间的一组点集，则青蛙

的更新过程即是在超空间中进行点集之间的变换，根

据定义及 ＳＦＬＡ中式（３）、式（４）的几何性质可得：

Ｐ（Ｔｘ（ｘ１）＝ｘ２）＝

１
｜ｐ－ｘ１｜

，ｘ２∈［ｘ１，ｘ１＋（ｐ－ｘ１）］

１
｜ｂ－ｘ１｜

，ｘ２［ｘ１，ｘ１＋（ｐ－ｘ１）］，

ｘ２∈［ｘ１，ｘ１＋（ｂ－ｘ１）］
１
｜Ｘ｜ ，ｘ２［ｘ１，ｘ１＋（ｐ－ｘ１）］，

ｘ２［ｘ１，ｘ１＋（ｂ－ｘ１















）］

（５）
其中，ｐ，ｂ，ｘ都是多维数据，加减号表示矢量加减，
［ｘ１，ｘ１＋（ｐ－ｘ１）］和［ｘ１，ｘ１＋（ｂ－ｘ１）］分别表示以 ｘ１
与 ｐ和ｘ１与 ｂ为顶点的超空间立方体，绝对值表示超
空间立方体体积． 证毕．

定义 ４（青蛙族群状态转移） 对ｓｉ＝（ｘｉ１，ｘｉ２，
…，ｐｉ，ｂ）∈Ｓ，ｓｊ＝（ｘｊ１，ｘｊ２，…，ｐｊ，ｂ）∈Ｓ，在 ＳＦＬＡ族
群内部迭代中，青蛙族群状态由 ｓｉ一步转移到ｓｊ，记为
Ｔｓ（ｓｉ）＝ｓｊ．
定理３ 在 ＳＦＬＡ青蛙族群内部迭代中，青蛙族群

状态由 ｓｉ一步转移到ｓｊ的转移概率为：

Ｐ（Ｔｓ（ｓｉ）＝ｓｊ）＝
Ｐｑ，ｋＰ（Ｔｘ（ｘｉｋ）＝ｘｊｋ）Ｐ（ｐｉ→ｐｊ）

，ｄ≤１且 ｋ≥ｑ
０

{
，其它

（６）
ｄ为ｓｉ族群状态相比较于ｓｊ族群状态前ｎ个青蛙状态
不相同的个数，ｋ为族群迭代更新前后轨迹位置发生改
变的唯一一个青蛙的排位序号，Ｐｑ，ｋ为族群中选中第ｋ
只青蛙进行位置更新的概率，且有０＜Ｐｑ，ｋ＜１，ｑ为子
族群的大小，且 ｑ≤ｎ，Ｐ（Ｔｘ（ｘｉｋ）＝ｘｊｋ）为 ｓｉ、ｓｊ族群状
态中各自第ｋ个青蛙状态之间的转移概率，Ｐ（ｐｉ→ｐｊ）
为 ｓｉ和ｓｊ族群状态中各自最佳青蛙状态之间的转移概
率：

Ｐ（ｐｉ→ｐｊ）＝
１ ，ｆ（ｐｊ）≤ｆ（ｐｉ）
０ ，ｆ（ｐｊ）＞ｆ（ｐｉ{ ）

（７）

证明 由于族群状态 ｓｉ＝（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｐｉ，ｂ）要一
步转移到族群状态 ｓｊ＝（ｘｊ１，ｘｊ２，…，ｐｊ，ｂ），则族群状态
ｓｉ中所有青蛙状态、ｐ和ｂ都要转移到ｓｊ中相应的状
态，根据 ＳＦＬＡ族群内部更新机制，算法族群内部每一
步迭代更新前后只有一个青蛙位置发生改变，只挑选

子族群适应值最差的单个个体进行更新，因此 ｓｉ族群
状态内只有一个青蛙状态进行了转移，一步有多个青

蛙状态发生转移的概率为０．当只有一个青蛙状态发生
转移时，设转移的青蛙在族群中排序在第 ｋ个位置，被
选中概率记为 Ｐｑ，ｋ，根据三角概率分布式（２）及算法只
更新子族群最后一个青蛙的事实，当 ｋ≥ｑ时，０＜Ｐｑ，ｋ
＜１，因此：
Ｐ（Ｔｓ（ｓｉ）＝ｓｊ）＝Ｐｑ，ｋＰ（Ｔｘ（ｘｉｋ）＝ｘｊｋ）Ｐ（ｐｉ→ｐｊ）Ｐ（ｂ→ｂ）

（８）
又由族群内迭代并没有改变 ｂ的值，因此 Ｐ（ｂ→

ｂ）＝１，故：
Ｐ（Ｔｓ（ｓｉ）＝ｓｊ）＝Ｐｑ，ｋＰ（Ｔｘ（ｘｉｋ）＝ｘｊｋ）Ｐ（ｐｉ→ｐｊ）
由于当前族群 ｎ个青蛙中适应度值最优的第一个

青蛙的状态总是不会发生转移的，当前族群最优状态

总是会保留或被更好的状态替换，故有：

Ｐ（ｐｉ→ｐｊ）＝
１ ，ｆ（ｐｊ）≤ｆ（ｐｉ）
０ ，ｆ（ｐｊ）＞ｆ（ｐｉ{ ）

证毕．
定理４ ＳＦＬＡ中，青蛙族群状态序列｛ｓ（ｔ）：ｔ≥０｝

是齐次Ｍａｒｋｏｖ链．
证明 根据定理３，青蛙族群状态序列｛ｓ（ｔ）：ｔ≥

０｝中任意 ｓ（ｔ－１），ｓ（ｔ）∈Ｓ，其转移概率 Ｐ（Ｔｓ（ｓ（ｔ－
１））＝ｓ（ｔ））由 Ｐｑ，ｋ、Ｐ（Ｔｘ（ｘｋ（ｔ－１））＝ｘｋ（ｔ））和 Ｐ（ｐ（ｔ
－１）→ｐ（ｔ））三部分决定．根据定理２的式（５）知，青蛙
状态转移概率 Ｐ（Ｔｘ（ｘｋ（ｔ－１））＝ｘｋ（ｔ））仅与 ｔ－１时
刻的 ｘ，ｐ，ｂ及状态空间大小相关；由式（７）知 Ｐ（ｐ（ｔ－
１）→ｐ（ｔ））也仅仅与 Ｐ（Ｔｘ（ｘｋ（ｔ－１））＝ｘｋ（ｔ））和 ｐ（ｔ
－１）相关，因此 Ｐ（ｐ（ｔ－１）→ｐ（ｔ））仅与 ｔ－１时刻 ｘ，
ｐ，ｂ相关；Ｐｑ，ｋ为一个只和ｋ和ｑ有关的概率表达式，
和时间无关．因此状态序列｛ｓ（ｔ）：ｔ≥０｝具有 Ｍａｒｋｏｖ
性，是Ｍａｒｋｏｖ链．又，Ｐｑ，ｋ、Ｐ（Ｔｘ（ｘｋ（ｔ－１））＝ｘｋ（ｔ））和
Ｐ（ｐ（ｔ－１）→ｐ（ｔ））均与时刻 ｔ－１无关，即 Ｐ（Ｔｓ（ｓ（ｔ
－１））＝ｓ（ｔ））和时刻 ｔ－１无关，因此状态序列｛ｓ（ｔ）：ｔ
≥０｝是齐次Ｍａｒｋｏｖ链． 证毕．
３．４ 算法收敛性

ＳＦＬＡ既有族群内迭代操作，又有族群之间混合操
作，为分析方便，我们先分析群体只包含一个族群的情

况．此时有 ｂ＝ｐ．
定义 ５（最优青蛙族群状态集 Ｍ） 设优化问题

〈Ａ，ｆ〉的全局最优解为 ｇ，定义青蛙族群最优状态集
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Ｍ＝｛ｓ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｐ，ｐ）｜ｆ（ｐ）＝ｆ（ｇ），ｓ∈Ｓ｝．
定理５ 对于青蛙族群状态序列｛ｓ（ｔ）：ｔ≥０｝，最

优青蛙族群状态集 Ｍ是族群状态空间Ｓ上的一个闭
集．

证明 设ｓｉＭ，和ｓｊ∈Ｍ．对于任意转移步
长 ｌ，ｌ≥１，由ＣｈａｐｍａｎＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方程可得：

Ｐｌｓ
ｊ
，ｓｉ
＝∑
ｓｒ１∈Ｓ
…∑

ｓｒｌ－１∈Ｓ
Ｐ（Ｔｓ（ｓｊ）＝ｓｒ１）Ｐ（Ｔｓ（ｓｒ１）＝ｓｒ２）

…Ｐ（Ｔｓ（ｓｒｌ－１）＝ｓｉ） （９）

Ｐｌｓ
ｊ
，ｓｉ
表示族群状态ｓｊ经过ｌ步转移到状态ｓｉ的概率，在

式（９）展开式的每一项乘积表达式中都存在一项
Ｐ（Ｔｓ（ｓｒｃ－１）＝ｓｒｃ），满足 ｓｒｃ－１∈Ｍ且ｓｒｃＭ，其中１≤ｐ≤

ｌ，根据定理３可得到族群转移概率为：
Ｐ（Ｔｓ（ｓｒｃ－１）＝ｓｒｃ）＝Ｐｑ，ｋＰ（Ｔｘ（ｘｒｃ－１ｋ）＝ｘｒｃｋ）Ｐ（ｐｒｃ－１→ｐｒｃ）

由 ｓｒｃ－１∈Ｍ和ｓｒｃＭ，有 ｆ（ｐｒｃ）＞ｆ（ｐｒｃ－１）＝ｆ（ｇ
）

＝ｉｎｆ（ｆ（ａ）），ａ∈Ａ，由定理 ３中的式（７）知 Ｐ（ｐｒｃ－１→
ｐｒｃ）＝０，所以 Ｐ（Ｔｓ（ｓｒｃ－１）＝ｓｒｃ）＝０，故式（９）每项展开式

均为０，由此得到 Ｐｌｓ
ｊ
，ｓｉ
＝０，因此 Ｍ是Ｓ上的一个闭集．

证毕．
定理６ 青蛙族群状态空间 Ｓ不存在非空闭集Ｇ，

使得 Ｍ∩Ｇ＝．
证明 用反证法，假设状态空间 Ｓ还存在一个这

样的闭集为Ｇ，且 Ｍ∩Ｇ＝，因此，类似定理 ５的证
明，设：ｓｉ＝（ｇ，ｇ，…，ｇ，ｇ）∈Ｍ，ｓｊ＝（ｘｊ１，ｘｊ２，
…，ｐｊ，ｐｊ）∈Ｇ，有 ｆ（ｐｊ）＞ｆ（ｇ）．根据式（９）所示的
ＣｈａｐｍａｎＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方程，当 ｌ步长足够大，Ｐｌｓ

ｊ
，ｓｉ
展开式

中必存在某项乘积表达式Ｐ（Ｔｓ（ｓｊ）＝ｓｒｃ）Ｐ（Ｔｓ（ｓｒｃ）＝
ｓｒｃ＋１）…Ｐ（Ｔｓ（ｓｒｃ＋ｌ－２）＝ｓｉ），使得其中的每一项一步转移

概率 Ｐ（Ｔｓ（ｓｒｃ＋ｉ）＝ｓｒｃ＋ｉ＋１）都满足定理３式（６）中的条件：
ｄ≤１且 ｋ≥ｑ，又根据定理３的式（７）有 Ｐ（ｐｒｃ＋ｉ→ｐｒｃ＋ｉ＋１）
＝１，同时，由定理２的式（５）知 Ｐ（Ｔｘ（ｘｒｃ＋ｉｋ）＝ｘｒｃ＋ｉ＋１ｋ）＞
０，因此 Ｐ（Ｔｓ（ｓｒｃ＋ｉ）＝ｓｒｃ＋ｉ＋１）＞０，Ｐ（Ｔｓ（ｓｊ）＝ｓｒｃ）Ｐ（Ｔｓ
（ｓｒｃ）＝ｓｒｃ＋１）…Ｐ（Ｔｓ（ｓｒｃ＋ｌ－２）＝ｓｉ）＞０，Ｐ

ｌ
ｓ
ｉ
，ｓｊ
＞０，即 Ｐｌｓ

ｉ
，ｓｊ≠

０．因此 Ｇ并不是闭集，和题设存在矛盾，因此状态空间
Ｓ不含有除Ｍ之外的闭集． 证毕．
定理７［１２］ 假定马尔可夫链有一个非空闭集 Ｃ，且

不存在另一个非空闭集 Ｄ，使得 Ｃ∩Ｄ＝，则当 ｊ∈Ｃ
时：ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｐ（Ｘｎ＝ｊ）＝πｊ，且 ｊＣ时：ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｐ（Ｘｎ＝ｊ）＝０．

定理８ 当族群内部迭代趋于无穷，族群状态序列

必将进入最优状态集 Ｍ．
证明 由定理 ５、定理 ６及定理 ７即可得出此结

论． 证毕．
定理９ ＳＦＬＡ收敛于全局最优．

证明 ＳＦＬＡ中，族群内部每次迭代只更新适应度
值最差的青蛙的位置，因此每次迭代都保留了群体最

佳的位置，算法满足定理１的收敛条件 Ｈ１．若要使定理
１的收敛条件 Ｈ２成立，则要求算法 Ｄ连续无穷次未搜
索到Ｂ中的元素的概率为０．对于 Ｒε，ＭＡ，由定理８，
算法连续无穷次搜索不到全局最优解的概率为０，满足
Ｈ２．又由定理２的式（５），设 Ｊｔ，ｎ为ｔ时刻最差适应值第
ｎ个青蛙状态空间支撑集，当状态 ｘ２［ｘ１，ｘ１＋（ｐ－
ｘ１）］且 ｘ２［ｘ１，ｘ１＋（ｂ－ｘ１）］时，有 Ｊｔ，ｎ＝Ｘ，Ｘ为青
蛙状态空间．定义 Ｘ的子集Ｂ＝Ｊｔ，ｎ，则有 ｕｔ［Ｂ］＝ｕｔ，ｎ
［Ｂ］＝１．

因此，算法满足定理１要求的收敛条件，即算法全
局收敛．

上面分析针对青蛙群体只包含一个族群的情况，

证明了随着族群内部迭代更新的进行，算法将终收敛

于全局最优．当青蛙群体有多个族群工作并存在族群
之间混合操作时，上面分析过程依然正确，每进行一次

混合操作可看作重新生成族群状态序列．由于每个族
群都向全局最优方向收敛，则整个群体也必朝此方向

收敛，因此，ＳＦＬＡ将最终收敛于全局最优． 证毕．

４ 实验分析

本文举例分析算法收敛情况，实验采用Ｇｒｉｅｗａｎｋ基
准函数，函数表达式为：

Ｆ＝ １
４０００∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ－∏

ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ（
ｘｉ
槡ｉ
）＋１，ｘｉ∈（－６００，６００）

该函数是一个含有众多局部极致点的多模函数，普通

寻优算法易陷入局部最优，求解具有较高的复杂性，对

于不同的问题维数 ｎ，全局最优值均为 ０．实验时当求
解精度达到１０－３时认为成功找到最优解．

图１为 ＳＦＬＡ分别在单族群和多族群工作时求解
Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数的算法收敛曲线，函数维数 ｎ＝１０．ＳＦＬＡ
多族群工作时参数设置为 Ｆ＝２００，ｍ＝１０，ｎ＝２０，ｑ＝
１６，族群内部迭代次数为２０；单族群工作时参数设置为
Ｆ＝２００，ｍ＝１，ｎ＝２００，ｑ＝１６０，两种情况下青蛙总体个
数相同．由于单族群工作时不存在混合操作，为方便比
较，图中单族群工作的每次混合迭代相当于进行２０次
族群内部迭代．

由收敛曲线可以看出，两种工作模式下随着迭代

的进行算法都朝最优解逼近，且最终均收敛到全局最

优．多族群模式下混合迭代进行到约５０次时即收敛于
全局最优，算法族群内部迭代总次数约为１００００（１０×２０
×５０）次；单族群工作时算法进行到约７２０次混合迭代
即收敛到全局最优，相当于在唯一的一个族群内部共

进行约１４４００（２０×７２０）次迭代．由此可知在多族群工作
模式下，算法发挥多族群混合竞争、协同进化的特点，
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效率比单族群模式要高．
图２为ＳＦＬＡ在多族群工作模式下针对Ｇｒｉｅｗａｎｋ函

数不同维数时的算法收敛曲线，函数维数分别为１０、２０
和５０．由图可看出，当函数维数增加，求解复杂度增大
时，算法随着迭代次数的增加依然朝最优解方向收敛．
复杂度越大，所需要的迭代次数越多，最后达到或逼近

最优解．

虽然 ＳＦＬＡ是一种全局收敛算法，但随着求解问题
的复杂度不断增大，算法收敛于全局最优所需的迭代

次数会越来越高，对某些问题还会出现在一定迭代次

数内未必能收敛到全局最优的情况．为提高算法收敛
效率往往需要融合一些其它局部搜索技术．

５ 结束语

本文在给出 ＳＦＬＡ的基础上，对 ＳＦＬＡ通过定义青
蛙族群状态转移序列建立了 Ｍａｒｋｏｖ链数学分析模型，
详细分析了该 Ｍａｒｋｏｖ链的性质，指出它是齐次 Ｍａｒｋｏｖ
链，给出了族群状态序列最终转移状态，证明出算法满

足随机搜索算法全局收敛的两个条件，指出 ＳＦＬＡ是一
种全局收敛的算法．本文对算法微观过程的分析以及
得出的结论对算法本质的理解具有一定意义．对算法
的改进也提供了一些依据，比如为进一步提高算法的

搜索效率，可以考虑用更好的局部搜索技术来取代随

机解的产生，由定理５和定理６可以看出，只要局部搜
索每个解向量的支撑集的并集能构成整个状态空间

集，通过状态转移分析可以证明算法依然是全局收敛

的．另一方面，从工程实践角度出发，算法收敛速度和
解的稳定性也非常重要，结合 ＳＦＬＡ的多个族群工作且
族群之间存在混合操作的特点，对算法从这些方面进

行深入理论分析，为该算法在工程实践应用中的参数

选择、算法改进提供更多依据将是接下来需要研究的

重要内容．
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